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Durée : 1 heure 30 minutes Coefficient : 2

EXERCICE 1 - 6 points

QCM 1
Le prix a été multiplié par 4, donc CM = 4. Le coefficient multiplicateur réciproque (qui permet
de revenir au prix de départ) estégala: CMR = vy 0,25. Ce qui correspond a une remise
de 75%. réponse C
QCM 2

On peut dresser un arbre pondéré représentant la situation :

M

il

A fy

Vv

M

Nous savons d’apres 'énoncé que pM(V) =5xpy(V) < pM(V) x p(M) =5 x ppy (V) x p(M)
donc p(VAM) =5x p(V nM).

D’apres la formule des probabilités totales, P(M) = p(V N M)+ p(V N M) =6 x p(V N M)
1 1 3
=6xpy(M)xp(M)=6x —x—=— réponse D

10 5 25
QCM 3
L'équation est définie sur 0 ; +oo[. On pose X = In(x).
(In(x)?+4In(x)-5=0 < X?+4X-5=0 < (X+5(X-1)=0 < X=-50uX=1

Doncln(x) =5ouln(x)=1 < x=eoux=e! réponse D
QCM 4
Léquation est définie sur R. ¥ 74 = — «= ¥ ¥ = ¢4 < x2+4x = —4 (croissance de la

e
fonction logarithme népérien) < x> +4x+4=0 < (x+2)>=0 < x=-2  réponse B

QCM 5
La fonction f est continue et dérivable sur R.
—2e* x (1+e")—e* x(-2e*) —2e*- 2e2% +2e%* —2e*

v IR, ! = =
XER, f1x) (1+e*)2 (1+e*)2 (1+e*)?

réponse C
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QCM 6
(\/x2+4x—5—x) (Vx2+4x—5+x) Y24+ dx—5— 32

Pour toutréel x> 1, Vx2+4x—-5—-x= =

5 \/x2+4g_)c—5+x 5\/xz+4x—5+x
_ 4x—5 B x(4—;) B x(4—;) ) 4—;
VA rax— - - Z 5 - z 5
XAAX=S+x x2(1—£—£)+x x( 1————2)+1 Jl-=—=>+1
* %2 X x X x
) 5 . 4 5 . <
lim 4-—=4et lim {/1-——-—+1=2donc lim f(x)=2 réponse D
X—+00 X X—+00 X X X—+00

EXERCICE 2 - 6 points

QCM 7

Sur I'intervalle [1 ; +ool, la fonction f: x — 2x® — 15x? + 24x — 16 est continue et dérivable.
Vx € [1; +ool, f'(x) = 6x% —30x +24 = 6(x> —5x +4) = 6(x—4)(x - 1). Sur [1; +ool, f'(x) ale
méme signe que x — 4 ce qui permet d’établir le tableau de variation suivant :

x |1 4 +00
INE) - 0 +
-5 +00
—-32

A T'aide du corollaire du TVI et du tableau de variation, on peut démontrer que I'équation
f(x) =0 admet une unique solution sur [1 ; +oo[ réponse B

QCM 8

2
La fonction f définie par f(x) = §x3 +4x% + x + 10 est continue et deux fois dérivable.

VxeR, f/(x)=2x*+8x+1et f'(x) =4x+8.
f"(x) >0 < > -2. Donc la fonction f est convexe sur | —2; +ool. réponse A

QCM 9

Déterminons les premiers termes de la suite (u,) :

m=lLu=u+2x1+1=4=2% us=uy,+2x2+1=9=232% et ainsi de suite.

On peut donc conjecturer que Vn € N*, u,, = n?. Démontrons cette propriété par récurrence.
Initialisation : pour n=1, u; =1 =12

Hérédité : On suppose qu'il existe un entier n > 1 tel que u, = n. Montrons alors que

Uns1 = (n+1)2

Upi1 = Up+2xn+1=n?+2n+1= (n+1)2. Lhérédité est démontrée. Donc d’apres 'axiome

de récurrence, Vn € N*, u, = n?. réponse C
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QCM 10

On peut dresser un arbre pondéré représentant la situation :

005 _p
0,6 1

0,95 D

004 _p
0,4 )

096 D

D’apres la formule des probabilités totales,
p(D) = p(DNM1) + p(D M2) = pp (D) x p(M1) + para (D) x p(M2) = 0,05 x 0,30+0,04 x 0,4 =
0,046. Donc p(D) =1- p(D) =0,954. réponse C

QCM 11

Pour x € [1; 3], f(x) est de la forme u'(x) x u(x) avec u(x) = In(x). Une primitive est donc de la

forme %(u(x))z.

3
f fl)dx=
1

QCM 12
On peut considérer qu'on a une épreuve de Bernoulli : la variable X égale au nombre de per-
sonnes interrogées vaccinées suit une loi binomiale 28(20, 0,8).

3
% (n(x)?| = %(111(3))2 - % (In(1)? = % (In(3))? réponse C
1

1120 220 520 _ 920
Ainsi, p(X>1)=1-p(X=0)=1-0,220=1- (g) =1-55= 5z > 099 réponse A
EXERCICE 3 - 8 points
1. a. Si f estsolution de (E) alors [’ = af(l - i) =af - if2
C 100 100
Or f est strictement positive donc en divisant 1'égalité précédente par f2, on ob-
, f 1 a
tient: 5 =a———.
f? f 100
En posant g = ! onaalors g’ = r dou-g'=a ? donc g’ = —ag+ -2 soit
p g_f g_fZ 8 =498~ 700 8 ="98% 100
a
"tag=—:
§ & 100
a
Donc g est solution de (E) : y' +ay = 100
1
b. Une solution constante de (E’) est : pour tout réel t >0, t— 100"

c. D’apres le théoreme de superposition, la solution générale g de (E’) est :

1
pour toutréel r >0, g(r) = Ke 9 + Too avec KeR.
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1 1 100
d. Sachant que pour toutréel £ > 0, f(¢) = = = —.
8(1)  pe-ary L~ 1+100Ke %!
100
100
Sachant que f(0) =1 on endéduitque: ———— =1 <= 100K =99 < K =10,99.
1+100K
Donc pour tout réel t > 0, f(¢) 100
ur tou , =
P - 1+99e-at

2. a. Lafonction f est continue et dérivable sur [0; +ool.

, —-99ae” 4 9900ae~*
Yte[0; +ool, f/(£) =100 x — 5 = 5
(1+99e~4t)"  (1+99e4t)

Sachant que a > 0, on en déduit que f’(t) > 0 donc f est strictement croissante sur

[0; +ool.
b. lim e * =0 (a>0)donc lim f(t)=100
X—+00 X—+00

c. D’apres les variations et le calcul de la limite on en déduit que
Vte[0; +ool, 1 < f(t) <100

d. La fonction f est continue et strictement croissante sur [0 ; +oo[ a valeurs dans
[1; 100[. Or 50 € [1; 100[ donc d’apres le corollaire du TVI, I'équation f(t) = 50
admet une unique solution, notée #, sur [1; 100[.

a
3. a. Nous savons que V€ [0; +ool, f'(£) = af(t) — — f(£)?. La fonction f’ étant conti-

nue et dérivable sur ce méme intervalle, et en dérivant 'égalité précédente, on ob-
tient:
f'y=af'(r)- 4 x2x f'(6)x f(6) = af' (1) x (1— if(t)) = a(l—i)f’.
100 50 50
b. D’apres les questions précédentes, nous savons que a > 0 et f'(¢) > 0 sur [0 ; +oo[

donc f”(r) ale méme signe que 1 — % f(t) soit le méme signe que 50 — f ().

Donc d’aprés la question 2. d., si ¢ < £y, 50 — f (1) <O0.

Donc t < ty, f'() > 0;sit > ty, [ (1) <0.

La fonction f est donc convexe sur [0 ; #], et concave sur [ ; +ool.

Le nombre de bactéries augmente de plus en plus vite de 0 a £y, puis aprées, augmente

de moins en moins vite pour atteindre une limite a 100 millions.

100 1
4. f(H=50 = ——— =0<=1+99 ¥ =2 < 99e =1 < e ¥ =—
1+99e~4 99

In(99)

1
— —atzln(—) =-In99) < =
99

5}
5. Lavaleur moyenne de la fonction f sur l'intervalle [0; ty] est: [ = 7—o fde
0—0Jo

lo 100 lfto 100e%! 100 o eat
o e4t+99 to Jo e?+99

L rde=2 d
I=— ndt=— ———dt=—
to Jo F® toJo 1+99e-4t to

100 [1 o100 100, (e%™ +99
=— |=In(e* +99])] = — (In(e*® +99) —In(100)) = —ln(i)
Iy La o ab aty 100
100 2x99 100 99
Or aty=1n(99) donc I = n = n|—
In(99) 100 In(99) 50
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Le graphique ci-dessous a été réalisé avec a = 1,5.

nombre de bactéries en millions
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