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EXERCICE 1
Partie A

1. On peut utiliser la formule des probabilités totales en utilisant la partition de Q : {D ; 5} :
P(R) = P(R D)+ P(RND) = P(D) Pp(R) + P(D) P5(R).
Les informations données dans I'’énoncé nous donnent :

P(D)=0,06 Pp(R)=0,98 Pz(R)=1-0,92=0,08

donc:

P(R) =0,06x0,98+0,94 x 0,08 =0,134.

2. On cherche a estimer la quantité de DVD défectueux parmi ceux qui sont retirés c’est-a-dire

Pr(D):
P(DNnR) Pp(R)P(D 0,98 x 0,06
PR(D) = ( ): D (R) P( ): ~0,44.
P(R) P(R) 0,134
Le responsable de la ville a donc tort : seulement 44 % des DVD retirés sont défectueux.
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Partie B

Vérifions si la fréquence constatée de DVD défectueux dans I'échantillon — ici f = 11%‘0 ~ 0,093 —
appartient ou non a l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %.

n désigne la taille de I'échantillon (n = 150), p la proportion de DVD défectueux (p = 0,06).
Alorsonabienn>30,np=92>5etn(l—p)=141>5.

On a alors :

v pd-p) v/ 0,06 x 0,94

1,96 =1,96 ~ 0,038,
vn V150

donc l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % est ici :

(0,06 - 0,038 ; 0,06 +0,038] = [0,022 ; 0,098].

La fréquence constatée appartient a cet intervalle. On ne peut donc pas rejeter 'hypothése que 6 %
des DVD soient défectueux.

Parie C
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X-80
g
Avec la calculatrice, on obtient :

1. Lavariable aléatoire Z = suit la loi normale centrée réduite A (0;1).

P(Z<k)=090 < k=1,28.
On adonc P(Z >1,28) =0,10. Or

X-80
Z>128 — > 1,28 < X >1,2820 + 80.

On en déduit donc :

92-80
1,282

92=1,280+80 < o = = 9,36.

2. Une heure et demie c’est 90 minutes donc on cherche :

P((X>90)n(X <95) P90 < X <95)

Py>g0(X < 95) = -
x>90( ) P(X > 90) P(X > 90)

Avec une calculatrice, on obtient :

P(X >90) = 0,143 P(90 < X <95) = 0,088,
donc la probabilité que le film se termine dans les cinq minutes est :

P (X<95)—0’088
X208 =900 = 0143

’

~0,62.

EXERCICE 2

Partie A : Modélisation de la forme de 'ampoule

Pour tout x € [0 ; 4], on pose :
. b4
fx)=a+ bs1n(c+ Zx)

avec a, bet cdesréelsnonnuls et 0 < ¢ < %

1. a. Alors, pourtout xe[0; 4] :
") = b r
fx)= b4 cos(c+ 4x).
b. En B et C les tangentes sont horizontales donc f'(0) = f'(4) = 0, c’est a dire :
b4 T
bz cosc=0 et bz cos(c+m) =0.

/4
o P _ . o
Comme bZ #0,onadonc cosc=0c’est adire c= E puisque c € [O’E]‘

2. Ona f(0)=1et f(4) =3 donc:
b4
a+bsin5=1 — a+b=1
3
a+bsin?ﬂ=3 < a-b=3.

En ajoutant les deux équations, on obtient 2a = 4 puis a = 2 et, en remplacant a par sa valeur
dans la premiére équation, on obtient b = —1. Conclusion : f(x) = 2—sin (5 + § x) = 2—cos (5 x).
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Partie B : Approximation du volume de 'ampoule

1. Le cylindre de section ABFG a pour hauteur & = 1 et pour rayon r = 1. Donc son volume est :

chlznxllezn.

2. La demi boule a pour rayon r’ = 3 donc son volume sera :

x - x3%=187.

N =

VSph =

W

3. a. Lahauteur du cylindre sera h = % puisque le segment [0 ; 4] a été partagé en 5 segments
de méme longueur.

Le rayon du cylindre est donnée par f(x2) ou x, est la borne inférieure du troisieme seg-

ment : x; = %. Donc r =2—cos(2?”).

Finalement le volume du troisiéme cylindre sera :

4 2m\?
Va=—|[2-cos—| =7,19
5 5

b. Dans le cas général, chaque cylindre aura comme hauteur s = %.

Le k¢ cylindre pour 1 < k < n est délimité par les points d’abscisses = (k—1) et £ k.

2-cos (k_nl]”

4n-1) 4
n

o
SIS
=
T
=
~
=&

Donc le rayon du k¢ cylindre sera :

f(4(k—1)) — 9 cos (k—l)n,
n n

et le volume sera alors :

47[( (k—l)ﬂ)2
Vik=—[2—cos ———| .
n n

On a donc l'algorithme :
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1 V<0
2 Pourkallantdelan:
2
1 k-7
3 |V<—V+TH(2—COST)
4 Fin Pour
EXERCICE 3
1. La dérivée de x — e ** est x— —ke ¥* donc une primitive de f est F : x — —e k¥,
2. Lordonnée de B est f(1) = ke—k donc I'aire du triangle OCB est A; = %e‘k.
Laire de 9 est :
1 k k k k
Ay = Wdx——e *=[F(x 1——e_kz—e_k+1——e_kzl—(1+—)e_k.
2 [0 fx 2 [F(x)]o 2 2 2
3. Ona Ay =2A; sietseulement si:
k k k 3
1-[1+=]e*=2x-e* = 1-|1+-|e *=ke ™ = 1=(1+—k e K
2 2 2 2

3
Considérons la fonction g: x—1—-(1+ Ex) e ¥ et étudions ses variations sur [0 ; +ool.

Pour tout x€[0; +oo[,ona:

!/ 3 —-X
g(x)z—Ee +|=x+1
Cette dérivée est du signe de (3x—1) d’ol:

x |0 +00

gl -

3
Eneffet, g(x) =1—|{1+-x|e “et,comme lim e *=0et lim xe * =0 (croissance compa-
2 X—+00 X—+00

rée),onabien lim g(x)=1.
X—+00

Sur l'intervalle [0 ; %], la fonction est strictement décroissante et g(0) = 0 donc, pour tout
x€]0; %], g(x) <0.

Sur l'intervalle [% ; +oo[, la fonction g est définie, continue et strictement croissante de

g( %) ~—0,075a 1. Comme 0 €]g (%) ; 1], on en déduit, d’apres de le corollaire du théoréme des
valeurs intermédiaire, qu'il existe un unique réel a € [% ; +oo[ tel que g(a) =0.

La calculatrice donne a =~ 0,76.

Ce réel a est 'unique valeur strictement positif de k pour laquelle l'aire de & est le double de
'aire du triangle OBC. Voir la figure ci-dessous.
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EXERCICE 4 OBLIGATOIRE
Partie A

1. Danslacellule C3, on calcule b; = % ap+ % bo+ % o : on peut saisir la formule =2/3%B2+1/2*C2+1/3*D2.

2. Sur le long terme, il semble que le lapin est dans la galerie A avec une probabilité d’environ
0,214, dans la galerie B avec une probabilité d’environ 0,574 et dans la galerie C avec une pro-
babilité d’environ 0,214.

1. a. PourtoutneN,ona:

1 + 1 b 1 b 1 1( ) 1
Upsl = Ane1—Cpe1=—an+—by—=by—=cp==(an—cp) = = uy.
n+1 n+1 n+1 3 n 4 n 4 n 3 n 3 n n 3 n
Donc la suite (u,) est la suite géométrique de raison g = % et de premier terme
Up=ag—co=1.

b. Pourtout neN:

el

2. a. Lasomme ay+ b, +c, estla somme des probabilités de trois évéenements qui forment une
partition de notre univers : notre lapin ne peut étre qu'en A, en B ou en C et pas dans deux
endroit en méme temps. Donc cette somme vaut 1.

Par ailleurs, pour tout ne N :

v b 4 za +1b +zc 4
n+l — Yn+1 7—3 n 2 n 3n 7
2 2 2 1 4
=—ap+=bp+-cp—=bp—=
3" 3" 3" g 7
2 1b 4 2 1
"3 6" 7 21 6"
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b. La suite (v,) est géométrique de raison g = —% et de premier terme vy = —% donc, pour
tout neN:
i)
Vy=——|——
"7l e
3. Soit neN.

De I'expression de v, on tire :

bn=vntz==—=

444(1)"
7 7 7 ’

Par ailleurs, comme a; + b, + ¢, = 1, on en déduit :
ren=1-by =13 (1) 2L ALY
7 7\ 6 7 7\ 6
De plus, on établit précédemment I'expression de u,, qui nous donne :
1\"
a-cn=(3) -

En ajoutant membre a membre ces deux derniéres égalités, on obtient :

3 4( 1)" (1)" 3 1(1)" 2( 1)"
2ap==+=|-=| +|=| = an=—+=[=| +=[-=]| .
7 7\ 6 3 14 213 7\ 6

n .
En enfin, en remarquant par exemple que ¢, = a, — (%) ,onabien:

3 1(1)” 2( 1)”
an=—-=|=| +=|-=| .
14 213 7\ 6

n n 2 .
4. Lorsque n tend vers +oo, les termes en (%) et les termes en (—%) tendent vers zéro puisque

-1<-%<1<1.Donc:

. 3 . 4 . 3
lim a,=— lim b,== lim c¢;,=—
n—+oo 14 n—+o0 7 n—+oo 14

Au bout d'un grand nombre d’étapes, les probabilités que le lapin soit respectivement en A, en

3 4.3
B ou en C seront proches de i 5 ety

EXERCICE 4 SPECIALITE
Partie A

1. Onaa; = 0,995 et b; = 0,005 puisque qu'un atome passe de I'état stable a I'état excité avec une
probabilité de 0,005.
Pour I'étape suivante, on va utiliser la loi des probabilité totale en considérant la partition
stable/excité de 1'état de 'atome al'étape 1:

— il peut étre stable a I’étape 1 et stable a I'étape 2 : la probabilité sera alors 0,995 x 0,995 =
0,990025;

— il peut étre excité al’étape 1 et stable al’étape 2 : la probabilité sera alors 0,005 x0,6 = 0,003.

Donc:

az =0,990025 + 0,003 = 0,993025 by =1-ay =0,006975
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2. Selon la méme logique qu’a la question précédente, ona:

anp+1 =0,995a, +0,6b, by =0,005a, +0,4b;,.

Donc:

(@ns1 bpe1)=(an bn)A avecA:(O’995 0’005)

0,6 0,4

3. Avec une calculatrice, on trouve :

1 (1 0
o=5ilo )
12110 555
4. Démontrons la propriété par recurrence.
Initialisation: A’ = [ et PD°P~! = PIP~! = PP~! = I donc la propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Soit n e Ntel que A” = PD"P~!, Alors:

A" = A" A= (PD"P7')(PDP!)=PD"P'PDP ' = PD"DP ! = PD"" P71

Conclusion : d’apreés le principe de récurrence, quel que soit 7 € N, on a bien A” = PD"P~!,

5. Pourtout n e N:

1 120 +0,395" 1-0,395"

— e n— —
Xn=(an bn)=XoA"=(1 0)X1z1 120(1-0,395") 14120 % 0,395"

1
=—(120+0,395" 1-0,395").
121

Donc a, = 137 (120+0,395").

. n . . 120
6. Ona-1<0,395<1donc lim 0,395" =0 puis lim a,=-—.
n—+oo n—+oo 121

Sur le long terme, la probabilité que I'atome soit stable est de %.

Partie B

1. En nous inspirant de ce qui a été fait précédemment, on obtient :

0,99 0,01
a l-a
2. Ona:
XM = (0,98 0,02)(0’99 0’01)=(0,98x0,99+0,02a 0,98 x0,01+0,02(1 - a))
a l-a
d’ou

0,98-0,98x0,99 0,01x0,98 0,98
0,98 x0,99+0,02a = 0,98 donc a = = =—=0,49.
0,02 0,02 2

La probabilité qu'un atome passe de I'état excité a I'état stable est a = 0,49.
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