
Exercices de ci, de là 701

3o) Montrer que dans tout triangle ABC, la hauteur issue du sommet A est moyenne
harmonique des rayons des cercles ex-inscrits dans les angles B et C.

Solution de Miguel Amengual Covas (Cala Figuera, Mallorca, España)

El vértice A es el punto de intersección de las tangentes interiores a las
circunferencias de centros IB y IC y está, por tanto, sobre la línea de centros IBIC.

Sean P1, P2, P3 y Q1, Q2, Q3, respectivamente, los puntos de contacto de la
circunferencia de centro IB y de la circunferencia de centro IC con BC, CA, AB.

Pues y (teorema
del ángulo exterior), resulta

de donde se sigue que IBIC es la bisectriz exterior del ángulo A.

Sea D el pie de la altura correspondiente al vértice A.
Sea I′ el punto de intersección de la diagonal IBQ1 con AD.

Pues , tenemos

de donde

(1)

Pues , tenemos

(2)

Pues , tenemos

(3)
′ = ′I D

I P

I Q

I QB 1

1

B 1

∆ ∆I P Q I DQB 1 1 1≈ ′

AI
I Q

I I
I QC 1

B

B 1

′ = ′

∆ ∆I AI I I QB B C 1′ ≈

I A
I P

.
AI
I Q

B

B

C

C1 1

1=

I A

I P

I A

I P

AI

I Q

AI

I Q
B

B

B

B

C

C 2

C

C1 3 1

= = =

∆ ∆AI P AI QB 3 C 2≈

∠ = ∠ = ∠ + ∠( )P AI I AP B C2 B B 3

1
2

∠ + ∠ = ∠ = ∠ + ∠P AI I AP P AP B C2 B B 3 2 3∠ = ∠P AI I AP2 B B 3

B C

A
I

P D'D

IM

1

P 2

P3

Q1

Q2

Q3

B

IC

APMEP
no 460

Exercices-Texte  30/06/05  17:38  Page 701



De (1), (2) y (3) resulta

de donde

AI′ = I′D
es decir, IBQ1 biseca el segmento AD.

Análogamente se prueba que ICQP1 también biseca AD.

Luego las diagonales del trapecio se cortan en el punto medio I de la altura AD.
Esto prueba 1º) .

2º Obsérvese que al ser IBIC la bisectriz exterior del ángulo A, el punto D′ es,
precisamente, el punto de intersección de IBIC con BC.

Si M es el punto de intersección de D′I con IBP1, se verifica que

de donde IBM = MP1 porque AI = ID. Así, pues, M es el punto medio de la base IBP1.
Análogamente se prueba que D′I biseca la otra base del trapecio.

3º Sean rB y rC, respectivamente, los radios de las circunferencias de centros IB
y IC.

Sea s el semiperímetro de ∆ABC y hA la longitud de la altura correspondiente al
vértice A.

Con la notación habitual, se sabe que 

de donde se sigue que

Esto prueba 3º).

Solution de R. Raynaud (Digne)

Soit b et c les deux cercles exinscrits, Rb et Rc leurs rayons, S et T leurs points de
contact avec (BC).
Désignons par s et t les deux droites SIb et TIc.

l) A et D′ sont les centres d’homothétie de b et c. La division (D′,A,Ib,Ic) est
harmonique.
A et I sont deux conjugués de D′ par rapport à s et t.
(AI), polaire de D′ par rapport à la paire {s, t} est perpendiculaire à (BC).
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