
Solutions d’exercices :
Exercice no 2 (Bulletin no 455) – Proposé par Jacques Chayé, de Poitiers

Soit ABC un triangle quelconque. Soient A′, B′ et C′ les pieds des hauteurs
respectivement sur (BC), (CA) et (AB) ; soit I, J et K les milieux respectifs de [BC],
[CA] et [AB] ; soit U, V et W les milieux respectifs de [AA′], [BB′] et [CC′].
Démontrer que les droites (IU), (JV) et (KW) passent par un même point.

Solution de Georges Lion (Mata Utu – Wallis) :

Soit P, Q, R les pieds des hauteurs dans le triangle IJK. Par le théorème des milieux,
AKIJ est un parallélogramme et U et P sont symétriques par rapport au milieu de

[JK]. D’où , et de même , . Par produit, on obtient :

Les hauteurs de IJK étant concourantes, le second produit vaut −1 (Céva direct) ; le
premier vaut donc aussi −1, ce qui assure le concours, ou le parallélisme, de (IU),
(JV), (WK) (Céva réciproque). L’élimination du parallélisme ne m’a pas paru
évidente, je propose :
1) Si ABC a trois angles aigus, U,V,W sont sur [JK], [KI], [IJ] respectivement et les
trois droites étudiées ne peuvent pas être parallèles.
2) Si A, par exemple, est obtus, alors U est toujours sur [JK]. Supposons aussi, par
exemple, AB ≤ AC. Alors par rapport à la droite (IU), B et K sont d’un côté, A et C
donc aussi W sont de l’autre, et [KW] rencontre (IU).

Exercice no 2 (Bulletin no 457 – Proposé par Madame Fathi Drissi (Comité de la
Régionale APMEP de Lorraine)

1o) À l’aide du seul compas, construire le centre d’un triangle équilatéral dont on
connaît les sommets A, B et C.
2o) À l’aide du seul compas, construire un point situé au tiers d’un segment [AB]
donné.

Solution de Jean-Claude Carréga (Lyon) :

1°) On note a la longueur d’un côté du triangle
équilatéral ABC ; on sait alors que la longueur d’une

hauteur du triangle est et que le rayon du

cercle circonscrit est .

– On construit A′ symétrique de A par rapport à la
droite (BC), A′ est point d’intersection des cercles de
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centres B et C et passant par A. On notera C cette construction du symétrique d’un
point par rapport à une droite passant par deux points donnés.
– Le cercle de centre A′ passant par A et le cercle de centre A passant par B se
coupent en D et E.
– Par la construction C , on obtient le point O symétrique de A par rapport à la droite
(DE).
Montrons que O est le centre du triangle ABC. Le point O est situé sur le diamètre
[AF] du cercle de centre A′ considéré. Dans le triangle rectangle ADF, on a
AD2 = AK.AF où K est le point d’intersection des droites (DE) et (AF). On a

, , ; d’où 

et . Puisque O est situé sur une hauteur du triangle ABC, cela montre

que O est le centre du triangle.

2°) On note la longueur du segment donné [AB]. L’idée est de construire un

triangle équilatéral de hauteur ; le côté a de ce triangle est tel que 

d’où On remarque que le côté a cherché est le double du rayon du cercle

circonscrit à un triangle équilatéral de côté . D’où la construction :

– Les cercles de centre A passant par B et de centre B passant par A se coupent en C
et ABC est un triangle équilatéral de côté .
– Par la construction de la question 1°), on obtient le
point O, centre du triangle équilatéral ABC. On a

– Par la construction C , on obtient le point O′
symétrique de O par rapport à la droite (AB) ; on a

– Les cercles de centre A et de rayon CO′ = a et de

centre B et de rayon se coupent en D et E. Le triangle ADE est alors

équilatéral de côté a et le segment[AB] donné est une hauteur de ce triangle.
– Par la construction de la question 1°), appliquée au triangle ADE, on obtient le
point O′′, centre du triangle ADE, situé au tiers du segment [AB].
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