
de [CD], on sait que les rayons des cercles inscrits aux triangles ABM et ADM
mesurent respectivement 4 et 3.

Solutions

Exercice 469-1 (Louis Rivoallan (La Rochelle) – Corol’aire no 59)
On considère les nombres à n chiffres (en base dix) tels que leur carré se termine par
les mêmes n chiffres. On accepte que contrairement à l’usage, les chiffres « de
gauche » soient égaux à 0. Il y a à l’évidence deux nombres qui répondent à la
question : 0 et 1, que l’on fait précéder de (n − 1) zéros avec la convention
précédente. Montrer, que pour tout n, il y a exactement deux autres nombres écrits
avec n chiffres qui répondent à cette condition.

Solution de Christian Dufis (Limoges)

Avec la convention d’écriture de l’énoncé, il s’agit de démontrer la propriété P(n)
suivante :
Pour tout entier n > 0, il existe quatre nombres de n chiffres tels que leur carré se
termine par les mêmes n chiffres. Ce sont :

•

•

• deux autres nombres, l’un se terminant par 5 et l’autre par 6.
On raisonne par récurrence pour n ≥ 1. Un calcul élémentaire montre que :
P(1) est vraie : les solutions sont 0, 1, 5 et 6,
P(2) est vraie : On obtient 00, 01, 25 et 76.
Supposons la propriété vraie à l’ordre n et démontrons la à l’ordre n + 1.

Soit donc un nombre de n + 1 chiffres tel que son carré se termine

par les mêmes n + 1 chiffres et posons On a d’où

De cette dernière égalité résulte que les n derniers

chiffres de A2 sont les mêmes que les n derniers chiffres de N2. Or les n derniers
chiffres de N2 sont les mêmes que les n derniers chiffres de N, c’est-à-dire les chiffres
de A.
Ainsi A est un nombre de n chiffres dont le carré se termine par les mêmes n chiffres.

D’après l’hypothèse de récurrence, A est donc ou un nombre de

n chiffres se terminant par 5 ou 6.

Par ailleurs, on a ; d’où Or d’après ce

qui vient d’être dit sur A, il existe un entier naturel q et un seul tel que 

On en déduit :

A A .2 10− = q n

N A A .2 2 2 210 2 10= + +u un
n

n
nN A= +un

n10

0 01
1

……124 34
n− chiffres

,0 0……124 34
n chiffres

,

A N N .2 2 2 22 10 10= − +u un
n

n
n

A N ,= − un
n10A .= −u u un 1 1 0…

N = −u u u un n 1 1 0…

0 01
1

……124 34
n− chiffres

,

0 0……124 34
n chiffres

,
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ou encore :

Cela étant, pour que les n + 1 derniers chiffres de N2 soient les mêmes que les n + 1
chiffres de N, il faut et il suffit que N2 − N soit un multiple de 10n+1 et donc il faut et

il suffit que soit multiple de 10. Posons 

Nous allons prouver que pour chacune des quatre valeurs possibles de A il existe une
valeur et une seule de un telle que E soit multiple de 10.

• Comme A2 − A = q10n, alors q = 0 et donc E = −un. Par suite, E

sera un multiple de 10 si et seulement si un = 0. Dans ce cas 

• On a encore A2 − A = 0, d’où q = 0 et E = un. Par suite, E sera

multiple de 10 si et seulement si un = 0 et on a ici 

• A se termine par 5. Reprenons l’expression et soit v0 le

chiffre des unités de q. On a : et 

Donc Comme , alors E est multiple de

10 si et seulement si 

• A se termine par 6. On a ici et 

Donc Pour que E soit multiple de 10, il faut et il suffit

que un = 0 si v0 = 0 et que un = 10 − v0 si v0 ≠ 0.

Ainsi, dans les quatre cas ci-dessus, il existe une valeur de un et une seule telle que
E soit multiple de 10. P(n + 1) est donc vraie, ce qui prouve la propriété de l’énoncé.
Voici les 15 premières solutions autres que les solutions triviales 0 et 1 données par
un programme informatique calqué sur le raisonnement ci-dessus.

5 ; 6
25 ; 76

625 ; 376
0625 ; 9376

90625 ; 09376
890625 ; 109376

2890625 ; 7109376
12890625 ; 87109376

212890625 ; 787109376
8212890625 ; 1787109376

18212890625 ; 81787109376

E mod( ).≡ +u vn 0 10

u un n( A ) mod( ).2 1 10− ≡q v≡ 0 10mod( )

u vn = 0 .

− ≤ − ≤9 90v un ,E mod( ).≡ −v un0 10

u un n( A ) mod( ).2 1 10− ≡ −q v≡ 0 10mod( )

E ( A )= − +u qn 2 1

N .= 0 01……124 34
n chiffres

A .=
−

0 01
1

……124 34
n chiffres

N .=
+

0 0
1

……124 34
n chiffres

A .= 0 0……124 34
n chiffres

E ( A ) .= − +u qn 2 1u qn ( A )2 1− +

N N ( A ) .2 210 10 2 1− = + − +( )n
n

n
nu u q

N N ( A ) ,2 2 210 2 1 10 10− = + − +u u qn
n

n
n n
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918212890625 ; 081787109376
9918212890625 ; 0081787109376

59918212890625 ; 40081787109376
259918212890625 ; 740081787109376

Autres solutions : Christine Fenoglio (Lyon), René Manzoni (Le Havre) et Alain
Corre (Moulins).

Exercice 469-2 (Jean Raynier – Marseille), relayé par Henri Bareil.

On donne un triangle isocèle ABC (AB = AC) tel que Sur [AC] on

prend le point E tel que Sur [AB] on prend le point D tel que

Que valent, en degrés, les angles et ?

Le texte de ce problème qui a intrigué notre collègue Jean Raynier figure dans le
livre « Géométrie classique et mathématiques modernes » de Brigitte Sénéchal aux
éditions Hermann (1976).

Solution de Jean Lefort – Wintzenheim qui a ajouté le commentaire suivant :

J’ai hésité à ajouter un commentaire permettant de savoir comment on peut imaginer
une telle solution qui ne demande que des connaissances de collège.
L’idée c’est d’abord de faire une figure précise et de mesurer les angles. On se doute
alors de leurs valeurs rondes et l’apparition d’un angle de 30° peut faire penser à
mettre en place un triangle équilatéral. Mais c’est loin d’être évident pour un
collégien !
Personnellement j’avais vu ce problème il y a
une vingtaine d’année et je me souvenais de
l’astuce.

• On note les valeurs des angles du triangle
BCD : 80° en B, 50° en C, 50° en D. L’angle en
C du triangle ACD vaut donc 30°.
• On note les valeurs des angles du triangle BCE :
60° en B, 80° en C. L’angle en B du triangle ABE
vaut donc 20° et le triangle ABE est isocèle.
• Soit B′ le symétrique de B par rapport à (AC) et
C′ le symétrique de C par rapport à (AB).
Le triangle AB′C′ est équilatéral car isocèle ayant
un angle de 60° en A. 

On en déduit que l’angle vaut 20° (80° de − 60° de ).

Par suite l’angle vaut 30°.
• Nous voyons donc que (C′D) est la bissectrice de l’angle en C′ du triangle AB′C′.
C’est donc aussi la médiatrice de [AB′] qu’elle coupe en son milieu I.
• Le triangle AB′E est isocèle comme symétrique du triangle ABE. Par conséquent la
médiatrice de [AB′] est la droite (IE).

′ ′B C D·

′ ′B C A·BC A′·′ ′B C B·

DEB·EDC·DCB· = °50 .

EBC· = °60 .

BAC· = °20 .
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