
Exercice 516–2 : pour nos élèves
A – transmis par Vincent Thill
Peut-on trouver cinq entiers naturel consécutifs qui vérifient l’égalité 

a2
+ b2

+ c2
= d2

+ e2 ?
B –On assemble alternativement des carrés et des
heptagones réguliers comme le montre la figure ci-
contre.
Si on poursuit cet assemblage en tournant toujours de la
même façon, la boucle se fermera-t-elle exactement ?
(si oui, combien y aura-t-il de carrés ? d’heptagones ?)
Solutions  : Pierre Renfer (Saint Georges d’Orques), Michel Sarrouy (Mende),
Daniel Văcaru (Pitești), Marie-Nicole Gras (Le Bourg d’Oisans), Raymond Heitz
(Névez), Maurice Bauval (Versailles), Jacques Chayé (Poitiers), Michel Lafond
(Dijon).
A – Voici la solution de Daniel Văcaru.
Considérons cinq entiers consécutifs.
Parmi les dix équations possibles, puisque l’ordre n’est pas précisé, seulement deux
aboutissent à une solution en nombres entiers naturels :
• 

et pour i = 9, avec et

• 

et pour i = 1, avec 
Remarque. Michel Lafond propose le prolongement suivant.
Plus généralement si on cherche à résoudre : 

avec a ≥ 0 ; p > q ≥ 1,
on trouve d’une part l’infinité de solutions :

c’est-à-dire 

A = i+1, i+ 2, i+ 3, i+ 4, i+ 5{ }

A = 10,11,12,13,14{ }

A = 2, 3, 4, 5, 6{ }

i+1( )2
+ i+ 2( )2

+ i+ 3( )2
= i+ 4( )2

+ i+ 5( )2

! 3i2 +12i+14 = 2i2 +18i+ 41! i2 " 6i " 27 = 0
102 +112 +122 =100+121+144 = 365

132 +142 =169+196 = 365.
i+1( )2

+ i+ 3( )2
+ i+ 4( )2

= i+ 2( )2
+ i+ 5( )2

! 3i2 +16i+ 26 = 2i2 +14i+ 29! i2 + 2i " 3= 0
22 + 42 + 52 = 4+16+ 25 = 45 = 9+ 36 = 32 + 62.

a+1( )2
+ a+ 2( )2

+!+ a+ p( )2
= a+ p+1( )2

+ a+ p+ 2( )2
+!+ a+ p+ q( )2

2k2 + k( )2
+!+ 2k2 + 2k( )2

= 2k2 + 2k +1( )2
+!+ 2k2 + 3k( )2 ,

pour k =1 : 32 + 42 = 52,
pour k = 2 : 102 +112 +122 =132 +142,
pour k = 3 : 212 + 222 + 232 + 242 = 252 + 262 + 272, etc.
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et d’autre part des solutions sporadiques, classées selon p + q croissant : 

etc.
B – Voici la solution de Maurice Bauval.
La boucle se refermera exactement. Il y aura 14 heptagones et 14 carrés :
Lorsqu’on donne deux segments [AB] et [CD] de même longueur, non parallèles, il
existe une rotation plane R qui vérifie R(A) = C et R(B) = D. Le centre N de cette
rotation est le point commun aux deux médiatrices de [AC] et [BD], ainsi qu’aux
deux cercles circonscrits à A, C, L et B, D, L, où L est le point d’intersection des
droites (AB) et (CD). L’angle de cette rotation est égal à l’angle des vecteurs et

. Si cet angle vaut 2π/n où n est un entier, Rn = Identité.
Dans notre cas cet angle vaut π/7 d’où R14 = Identité.
Remarque La boucle se refermerait de la même façon si à l’heptagone on avait
accolé, à la place d’un carré, un rectangle, ou même un parallélogramme comme le
montre la figure suivante(1).

p q p+ q
17 8 25 182 +!+ 342 = 352 +!+ 422 =11 900
35 10 45 42 +!+ 382 = 392 +!+ 482 =19 005
39 13 52 122 +!+ 502 = 512 +!+ 632 = 42 419
51 25 76 602 +!+1102 =1112 +!+1352 = 379 525
93 39 132 672 +!+1592 =1602 +!+1982 =1 254 539

127 37 164 162 +!+1422 =1432 +!+1792 = 963 295
382 191 573 4742 +!+ 8552 = 8562 +!+10462 =173 321 231

AB
! "!!

CD
! "!!
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(1) Cette figure me coupe le sifflet …
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