
Le problème de Bâle
Comment un calcul de primitive peut amener à la détermination de  

la somme d’une série

Bernard MARTIN 

Un grand merci à André BONNET 

pour son aide précieuse 



La ville de Bologne au XVIIème siècle

Une ville assez importante,

rattachée aux états pontificaux.

Une université qui a plusieurs 
siècles.



Auteur de:

« NovaeQuadraturae
Arithmeticae, seude additione
fractionum » (1650).

Pietro MENGOLI
Né à Bologne en 1626. Décédédans la même ville le 7 juin 1686.



𝑀𝑒𝑛𝑔𝑜𝑙𝑖𝑡𝑟𝑎𝑣𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑠𝑢𝑟𝑙𝑒𝑠𝑠é𝑟𝑖𝑒𝑠𝑑𝑒𝑙𝑎𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒:
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Henry OLDEMBURG (1619-1677)                   Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716)



OLDEMBURG à LEIBNIZ, le 6 avril 1673…

« Dans son livre, Mengoli a 
mis à notre disposition des 
sommes de séries de fractions 
dont les dénominateurs sont 
des nombres figurés… 
Mais il n’a pas pu trouver la 
somme de la série des carrés 
de la progression 
arithmétique ».



« Cependant, en ce qui 
concerne la série infinie 
produite par

1
1

4

1

9

1

16
𝑒𝑡𝑐

… Je vous avoue que je n’en 
ai pas encore trouvé la 
somme».

LEIBNIZ à OLDEMBOURG, le 14 mai 1673…



Jacques BERNOUILLI (1654-1705)

En 1689, il publie un travail 
important sur les séries 
infinies.

On retrouve ce traité dans 
son œuvre majeure: 
«L’ Art de  conjecturer», 
publié en 1713.



Jacques BERNOUILLI (1654-1705)

«Et pour la série:

1+
1

22
+
1

32
+
1

42
+
1

52
+𝑒𝑡𝑐.,

si quelqu'un nous trouve et nous communique ce qui, jusqu'ici, a échappé à nos efforts, grande 
sera notre reconnaissance».



Il publie un traité important en 1730 à Londres…

James STIRLING (1692-1770)



James STIRLING (1692-1770)



Stirlingobtient:
1

22
+
1

32
+
1

42
+
1

52
+⋯≅1,64493406684822643(14𝑑é𝑐𝑖𝑚𝑎𝑙𝑒𝑠𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒𝑠)

La série des inverses des carrés : une série à convergence lente (ou sous-linéaire).

Si on calcule les sommes partielles…. 204 termes pour avoir deux décimales exactes…

quatre décimales exactes : 29 355 termes… Six décimales exactes : 14 959 887 termes!



La ville de Bâle au XVIIIème siècle



Un jeune homme découvre 
les mathématiques...

La ville de Bâle au XVIIIème siècle



Un jeune 
mathématicien?...

Leonhard nait le 15 avril 1707 à Bâle. 

Son père, Paul, est un pasteur calviniste. Sa mère, Marguerite née 
Brucker, est issue d’une famille connue, dont plusieurs savants 
distingués ont porté ce nom. 

«C’est à ce séjour champêtre dans un pays où les progrès de la 
corruption ont toujours été lents, et surtout aux bons exemples de 
ses parents, qu’il a dû cette simplicité de caractère et cette pureté 
de mœurs dignes du premier âge, qui le distingueront toute sa 
vie » (Nicolas FUSS).    

Son père l’oriente vers des études de philosophie et de théologie, 
à Bâle, dans le but de l’amener à inscrire ses pas dans les siens et 
devenir pasteur. 



Jean BERNOULLI
Né à Bâle le 27 juillet 1667. 

Décédédans la même ville le 
1er janvier 1748.

Le jeune Leonhard ne tarde pas à être 
remarqué de Jean Bernoulli...

« A défaut de pouvoir lui donner des leçons 
particulières, Bernoulli s’offre à lui lever 
chaque samedi, les difficultés qu’il pourrait 
rencontrer en étudiant les ouvrages les plus 
difficiles » (Condorcet).



En 1723, Leonhard reçoit le grade de maitre-ès-arts, pour se conformer aux 
volontés de son père… 

…qui consent finalement à rendre le jeune homme aux mathématiques. 

Il continue à suivre les leçons de Jean Bernoulli et se lie d’une grande amitié avec 
ses deux fils Nicolas et Daniel.

Nicolas BERNOUILLI (1695-1726) Daniel BERNOUILLI (1700-1782)



En 1725, les deux fils Bernoulli sont appelés à l’académie des sciences de Saint-Pétersbourg. 

« La splendeur de la capitale d'un grand empire, cet éclat qui, se répandant sur les travaux dont elle 
est le théâtre, et sur les hommes qui l'habitent, peut aisément séduire la jeunesse».

Leonhard, qui les voit partir avec regret, obtient d'eux la promesse de chercher à lui procurer le 
même honneur, qu'il ambitionne de partager.

« Les Bernoulli furent fidèles à leur parole, et se donnèrent, pour avoir auprès d'eux un concurrent si 
redoutable, autant de soins que des hommes ordinaires en auraient pu prendre pour écarter leurs 
rivaux ».



Saint Pétersbourg au XVIIIème siècle

Une capitale sortie du néant, 
construite sur le delta 

marécageux de la Neva, au fond 
du golfe de Finlande en mer 

Baltique.



Pierre le Grand (1672-1725)



L’académie des sciences de Saint Pétersbourg

En 1727, Leonhard rejoint Daniel BERNOULLI à l’académie.

Il accepte un poste d’adjoint pour les mathématiques.

Leonhard rencontre alors Christian GOLDBACH (1690-1764)…



Leonhard à Saint Pétersbourg

Jean BERNOULLI demande à Leonhard de se placer 
sous l’autorité de Christian GOLDBACH 



«De SummationeInnumerabilium progressium»

(5 mars 1731)



«J'ai récemment trouvé, de manière tout à fait inattendue, une expression élégante pour la somme 

de la série

1+
1

4
+
1

9
+
1

16
+
1

25
+⋯

Cette somme dépend de la quadrature du cercle.»

«De Summatione Innumerabilium progressium» (5 mars 1731)



Leonhard,d’abord,partde: 1+𝑡+𝑡2+𝑡3+⋯+𝑡𝑛−1=
1−𝑡𝑛

1−𝑡

qu’ilintègresur0,𝑥(0<𝑥<1): 𝑥+
𝑥2

2
+
𝑥3

3
+⋯+

𝑥𝑛−1

𝑛−1
= 

0

𝑥1−𝑡𝑛

1−𝑡
𝑑𝑡

𝐼𝑙𝑒𝑛𝑑é𝑑𝑢𝑖𝑡∶ 𝑥+
𝑥2

2
+
𝑥3

3
+
𝑥4

4
+𝑒𝑡𝑐…=−ln1−𝑥



𝑃𝑢𝑖𝑠: 𝑥+
𝑥2

22
+
𝑥3

32
+
𝑥4

42
+𝑒𝑡𝑐…=− 

0

𝑥ln1−𝑡

𝑡
𝑑𝑡

𝐸𝑡𝑑𝑜𝑛𝑐: 𝑆=1+
1

22
+
1

32
+
1

42
+𝑒𝑡𝑐…=− 

0

1ln1−𝑡

𝑡
𝑑𝑡

𝐸𝑛𝑓𝑖𝑛,𝐿𝑒𝑜𝑛ℎ𝑎𝑟𝑑𝑚𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑞𝑢𝑒: 𝑆= 

𝑘=1

∞
1

2𝑘−1𝑘2
+  

𝑘=1

∞
1

𝑘2𝑘

2

Lƭ ƻōǘƛŜƴǘ ŘƻƴŎ ƭΩ ŀǇǇǊƻȄƛƳŀǘƛƻƴΥ

 

𝑘=1

∞
1

2𝑘−1𝑘2
≅1.164481

 

𝑘=1

∞
1

𝑘2𝑘

2

≅0.480453

𝑆≅1.644934



 

𝑘=1

𝑛
1

2𝑘−1𝑘2
≅1,164481pour𝑛=18

𝑙𝑛2≅ 

𝑘=1

𝑛
1

𝑘2𝑘
≅0.6931472pour𝑛=23𝑒𝑡 𝑙𝑛2 2≅0.480453

𝐿𝑒𝑜𝑛ℎ𝑎𝑟𝑑𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡6𝑑é𝑐𝑖𝑚𝑎𝑙𝑒𝑠𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒𝑠𝑒𝑛𝑎𝑑𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑎𝑛𝑡23𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒𝑠𝑑𝑒𝑠𝑎𝑠é𝑟𝑖𝑒.

𝐼𝑙𝑓𝑎𝑢𝑡𝑎𝑑𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑛𝑒𝑟14959887𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒𝑠𝑑𝑒𝑙𝑎𝑠é𝑟𝑖𝑒 

𝑘=1

∞
1

𝑘2
𝑝𝑜𝑢𝑟𝑎𝑣𝑜𝑖𝑟6𝑑é𝑐𝑖𝑚𝑎𝑙𝑒𝑠𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑒𝑠.



« De Summis Serierum Reciprocarum»

(5 décembre 1735)



«J'ai récemment trouvé, de manière tout à fait inattendue, une expression élégante pour 

𝑙𝑎𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒𝑑𝑒𝑙𝑎𝑠é𝑟𝑖𝑒
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1

4
+
1

9
+
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+
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+⋯

qui dépend de la quadrature du cercle…



«J'ai montré que la somme de cette série était d'environ 1,644 934 066 848 226 436 4…

Approximation obtenue par Stirling en 1731:

En multipliant ce nombre par six, puis en prenant la racine carrée, on trouve 3,14…

qui exprime le périmètre d'un cercle dont le diamètre est 1.» 



«J'ai récemment trouvé, de manière tout à fait inattendue, une expression élégante pour 

𝑙𝑎𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒𝑑𝑒𝑙𝑎𝑠é𝑟𝑖𝑒

1+
1

4
+
1

9
+
1
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+
1

25
+⋯

qui dépend de la quadrature du cercle…

…de sorte que si la somme totale de cette série est obtenue, à partir de là, la quadrature du 

cercle suit immédiatement. A savoir, j'ai trouvé pour six fois la somme de cette série égale au 

carré  du périmètre d'un cercle dont le diamètre est 1.» 



« J'ai montré que la somme de cette série était d'environ 1,644 934 066 848 226 436 4.

Leonhard trouve 14 décimales exactes.  Il a additionné  une cinquantaine de termes. 



Soit s la longueur d'un arc sur un cercle de rayon 1, et soit  y son sinus.

Par une méthode bien connue, le sinus peut être défini par la série: 

𝑦=𝑠−
𝑠3

1.2.3
−

𝑠5

1.2.3.4.5
−

𝑠7

1.2.3.4.5.6.7
+𝑒𝑡𝑐.

Etant donné qu'il est plus simple pour moi de déterminer 
des facteurs que des racines, on transforme l'équation 
donnée en cette forme :

0=1−
𝑠

𝑦
+
𝑠3

1.2.3.𝑦
+

𝑠5

1.2.3;4.5.𝑦
+𝑒𝑡𝑐.

Si maintenant toutes les racines de cette équation étaient
A, B, C, D, E, etc., alors tous les facteurs seraient 
les quantités

1−
𝑠

𝐴
, 1−

𝑠

𝐵
, 1−

𝑠

𝐶
,… 𝑒𝑡𝑐.



Par conséquent, on aurait :

1−
𝑠

𝑦
+
𝑠3

1.2.3.𝑦
+

𝑠5

1.2.3.4.5.𝑦
+𝑒𝑡𝑐.= 1−

𝑠

𝐴
1−
𝑠

𝐵
1−
𝑠

𝐶
𝑒𝑡𝑐.

Etant donné y, si A est le plus petit arc positif  tel que son sinus soit y, selon la périodicité des 

fonctions sinusoïdales, les autres arcs ayant le même sinus que A sont

𝐴,𝑝−𝐴,2𝑝+𝐴,3𝑝−𝐴,4𝑝+𝐴,5𝑝−𝐴𝑒𝑡𝑐.𝑒𝑡−𝑝−𝐴,−2𝑝+𝐴,−3𝑝−𝐴,𝑒𝑡𝑐.

[ 𝑝𝑒𝑠𝑡𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑜𝑚𝑚𝑒𝑙𝑎𝑑𝑒𝑚𝑖𝑐𝑖𝑟𝑐𝑜𝑛𝑓é𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑑𝑒𝑐𝑒𝑐𝑒𝑟𝑐𝑙𝑒𝑑𝑒𝑟𝑎𝑦𝑜𝑛1…]



Puisque:

1−
𝑠

𝑦
+
𝑠3

1.2.3.𝑦
+

𝑠5

1.2.3.4.5.𝑦
+𝑒𝑡𝑐.= 1−

𝑠

𝐴
1−
𝑠

𝐵
1−
𝑠

𝐶
𝑒𝑡𝑐.

La somme de tous les termes en 𝑠est égale à −
1

𝑦
:

1

𝑦
=
1

𝐴
+
1

𝑝−𝐴
+

1

−𝑝−𝐴
+

1

2𝑝+𝐴
+

1

−2𝑝+𝐴
+

1

3𝑝−𝐴
+

1

−3𝑝−𝐴
+𝑒𝑡𝑐.



1−
𝑠

𝑦
+
𝑠3

1.2.3.𝑦
+

𝑠5

1.2.3.4.5.𝑦
+𝑒𝑡𝑐.= 1−

𝑠

𝐴
1−
𝑠

𝐵
1−
𝑠

𝐶
𝑒𝑡𝑐.

On prend un cercle de rayon 1 et on suppose que sin𝑠=𝑦=1.Le plus petit arc A dont le sinus 

est 1 sera un quart de partie du périmètre c’est-à-dire   
𝑝

2
. On pose:

𝐴=𝑞𝑒𝑡𝑝=2𝑞

Les racines 

𝐴,𝑝−𝐴,2𝑝+𝐴,3𝑝−𝐴,4𝑝+𝐴,5𝑝−𝐴𝑒𝑡𝑐.𝑒𝑡−𝑝−𝐴,−2𝑝+𝐴,−3𝑝−𝐴,𝑒𝑡𝑐.

deviennent:

𝑞, 𝑞, −3𝑞, −3𝑞, 5𝑞, 5𝑞, −7𝑞, −7𝑞, 9𝑞, 9𝑞,𝑒𝑡𝑐.



On se donne des nombres a, b, c, d, e, etc.et on pose:

Å𝛼=𝑎+𝑏+𝑐+𝑑+𝑒+𝑒𝑡𝑐.,

Å𝛽=𝑎𝑏+𝑎𝑐+𝑎𝑑+𝑎𝑒+⋯+𝑏𝑐+𝑏𝑑+𝑏𝑒+⋯+𝑐𝑑+𝑐𝑒+𝑐𝑓+⋯

Å𝛾=𝑎𝑏𝑐+𝑎𝑏𝑑+𝑎𝑏𝑒+⋯+𝑏𝑐𝑑+𝑏𝑐𝑒+..,𝑒𝑡𝑐

Å𝛿=𝑒𝑡𝑐…

Alors la somme des carrés de tous les termes sera:

𝑎2+𝑏2+𝑐2+𝑑2+𝑒𝑡𝑐.=𝛼2−2𝛽



La somme :

1

𝑦
=
1

𝐴
+
1

𝑝−𝐴
+

1

−𝑝−𝐴
+

1

2𝑝+𝐴
+

1

−2𝑝+𝐴
+

1

3𝑝−𝐴
+

1

−3𝑝−𝐴
+𝑒𝑡𝑐.

devient:

1

𝑦
=
1

𝑞
+
1

𝑞
+

1

(−3𝑞)
+

1

(−3𝑞)
+
1

5𝑞
+
1

5𝑞
+

1

(−7𝑞)
+

1

(−7𝑞)
+𝑒𝑡𝑐.

La somme des carrés de tous ces termes sera:

𝛼2−2𝛽=
1

𝑞2
+
1

𝑞2
+
1

9𝑞2
+
1

9𝑞2
+
1

25𝑞2
+
4

25𝑞2
+𝑒𝑡𝑐.𝑎𝑣𝑒𝑐𝛼=

1

𝑦
=1𝑒𝑡𝛽=0.

2

𝑞2
1+
1

9
+
1

25
+
1

49
+𝑒𝑡𝑐.=1.



1+
1

9
+
1

25
+
1

49
+𝑒𝑡𝑐.=

𝑝2

8

Ce qui nous fait donc 

 

𝑘=0

+∞
1

(2𝑘+1)2
=
𝜋2

8
(𝑒𝑛𝑙𝑎𝑛𝑔𝑎𝑔𝑒𝑚𝑜𝑑𝑒𝑟𝑛𝑒).

Or

𝑆= 

𝑘=1

+∞
1

𝑘2
= 

𝑘=0

+∞
1

2𝑘+12
+ 

𝑘=1

+∞
1

2𝑘2

donc

𝑆= 

𝑘=0

+∞
1

2𝑘+12
+
1

4
𝑆

3

4
𝑆= 

𝑘=0

+∞
1

2𝑘+12

𝑆=
4

3
×
𝜋2

8
=
𝜋2

6



𝐿𝑒𝑜𝑛ℎ𝑎𝑟𝑑𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡𝑎𝑢𝑠𝑠𝑖:



L’article E 063 (1743)



L’article E 063 (1743)



L’article E 101 (1748)



La fonction Zéta

Nous noterons à partir de maintenant 

𝜁𝑛= 

𝑘=0

+∞
1

𝑘𝑛
,𝑜ù𝑛∈ℕ.

Puisque 

∀n∈ℕ,∀k∈ℕ,sin>2,alors
1

kn
<
1

k2
,

On peut affirmer que 

lasérie1+
1

2n
+
1

3n
+
1

4n
+
1

5n
+
1

6n
+
1

7n
+⋯estconvergente,

et donc 
∀n∈ℕ,sin≥2,𝜁𝑛existeetestbiendéfinie.



L’article E 212 (1755)

𝜁30=1+
1

230
+
1

330
+
1

430
+
1

530
=
229ℬ

30!
𝜋30oùℬ=

1

30



L’Ars Conjectandi(1713)



L’article E 393 (1770)

𝜁2𝑛=
𝑏2𝑛
2
×
2𝜋2𝑛

2𝑛!



Des résultats plus récents…

Å Pour tout 𝑛≥1,𝜁(2𝑛)est transcendant.

Å Roger Apéry (1916-1994) montre en 1978 que 𝜁(3)est un nombre irrationnel. 

Å En 2000, Tanguy Rivoal a démontré qu'une infinité des nombres 𝜁(2𝑛+1)sont linéairement 
indépendants sur ℚ, donc irrationnels. C’est-à-dire qu’ il existe une infinité de nombres 
irrationnels parmi les valeurs aux entiers impairs. 

ÅWadim Zudilin montre en 2001 que l’ensemble 𝜁5,𝜁7,𝜁9,𝜁11 n’est pas contenu dans 
contenu dans ℚ, c’est-à-dire que l’un de ces quatre nombres est irrationnel.



Un dernier résultat…
𝑂𝑛𝑠𝑎𝑖𝑡𝑞𝑢𝑒:

𝜁2=
1

6
×𝜋2, 𝜁4=

1

90
×𝜋4, 𝜁6=

1

945
×𝜋6,

𝜁8=
1

9450
×𝜋8, 𝜁10=

1

93355
×𝜋10𝑒𝑡𝜁12=

691

638512875
×𝜋12.

𝑂𝑛𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒doncq𝑢𝑒,𝑝𝑜𝑢𝑟𝑙𝑒𝑠𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑠𝑝𝑎𝑖𝑟𝑠𝑖𝑛𝑓é𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟𝑠𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡à12,𝑜𝑛𝑎𝜁2𝑝=
𝜋2𝑝

𝑁
Φ

𝐶𝑜𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒:𝑠𝑖1≤𝑛<5,𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠𝜁2𝑛+1 =
𝜋2𝑛+1

𝑁
𝑎𝑣𝑒𝑐𝑁∈ℕ∗.



𝐶𝑜𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒:𝑠𝑖1≤𝑛<5,𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠𝜁2𝑛+1 =
𝜋2𝑛+1

𝑁
𝑎𝑣𝑒𝑐𝑁∈ℕ∗.

𝑂𝑛𝑎∶ 𝜁𝛼 = 

𝑛=1

∞
1

𝑛𝛼
𝑒𝑡𝑜𝑛𝑝𝑜𝑠𝑒𝜏𝛼 = 

𝑛=1

∞
(−1)𝑛+1

𝑛𝛼
.

𝐸𝑛𝑓𝑎𝑖𝑠𝑎𝑛𝑡𝑙𝑎𝑑𝑖𝑓𝑓é𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒𝑜𝑛𝑜𝑏𝑡𝑖𝑒𝑛𝑡∶

𝜁𝛼−𝜏𝛼 = 

𝑛=1

∞
1

𝑛𝛼
− 

𝑛=1

∞
−1𝑛+1

𝑛𝛼
=2 

𝑝=1

∞
1

2𝑝𝛼
=
1

2𝛼−1
𝜁𝛼

𝐶𝑒𝑞𝑢𝑖𝑑𝑜𝑛𝑛𝑒∶ 𝜏𝛼 = 1−
1

2𝛼−1
𝜁𝛼

𝐷𝑎𝑛𝑠𝑙’ℎ𝑦𝑝𝑜𝑡ℎè𝑠𝑒𝑜ù𝜁𝛼 =
𝜋𝛼

𝑁
𝑙𝑎𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟𝑑𝑒𝑁𝑒𝑠𝑡∶

𝑁=
2𝛼−1−1

2𝛼−1
𝜋𝛼

𝜏𝛼

Un dernier résultat…



𝐶𝑜𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒:𝑠𝑖1≤𝑛<5,𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠𝜁2𝑛+1 =
𝜋2𝑛+1

𝑁
𝑎𝑣𝑒𝑐𝑁∈ℕ∗.

𝑁=
2𝛼−1−1

2𝛼−1
𝜋𝛼

𝜏𝛼

Par exemple pour𝛼=3𝑜𝑛𝑡𝑟𝑜𝑢𝑣𝑒,𝑎𝑣𝑒𝑐𝑙𝑒𝑠𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒𝑠𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒𝑠𝑑𝑒𝑟𝑎𝑛𝑔3𝑒𝑡4,𝑙’𝑒𝑛𝑐𝑎𝑑𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡∶
25.49<𝑁<25.95

N  ne peut être un nombre entier.

Un dernier résultat…



En conclusion, la fin des deux éloges 
funèbres qui seront dédiés à 

Leonhard Euler (1707-1783)…



Nicolas de Condorcet 
(1743-1794)

Nicolas FUSS 
(1755-1826)

FIN


