o» Concours Fesic —-Puissance Alpha 27 avril 2019 &
Durée:2h

Durée de I'épreuve :

Présentation et méthodologie de I'épreuve de Mathématiques

e 2h

» 16 exercices proposés 12 exercices a traiter au choix.

o Chaque exercice comporte 4 propositions. Chaque exercice est indépendant des autres exercices pro-
posés.

o Les exercices proposés se présentent sous la forme de QCM de type Vrai ou Faux.

Présentation

Cette épreuve a pour but d'évaluer votre capacité a analyser un probleme donné, et a sélectionner les
outils calculatoires et ou graphiques adéquats pour le résoudre. La connaissance de l'algebre, de la géo-
métrie et de l'analyse seront donc de mise pour aborder cette épreuve.

Principe et objectifs de 'épreuve

o Cette épreuve a pour but d’'évaluer 'étendue de vos connaissances dans le domaine des mathéma-
tiques, et votre capacité a mener des études analytiques, algébriques et géométriques.

o Les 16 exercices proposés couvrent l'ensemble du programme de Terminale S, de facon a ce que
chaque éléve puisse sélectionner des exercices dont le programme a déja été abordé au sein de son lycée.

FEvaluation de I'épreuve

o Lévaluation est basée sur un bonus/malus : une bonne réponse rapporte 1 point, une mauvaise ré-
ponse retire 0,5 point, et l'absence de réponse équivaut a 0 point.

o Pour un méme exercice, si les 4 réponses de l'éleve sont correctes, alors il sera attribué automatique-
ment 1 point supplémentaire.
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EXERCICE 1
Un peu de lecture graphique
Dans le repere (O ; 7, 7 ,on donne les points A(2; 4), B(0; 1), C(3; 10), D(0; 8).
On considere la fonction f définie et dérivable sur R représentée par la courbe ¥ et F une primitive
de f représentée par la courbe en pointillée (I').

A est un point de la courbe €, B et C sont deux points de la courbe (I'). La droite (AD) représente la
tangente a € au point A.
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a) La fonction f' est positive sur I'intervalle [0; 3].

b) f'(2) =-3.

¢) Le coefficient directeur de la tangente a (I') au point d’abscisse x = 2 est égal a 4.
3
d) f fx)dx=9.
0

EXERCICE 2

Quelques questions de logique

Soit a et b deux nombres réels tels que a < b et f, g, h trois fonctions définies sur un méme intervalle
I=1a; bl

a) Si, pour tout nombre réel x de I'intervalle I, f(x) < g(x) < h(x) et si les fonctions f et h ad-
mettent toutes les deux une limite finie lorsque x tend vers a, alors la fonction g admet elle
aussi une limite finie lorsque x tend vers a.

b) Si, pour tout nombre réel x de l'intervalle I, f(x) < g(x) et s'il existe deux nombres réels L et L'
tels que chirrglf(x) =Let chmé glx) = L'alors L L.

¢) Silafonction f est continue en x = a, alors la fonction f est dérivable en x = a.
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d) Laréciproque du c) est fausse.

EXERCICE 3
Un peu de géométrie avec le nombre d’or :

—_ —

Soit @ un nombre réel strictement positif. Dans le repére orthonormé (O A | ), on pose B le point
de coordonnées (a; 0) , Cle point de coordonnées (a ; a) etIle milieu du segment [OB].

On construit le quatrieme sommet D du carré OBCD, M le point de la demi-droite [OB) tel que IM=IC
et N le quatrieme sommet du rectangle OMND.

On pose @ I'abscisse du point M.

On appelle nombre d’or ¢, 'unique solution positive de I'équation du second degré x> —x—1=0.
Un rectangle est dit d’or si le rapport entre la longueur L et la largeur [ est égal au nombre d’or c’est-

L
a-dire si 7= ®.

C N
a) Sia=1,alors®=¢ D ~<
1 N
b) Sia=1,alors®=1-— AN
O \
¢) OMND est un rectangle d’or a a \\
\
. V5+1 \
d) cos(BIC) = 2 \
M
(0] ¢ 1 4 B P

EXERCICE 4
Un peu de lecture graphique

Soit f la fonction définie par f(x) = x* — 2 de courbe représentative (¢) et by le nombre réel 3.

2
Un

On définit, pour tout entier naturel n, la suite (v,) par v;4+1 = et vg = by =3.

Un
On pose By le point de coordonnées (by ; 0) et Ag le point de (Cgf) d’abscisse by.
La tangente a (Cgf) au point Ap coupe 'axe des abscisses au point B; de coordonnées (b; ; 0).
Ay, est le point de (€) d’abscisse by, et B, le point d’intersection de la tangente a (6) au point Aj,
avec I'axe des abscisses.
On recommence le méme raisonnement et on pose, pour tout entier naturel n, b, 'abscisse du point

B,.
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a) Pour tout nombre réel a, la tangente a la courbe (Cgf) au point d’abscisse a, a pour équation
y=2ax+a®-2.
11
b) by =—.
) b 6

c) Pour tout entier naturel n, b, = bfl -2.

d) Soit N un entier naturel non nul. Les algorithmes suivants permettent de calculer le N—iéme
terme de la suite (v;,).

Variables K est un nombre entier
Variables K est un nombre entier V est un nombre réel
V est un nombre réel N est un nombre entier
N est un nombre entier Initialisation | V —3
Initialisation | V <3 K<—1
Traitement Lire N Traitement Lire N
Pour K variantde2a N +1 Tant que K < N + 1 faire
Début du Pour Début du Tant que
V242 V242
V — V—
2V 2V
Fin du Pour K—K+1
Sortie Afficher V Fin du Tant que
Sortie Afficher V
EXERCICE 5
Probabilités conditionnelles
— C4
_ Cs3 ~ —_——
: — L4
i Sa<
/ ~a
G
ATexercice de probabilité du concours Puis- AN L —G
sance Alpha de I'année derniere, 4 affirma- _ Cs _ .
tions a), b), ¢) et d) étaient proposées. \ _ ™G
La probabilité que I'éleve réponde correcte- ’ G )
ment a la premiere affirmation était de 0, 8. RN &= — G
Si I'éleve répondait correctement a une af- Pt— e
. . . L Cy
firmation il avait 9 chances sur 10 de ré- Q
pondre correctement a la suivante. En re- G
vanche, sil’éléve se trompait sur une affirma- ol '
tion, il avait 7 chances sur 10 de continuer de . T~ [
se tromper. Cy <
i est un entier naturel compris entre 1 et 4 et / T~ L—C
C; est 'évenement «1’éleve répond correcte- G .
ment al’affirmation n° i ». = / TG
1
— Cy
N o=
g )
. .
So
G
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a) La probabilité de répondre correctement aux 4 affirmations est égale & p = 0,8 x 0,9%.
b) La probabilité de répondre correctement a I'affirmation b) est égale a p’ = 0,78.

¢) La probabilité de répondre correctement a l'affirmation a) sachant qu’on a répondu correcte-
ment a I'affirmation b) est égale a p” =0,9.

d) La probabilité de répondre correctement aux affirmations b), c) et d) est égale a 0, 93,

EXERCICE 6
Calculs d’intégrales

e
a) [ lln(x)dle.
1 X 2

13 3v2-3
b) X geo V273
0 Vx2+1 2

4
) j(; %eﬁdxzﬂez—l).

i

) ﬁg;dxzx/g—l.

cos?(x)

EXERCICE 7
Calculs de limites
a) xlirP V2x2—-x+1-x=0.
—+00
x—3e*+1 1

b) lim ———=—-.
x—+o0  2x+5 2

Soit (u,) la suite définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel n, u,4; = 1 U.
Pour tout entier naturel n, on définit la suite (S,,) par S, = up + uy +... + Uy.
c) Lasuite (u,) diverge.
d) lim S, =+occ.

n—+oo

EXERCICE 8
Petite étude de fonction exponentielle

x-1
Soit f la fonction définie sur R+ par f(x) = e ® de courbe représentative (‘gf) et A la droite d’équa-
tion y=1.

X
a) Pour tout nombre réel x appartenant a R+, f'(x) = (—3 e,
X

b) (€¢y) admet la droite A comme asymptote horizontale en +oo et en —co.
) (€¢y) admetI'axe des ordonnées comme asymptote verticale.

d) Léquation f(x) =0 admet deux solutions sur Rx*.

EXERCICE 9
Petite étude de fonction In
In(x+1)

nGo de courbe représentative (€).

Soit f la fonction définie sur I =]1; +oo[ par f(x) =
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Concours Fesic —Puissance Alpha A.P.M.E.P.

x+1

a) Pour tout nombre réel x de l'intervalle I, f(x)=1n

xIn($5) -In(x+1)

x(x+ 1) (In(x))2

b) Pour tout nombre réel x, de I'intervalle I, on a f'(x) =

¢) Lafonction f est strictement croissante sur I.

d) (€¢f) admet la droite A d’équation y = 0 comme asymptote horizontale en +oo.

EXERCICE 10

Petite étude de suite

21
—2In(x) et @ la fonction définie sur

Soit f la fonction définie sur I =]0; +oo[ par f(x) = al

J= [e‘% ; +oo[ par ®(x) = v/1+8In(x).

On pose (uy) la suite définie par ug =3 et uy+1 = ® (uy).

On rappelle, dans toute la suite de I'exercice, que In(2) = 0,7, In(3) = 1,1 etln(4) = 1,4.
a) xgrpmf(x) = —00.
b) Léquation f(x) = 0 admet deux solutions dont I'une xp appartient a I'intervalle [3; 4].
c) xp =D (xp).

d) Pour tout entier naturel n, on a u; > 3.

EXERCICE 11
Notions de base sur les nombres complexes

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O U, v )

a) (-v3+i)° =8i.

b) La forme exponentielle de —v3-iest —2¢i5

Soit f la transformation complexe du plan qui, a tout point M d’affixe z # 3i associe le point M’

z+i
d’affixe z' =

Z+3i

¢) Léquation |z’ | =1 admet une unique solution dans C.

d) Léquation z’' = 2 admet une unique solution dans C.

EXERCICE 12
Utilisation des nombres complexes en géométrie
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O ; ;, ?)
A, B, C et D sont les points du plan complexe d’affixes respectives zp =iv3, zg = —iv3, zc =3+ 2iv3
et zp = Z¢G.
Le point E, d’affixe zg est le symétrique du point D par rapport au point O.
a) zg=-3-2iV3.
b) Lensemble des points M du plan complexe tels que | z| = z est une droite.

c) Les points A, B, C et D sont sur un méme cercle de centre Q d’affixe 3.

d) (B—C>, ﬁ) =% (mod 27n).
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EXERCICE 13
Section dans un cube

ABCDIJKL est un cube de coté 1 et (A; ﬁ, KIS, Kf) est un repere orthonormé de I'espace.
On pose G le centre de gravité du triangle BIK.

a) Le point G a pour coordonnées
( 2 1 2)
3'3"3)
b) Les points J, G et D sont alignés.

¢) Ladroite (JD) et le plan (BIK) sont perpen-
diculaires.

1
d) Le volume du tétraedre IKBJ est égal a s

EXERCICE 14
Petit tour d’horizon sur les probabilités continues

Soit A un nombre réel strictement positif. On pose :

e aetfdeuxnombresréelstelsque0<a < f<1

e U lavariable aléatoire suivant la loi uniforme sur I'intervalle [0;1]

1
e X lavariable aléatoire définie par la relation X = — 1 In(1-U).

a) Pour tout nombreréel a€)0; 1[, P(U = a) > 0.

b) Pour tout nombre réel a strictement positif, p(X < a) =p (U <1- e"l“).
c) PULP =8.

d Pla<X<pP =et_ela

EXERCICE 15
Petite suite de points

Soit n un entier naturel non nul

et (My) la suite de points de co-
ordonnées (n; 0).

Pour tout entier naturel » non 2
nul, on pose &, l'aire de la
partie du plan comprise entre 1
les demi-cercles de diametres
[OM,] et [OM,;1] et I'axe des

abscisses (cf. figure ci-contre).
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a) Ay =3met Ay =57.
b) A, =2xnmxn+m.

c) Lasuite (Ap),> est une suite arithmétique de raison r = 2.

T
d) Pour tout entier naturel n nonnul, S, = A1+ Ax +...+ A, = n xnx(n+2).

EXERCICE 16
Travail autour d'un cuboctaédre

—_— — —

ABCDEFGH est un cube de co6té 1 et (A; AB, AD, AE) est un repere orthonormé de 'espace.

H

Définition

On appelle cuboctaéedre le so-
lide ayant pour sommets les
milieux des arétes d'un cube.

B

Dans le cube ABCDEFGH, on définitI,J, K, L, M, N, O, B Q, R, S et T les milieux respectifs des arétes
[AB], [BF], [EF], [AE], [FG], [CG], [BC], [EH], [AD], [HG], [BD] et [CD].
On appelle (I') le cubocatedre ainsi obtenu (cf. figure ci-dessus).

x = 05
A estla droite dont une représentation paramétrique esty y = 0,25-0,13¢ avec teR.
z = 1,25-0,13¢

5
a) Le cuboctaedre (I') se compose de 6 faces carrées, huit faces triangulaires et a un volume V = 5

b) Les plans (SQT) et (KM]) sont sécants.
¢) Les plans (JKM) et (LKP) sont sécants suivant une droite paralléle a la droite (IR).

d) Les plans (JKM) et (LKP) sont sécants suivant la droite A.
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CORRIGES
EXERCICE 1 a) FAUX b) FAUX c) VRAI d) VRAI
EXERCICE 2 a) FAUX b) VRAI c) FAUX d) FAUX
EXERCICE 3 a) VRAI b) FAUX c) VRAI d) FAUX
EXERCICE 4 a) FAUX b) VRAI c) FAUX d) VRAI
EXERCICE 5 a) FAUX b) VRAI c) FAUX d) FAUX
EXERCICE 6 a) VRAI b) FAUX c) VRAI d) VRAI
EXERCICE 7 a) FAUX b) FAUX c) FAUX d) FAUX
EXERCICE 8 a) VRAI b) VRAI c) FAUX d) FAUX
EXERCICE 9 a) FAUX b) VRAI c) FAUX d) FAUX
EXERCICE 10 a) FAUX b) VRAI c) VRAI d) VRAI
EXERCICE 11 a) VRAI b) FAUX c) FAUX d) VRAI
EXERCICE 12 a) FAUX b) FAUX c) VRAI d) VRAI
EXERCICE 13 a) FAUX b) VRAI c) VRAI d) VRAI
EXERCICE 14 a) FAUX b) VRAI c) VRAI d) FAUX
EXERCICE 15 a) FAUX b) FAUX c) FAUX d) VRAI
EXERCICE 16 a) VRAI b) FAUX c) VRAI d) VRAI
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