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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats
Partie A
A
2 4 z
| | : | |
N 1 1 a 1 1
1 1 2 3 4
1. On sait que e 2* > 0 quel que soit le réel x, donc 1+e~2* > 1 > 0. Le dénominateur étant non

3
nul, la fonction f est dérivable sur R et sur cet intervalle la fonction étant de la forme —, avec

u(x)
u(x) =1+e 2% donc u'(x) = —2e >*ona:
3u' (x) 3x (=2)e % 6e 2%
flx)=-

= > 0 car quotient de deux nombres supérieurs a
zéro. la fonction f est donc strictement croissante sur R (comme le laisse supposer le graphique).

A+ uG)?~ (1+e20?  (1+e20)

. Ona lim —2x=-ooetenposant X =-2x, lim eX = 0, d’ ol

X—+00 X——-0c0

Xlim 1+e* =1 et enfin par quotient de limites xliI-P f(x) = 3 : ceci montre que la droite (A)
——00 —+00

d’équation y = 3 est asymptote a € au voisinage de plus I'infini.

. Sur l'intervalle [0 ; +oo[, la fonction f est continue car dérivable, strictement croissante de f(0) =

3
Ta1° 1,5 a 3: il existe donc un réel unique a € [0 ; +oo[ tel que f(a) =2,999.

La calculatrice donne :

f4)=2,99899 et f(5) =2,9999, donc4 < a < 5;

f(4,0)=2,99899 et f(4,1) =2,9992,donc4,0< a <4,1;

£(4,00) = 2,99899 et f(4,01) = 2,99901, donc 4,00 < a < 4,01 (encadrement 2 102 pres).

Partie B
1. OnavudanslapartieAque0< f(x) <3 < —f(x) <0<3- f(x), soit h(x) > 0 sur R.
2. Lafonction H est dérivable sur R et sur cet intervalle :
o 3 —2e72% 3e72* 3e2*+3-3 3e2¥+3 3 3(e™> +1) 3
X)=——X = = = — = — =
2 1+e2 1+4e 1+e2* 1+e™2* 1+e™2* 1+e2* 1+e 2
3—-f(x) = h(x).

3.

Donc H est une primitive de & sur R.
a. On a vu que sur R donc en particulier sur l'intervalle [0 ; a] (avec a >), la fonction h est
a
positive, donc l'intégrale f h(x)dx est égale en unités d’aire a la mesure de la surface limitée
0

par la représentation graphique de ki, I'axe des abscisses, et les droites d’équation x = 0 et
xX=a.
Mais comme h(x) = 3 — f(x), cette surface est la surface limitée par la droite A, la courbe €
et les droites d’équation x = 0 et x = a (voir I'aire hachurée ci-dessus.
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b. D’apresla question B.2.,ona:
a 3 3
f h(x)dx = [H(x)]§ = H(a) -~ H(0) = —Eln(l +e ) + Eln(l +e 2 0) =
0
3 3 3 2
“In2-ZIn(1+e?*%)=ZIn 7)
2 2 2 1+e-2a
c. D’aprés la question précédente, on sait que I'aire de 9,, surface limitée par la droite A, la
3 2
courbe ¥ et les droites d’équation x =0 et x = a est égale a —In (7)
2 \l+e2@
Or lim e?=0,donc lim 1+e?*=1et lim —) =2, donc finalement par com-
X—+00 X—+00 x—+oo| 1 +e2X
3 2 3
position, l'aire de & est égalea lim —In (—_) =-In2~1,04 (u.a.)
X—+00 2 1+e2% 2
EXERCICE 2 5 points
Commun a tous les candidats
Partie A
b b
1. On a pour tout naturel n, v,+1 = Up+1 — -2 =aup,+b- -2 =
-a -a
bl-a)-b b
aup+ ————=aup—a——=alu,——— | =avy.
-a l1-a -

Légalité v,+ = avy,, vraie pour tout naturel n montre que la suite (v,) est géométrique de raison

a.

2. Onsaitque v, = vy x a”;doncsia€]—1; 1], alors liIP a™ =0, donc
n—+oo

. . b N
lim v,=0 < lim un—l—smt lim wu,=——

b

n—+oo n—+oo —a n—+oo 1- a'

Partie B

1 3
1. Apres la taille la plante mesure 80 x (1 - Z) =80 x 1° 60 (cm). Aubout de 1 an elle a poussé de 30

2.

cm; elle mesurera donc en mars 2016 avant la tailles 60 + 30 = 90 cm.

a.

D’une année sur l'autre, tailler le quart revient a multiplier par Z =0,75 etla pousse annuelle
est de 30 cm, donc:

hp+1=0,75h, +30.

Mars 2015 correspondanta n =0, ona: hy =80; h; =90,

hy, =0,75x90+ 30 =67,5+30 = 97,5 : la suite semble étre croissante.

Initialisation : on sait déja que hy < hy ;

Hérédiré : supposons qu'il existe p € N tel que hy, < hp.1, alors

0,75hy <0,75hp+1 < 0,75hy +30 < 0,75hp+1 +30 < hpi1 < hpio : Phérédité est dé-
montrée, donc la suite (&) est croissante.

Si la suite (h,) converge vers ¢, par continuité 1'égalité :

hp+1 =0,75hp +30 donne en passant aux limites a I'infini :

¢=0,75¢+30 < 0,25¢ =30 < ¢ =120.

La plante aura donc une taille inférieure 4 120 cm. (A la calculatrice hyg = 119,873 cm).

On utilise le résultat de la partie A avec la suite (h;,) et les coefficients a = 0,75 et b = 30.
30 30

= = =120.
-a 1-0,75 0,25

Comme —1 < 0,75 < 1, la suite (k) converge vers 1

EXERCICE 3 6 points
Commun a tous les candidats

Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment

PartieA Etude de la durée de vie d’'un appareil électroménager

Pondichéry

4 17 avril 2015
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1. a. Parsymétrie P(104 < X) =0,16 etdonc P(64 < X <104)=1-2x0,16 =1-0,32 =0,68.
b. On vient donc de trouver que P(u—20 < X < ¢ +20) =0,68 : donc o = 20.

2. a. Lavariable Z est centrée et réduite : elle suit donc une loi normale centrée réduite.
b. Onpartde P(X <64)=0,16,d'ou P(X <64) = P(X -84 < -20) =

X-84 -20 20
P( <—):P(Z<——).
o o o

. 20
Finalement P (Z < ——) =0,16
o

20
c. Le résultat précédent entraine que —— = —0,9945 < o = soit 0 = 20,111 21073
o

0,9945
pres.

3. Dans cette question, on consideére que o = 20, 1.

a. Il faut trouver :
P(24 < X <60) = 0,115 (calculatrice)
b. Ona P(X >120)=0,5-P(84 < X <120) =0,037.

Partie B Etude de 'extension de garantie ’EPEctro

1. a. SiG estlavariable aléatoire donnant le nombre de clients ayant pris I'extension de garantie,
puisque les tirages sont indépendants et de méme probabilité 0,115, G suit une loi binomiale
(12, 0,115).
La probabilité qu’exactement 3 de ces clients fassent jouer cette extension de garantie est
égalea:
P(G=3) = (*?) x0,115% x (1-0,115)? ~ 0,1114 soit 0,111 au millime pres.

b. Ona P(G>6)=1-P(G < 5)=0,001 au millieme pres.
2. « Sile client utilise I'extension le gain algébrique est 65— 399 = —334;
¢ Sile client n'utilise pas I'extension le gain algébrique est 65

a. « Sile client utilise I'extension le gain algébrique est 65 —399 = —334;
« Sile client n'utilise pas I'extension le gain algébrique est 65.
La variable aléatoire Y prend donc deux valeurs 65 et —334 avec les probabilités respectives
0,885 et 0,115.

b. OnaE(Y)=65x0,885+(—334) x0,115 = 19,115 = 19,12 €au centime pres. Loffre est donc
avantageuse pour I'entreprise puisque celle gagne presque 20 € par client.

EXERCICE 4 5 points
Candidat n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Soit un cube ABCDEFGH d’aréte 1. 3
Danslerepere (A ; Kﬁ, E’, ﬁ), on considere les points M, N et P de coordonnées respectives M( 1;1; 1 ),

1 5
N(O; - 1), P(I;O; ——).
2 4

1. Voir la figure a la fin.
_— — 1 1 N
2. Déterminer les coordonnées des vecteurs MN et MP. MN (—1 ; -3 ; Z) et MP (0; —-1; —-2).

Les vecteurs MN et MP ne sont pas colinéaires, les droites (MN) et (MP) ne sont pas paralleles
donc les points M, N et P ne sont pas alignés.

1 11

Z) x(-2)==—-—-==0

3. a —-1x0+ —— =
2 2

—1) x (=1 +
2

Pondichéry 5 17 avril 2015
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b. Lalgorithme 1 calcule le produit scalaire MN - MP = 0, donc les vecteurs sont orthogonaux
donc les droites (MN) et (MP) sont perpendiculaires : le triangle MNP est donc rectangle en
M.

5. a. Sinestunvecteur normal au plan (MNP) une équation de celui-ci est :
5x—-8y+4z=d,avecd eR;

1
N € (MNP) < —8x5+4x1=d=<=> 0=d
Une équation cartésienne du plan (MNP) est donc 5x -8y +4z =0.

b. On traduit la relation vectorielle : M(x; y; 2) € A < W = t;, t € R soit

x-1 = 5t x = 1+5¢
y-0 = -8t << y = -8t
z—1 = 4t z = 1+4t
6. a. Les coordonnées de K vérifient I’équation du plan et I'équation paramétrique de A, soit :
5x-8y+4z = 0
= 1+5¢
; _ Yy, 250450 -8x(-80+4(1+40) =0 < 105/+9=0 <
z = 1+4¢
r=—— r=——.
105 35
N 3 3 4
Doux=1+5x|-—|=1-===;
35 7 7
8 ( 3) 24
=—0oX|—m——|=—;
y 35 35
3 12 23
z=1+4x|-—|=1-—=—.
35 35 35
4 24 23
DoncF|=; —; —|.
7 35 35

b. Puisque (FK) est orthogonale au plan MNP, [FK] est hauteur du tétraedre MNPE donc

1
VMNPE = 3 x o (MNP x FK).

MN x MP
Or MNP est rectangle en M, donc of (MNP = ——.

1 1 21 21
MN?=1+4-+-—="=MN val
4 16 16 4

MP2=1+4=5=MP=+/5;

1 v21 1 27 1 21 x 27
DoncV =— — 5 —=— 5=
357 “V TV s X8
3

1 81 9
a3 V5= uTs

Pondichéry 6 17 avril 2015
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EXERCICE 4 5 points
Candidat ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. Voir le cours.

2. On consideére le nombre de Mersenne 233 — 1.

a.

€.

Si 3 divise 233 — 1 et 4 divise 233 — 1, comme 3 et 4 sont premiers entre eux, d’apres le 1. 12
devrait diviser 233 — 1 ce qui est contradictoire avec ce que dit I'éleve : il a donc tort.

233 est un naturel pair donc 2% — 1 est impair donc 4 ne peut le diviser.

=-1 Bl=>2=(1°® B = B=-1 Bl=> ()= @B = 28=-1 [3]
donc 23 —1=-2 (3] ce qui prouve que 3 ne divise pas 233 — 1.
S=1+23+ (237 + (2 +--+(29)";
235=234+244(23)° + (23)° +--- +(2%)", d’ou par différence :
(23)11 -1

—
S est une somme d’entiers naturels donc est un entier naturel; le résultat précédent montre
3311 .

que (2°)"" -1 est donc un multiple de 7.
Finalement 233 — 1 est divisible par 7.

785=(23)""-1 = s=

3. 2"-1=128-1=127.
Ce nombre n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5, ni par 7 (dans la division reste 1), ni par 11
(dans la division reste 7), ni par 13 (dans la division reste 10) et comme 132 = 169, il est inutile de
continuer : 127 est premier.

4. a.

b.

C.

Comme on vient de le voir pour 127, 'algorithme cherche le reste de la division de 233 — 1 par
les naturels 2, 3, 4, etc., k < V2" —1 tant que le reste est non nul.

On a vu que le nombre 233 — 1 n’était divisible ni par 2 ni par 3, donc il n’est divisible ni par 4
ni par 6. Il faut regarder si ce nombre est divisible par 5.

211 = 2048 donc 2! =3 [5] donc (2!1)° =33 [5];3%=27=2 [5] donc (211)° =2 [5] ce
qui entraine que 233 =2 [5]etdoncque23®-1=1 [5].

On a donc démontré que 5 ne divisait pas 233 — 1.

On a vu dans une question précédente que le nombre 233 — 1 était divisible par 7, donc I'al-
gorithme va afficher son premier diviseur 7 et « CAS 2 ».

Si on entre n = 7, 'algorithme affiche 12 et « CAS 1 ».

Le CAS 2 concerne donc les nombres de Mersenne non premiers et le nombre k est le plus
petit de ses diviseurs (différent de 1).

Le CAS 1 concerne les nombres de Mersenne premiers comme 27 — 1.

Pondichéry

7 17 avril 2015
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ANNEXE a remettre avec la copie

EXERCICE 4 : Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

H
N : G
E l
|
I E M
|
|
|
|
|
|
|
|
|
D,
/// ~~~~~~~~~~~
e —->Jc
//
A\

Algorithme 1

Algorithme 2 (a compléter)

Saisir xm, YM, 2M, XN, YN, 2N, XP, ¥P, Zp
d prend la valeur xn — xm

e prend la valeur yn — ym

f prend la valeur zy — z2m

g prend la valeur xp — xy

h prend la valeur yp — ym

i prend la valeur zp — zy
kprendlavaleurdx g+exh+ f xi
Afficher k

Retour a la liste des corrigés

Saisir xm, YM, 2M, XN, YN, 2N, XP, ¥P, 2P
d prend la valeur xn — xm

e prend la valeur yn — ym

f prend la valeur zy — z2m

g prend la valeur xp — xy

h prend la valeur yp — ym

i prend la valeur zp — zy
kprendlavaleurdx g+exh+ fxi
I prend la valeur d? + % + f?

m prend la valeur g2 + h? + i
Sik=0etsil=m

Afficher : « Le triangle MNP est rec-

tangle isocele en M »

Sinon Afficher : « Le triangle MNP n’est pas rec-

tangle ou n’est pas isocele en M »

Pondichéry

17 avril 2015
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EXERCICE 1 6 points
E J H
F .
: G
(N8
P A
@cccceccscccccc]ecicrctncnns .D
I .
. r J
B K C
1. a. Par lecture sur le dessin ci-dessus on détermine facilement les coordonnées des points re-

présentés :

A(0, 0, 0); B(1, 0, 0); C(1, 1, 0); D(0, 1, 0); E(0, O, 1); F(1, 0, 1); G(1, 1, 1); H(O, 1, 1).

On obtient alors les coordonnées des quatre points restants

1 1 1 1
I(—,O, 0);](0, = 1);K(1, —,0);L(1, 1, —).
2 2 2 2

D’olu
— —( 11 — (1 1
FD (_]-v ]-v _1)) I] (__) a0 ]-), IK (_, o’ 0)
22 22
etdonc
FD-IJ=-4+--1=0 et FD-IK=—-+—-40=0.
2 2 2 2

Le vecteur FD est donc normal au plan (IJK), il s’ensuit que la droite (FD) est orthogonale au
plan (JK).

. Le vecteur FD étant normal au plan (IJK), celui-ci a une équation cartésienne de la forme

-x+y—-z+d=0.

1
Or [ (E’ 0, 0) appartient a ce plan donc

1 1
——+d=0<= d=-
2 2

le plan (IJK) a donc pour équation

1
—x+y—z+§ =0 ouencore -—-2x+2y-2z+1=0.
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2. Ladroite (FD) étant dirigée par le vecteur FD (=1, 1, —1) et passant par le point F(1, 0, 1) admet
comme représentation paramétrique le systeme

x =1-t
y =t avec reR
z =1-t

3. Les coordonnées (x, y, z) du point d’intersection de la droite (FD) et du plan (IJK) vérifient les

deux relations
x =1-t
y =t (S) et —-2x+2y—-2z+1=0 (E)
z =1-t

Dans (E), on obtient

1
—20-0+2t-2(1-1)+1=0 <<= 61-3=0 < t=5.

Ce qui donne, en remplacant dans (S)

<

I
N =
N =

4, Comme 11
®-T=-2+10
4 4

les vecteurs IK et I] sont orthogonausx, le triangle IJK est donc rectangle.
Son aire est

1 1 1 3 1 3
,d:—x[]x[[(:—x\/ +—-+1x \/ =—=-x1/=X —:£
2 2 2 2 4

5. Le volume du tétraedre FIJK est

1 1 3 1
¥ = = x FM x 1,11 z X: v3_1
3 PR 4 8

6. On détermine un systéme d’équations paramétriques des droites (I]) et (KL)

L V3_
4

2 2 11,
ani, -L, et (KDY =3%5!
2 1,
— Z = -
z =t 2
Ce qui donne le systéme
1 1
——=t =1
2 2
1 11,
-t ==+=t
2 2 2
1
t ==t
2

qui admet pour unique solution ¢ = —1 et ' = -2, ce qui prouve que les droites (I]) et (KL) sont

1
sécantes au point P (1, ~5 —1)

Liban 10 27 mai 2015
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EXERCICE 2 6 points

1
L. uo=f de:[1n(x+1)]é:ln(z)—lnm:ln(z)
o 1+x

Un+1+un—f

1 n
X
f dx
o 1+x
n+1
fo 1+x

1 n+1
f dx
0 1+x
1 x+1
x
0 1+x

:fxdx
0

xn+1

n+1
1

n+1

2. a.

1

0

b. Il résulte de la question précédente que u; + up = 1, or up =In(2), donc

u; =1-1n(2).
3. a. Onpeut modifier I'algorithme de la facon suivante
Variables : i et n sont des entiers naturels
u est un réel
Entrée : Saisir n
Initialisation : Affecter a u la valeur In(2)
Traitement : Pour i variant de 1 an

1
| Affecter a ulavaleur - —u
i

Fin de pour
Sortie : Afficher u

b. On peut conjecturer que la suite (u,) est décroissante et qu’elle converge vers 0.

4. a.

1 xn+1 1 X"
Up+1— Up = dx— dx
o 1+x o 1+x

1 ,n+1 n

X o

= f - dx parlinéarité
0o 1+x 1+x

1 ,n+l1 n
X - X
[y,
0 1+x

1
x—-1
=f x"——dx
0 1+x
Or x € [0, 1] donc x™ et 1 + x sont positifs, mais x — 1 est négatif , donc

Lo x—-1
f x""—dx<0
0 1+x

et par conséquent u,+1 — U, <0, la suite (u,) est donc décroissante.

Liban 11 27 mai 2015
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b. Tous les termes de cette suite étant positifs, la suite (u,,) est donc minorée par 0.

Comme elle est également décroissante, il en résulte d’apres le théoréme de la convergence
monotone qu'elle est convergente.

5. Soit £ sa limite, on a donc

lim up1= lim w,=2¢,
n—+oo n—+oo

soit

im wu,e +u, =2¢

n—+oo
Or
lim wu;41 +u, = lim =0
n—+oo n—+oon+1

donc

20=0 < (=0
La suite (u,) converge donc vers 0.

EXERCICE 3 3 points

N

w
~~

[\*]

[y

P

}

9
-

Pour tout réel m strictement positif, on note 2,, la droite d’équation y = mx.

1. Une équation de la tangente a la courbe ¥ en son point d’abscisse 1 est donné par

yzel(x—1)+e1 <~ y=ex.
La droite &, : y = ex est donc tangente a la courbe € en son point d’abscisse 1.
2. On conjecture que :
e Sim<eiln’yaaucun point d’intersection.
e Sim=eilyaunpoint d’intersection.

e Sim>eilyadeuxpoints d’intersection.

Liban 12 27 mai 2015
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3.

Premiére solution
Le point M de coordonnées (x, y) est un point d’intersection de € et de 9, si et seulement si

e =mx < e*—mx=0.

Posons f(x) =e* — mx, alors

e =mx < f(x)=0.
Ftudions cette fonction f,ilvient:

e flix)=e*-m

e lim f(x)=+oocar lim e*=0et lim —mx=+oocarm>0
X——00 x—— X——00

X X
e f(x)= x(e— —m), or lim ¢ - +00, donc lim f(x)=+o0
X Xx—+o00 X X—+00

e flX)>0 < e*>m < x>In(m)

e f(In(m))=m—-mln(m) =m((1-In(m))

D’otile tableau de variations

X —00 Inm +00
g'(x) - ¢ +
+00 +00
g(x)
m(l—Inm)

Il résulte de ce tableau de variations que

e si m(1—In(m)) > 0 alors 'équation f(x) = 0 n’admet pas de solution;
e si m(l -In(m)) =0 alors I'équation f(x) =0 admet une seule solution;
e si m(1 —In(m)) <0 alors I'équation f(x) = 0 admet deux solutions

Or comme m > 0,

m(l-In(m))>0 < 1-In(m) >0 < 1>In(m) < e>m,
d’ot, en définitive
¢ si m< e alors la courbe ¥ et la droite 9, n’auront aucun point d’intersection;

e si m=ealors la courbe ¥ et la droite 9, auront un seul point d’'intersection;

e si m> e alors la courbe ¥ et la droite 9, auront deux points d’intersection.

Deuxiéme solution

On veut déterminer dans R le nombre de solutions de 'équation e* = mx. On sait que m > 0 et

que, pour tout x, e* > 0 donc les solutions de cette équation seront strictement positives.
ex

SurR}, e*=mx < —=m.
X o

Soit f la fonction définie sur R} par f(x) = =

Cette fonction est dérivable comme quotient de fonctions dérivables et :

xe*—e* e'(x-1)

flo=—0m—=

x2

Liban

13 27 mai 2015
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Le signe de f'(x) est le méme que le signe de x — 1 donc négatif sur ]0, 1[ puis positif sur |1, +ool.
1

e
La fonction f admet donc un minimum pour x =1 égala f(1) = I= e.

X

D’apres le cours, lim — = +o0.
x—+o0 X
ex
lime*=1= lim — = +oc0
x—0 x—0 X

On établit le tableau de variation de la fonction f :

X 0
') - 0+

+
8

+00 +00
f) \ /
e

Déterminer le nombre de solutions f(x) = m revient a déterminer le nombre de points d’intersec-
tion de la courbe € représentant la fonction f et de la droite horizontale 2 d’équation y = m.

D’apres le tableau de variation de f :

* si m< e, lacourbe 6y et la droite 2 n’'ont pas de point d’intersection donc la droite 2y, et la
courbe € n'ont pas de point d’'intersection;

* si m = e, ladroite 9 est tangente a la courbe 6, donc & et € ont un seul point d’intersec-
tion, et donc la droite 2, et la courbe €6 ont un seul point d’intersection;

e si m > e, la droite 2 et la courbe € ont deux points d’intersection, donc la droite 2, et la
courbe % ont deux points d’intersection.

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. On obtient I'arbre suivant

14
0,90
A
/ T 0,10 .
0,47 v
0,53 14
0,80
0,20 _
v

2. a. D’apreslarbre

p(V)=0,47%x 0,90+ 0,53 x 0,80 = 0,847.

p(VnA) 0,47x0,90
b. pv(A) = = =0,499
p(V) 0,847
3. La personne interrogée vote effectivement pour le candidat A si elle dit la vérité et dit voter pour

le candidat A ou bien si elle ment et dit voter pour le candidat B, soit d’apres I'arbre :

p(A) =0,47 x 0,90+ 0,53 x 0,20 = 0,529.
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4. On détermine un intervalle de confiance au seuil de confiance de 95%, par

1 1
I=10,529 — ——; 0,529+ ———1| ={0,5001; 0,5579
v1200 V1200 [ ]

Les conditions d’applications étant vérifiées

1200>30 et 1200x0,5579>5 et 1200x0,4421 >5.

La borne inférieur de I'intervalle de confiance au seuil de 95% étant supérieure a 0,5, le candidat
A peut raisonnablement croire qu'’il sera élu.
5. Par demi-heure, il y a en moyenne 0,4 x 10 = 4 personnes qui répondent, soit 8 personnes par
heure.
1
Comme on a besoin d’avoir 1200 réponses, il faudra en moyenne

= 150 heures pour parvenir

a cet objectif.

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. Puisque qp = 1, cela signifie que le fumeur a fumé le jour ot il a décidé d’arréter de fumer! Donc il
aura une probabilité de 0,6 de fumer le lendemain, et donc g; = 0,6 soit p; =0,4

2. On peut modéliser la situation par un arbre :

/0,9/F
/ \ \F
F
\ / /
\06
S—

Pn+1=09p,+0,4q, et guy1=0,1p, +0,645.
Ce qui se traduira par les formules :

e EnB3:=0,9%xB2+0,4x%xC2
e EnC3:=0,1xB2+0,6xC2

0,8 08 02 -08| (08 08 (01 -04) (09 04)
3. a A+0’53‘(0,2 0,2)+0’5X(—0,2 0,8)_(0,2 0,2)+(—0,1 0,4)‘(0,1 0,6)_

b. d’'une part

2 (08 08) (08 08)_(064+0,16 0,64+0,16)_ (0,8 08)_
“lo2 02) {02 02) |016+0,04 0,16+0,04 (02 02)"

d’autre part

0,8 0,8) ( 0,2 —0,8) _ (0,16—0,16 —0,64+0,64) _ (0 0)

AXB: ’ X = =
(0,2 0,2 -0,2 0,8 0,04-0,04 -0,16+0,16 0 0

On vérifie de méme que
0 O
Bx A= ( 0 0)
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c. On procede par récurrence :

e Initialisation : C’est vrai pour n =0, en effet :

(10 0p (10
MO—(O 1) et A+0,5 B—A+B—(0 1)

e Hérédité : supposons que M" = A+0,5"B, alors il vient

M= M"x M=(A+0,5"B) x (A+0,5B)
=A%+0,5"Bx A+0,5A% B+0,5""1 B
=A+0,5"!'xB

¢ Conclusion : pour tout n

M"=A+0,5"B.

. Comme X, = (Z”) et que X, = M" x Xy, il vient
n

n _ n _ n
X, = (A+0,5"B) X Xo = (0,8+0,5 x0,2 0,8-0,5" x 0,8) N (0) _ (0,8 0,5" x 0,8)

0,2-0,5"x0,2 0,2+0,5"x0,8 1) 10,2+0,5" x0,8
Donc
pn=0,8-0,8x 0,5"

. Comme 0<0,5<1,ona lim 0,5" =0etdonc
n—+oo

lim p,=0,8.

n—+oo

A long terme la probabilité qu’il arréte de fumer va se stabiliser vers 0,8. On n’a pas la certi-
tude qu’il arrétera de fumer.

Retour a la liste des corrigés
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Exercice 1

Partie A

_— 1 —
1. On peut utiliser ici le théoreme de Thales pour prouver que BU = 3 BS et ainsi construire le point.

Pour cela considérons le triangle SOB.
Nous savons que (DU) est parallele a (OB) car D et U partagent la méme cote et O et B sont

. 5 . oD X .

également de méme cote. Nous savons également que s -3’ la encore en raison de la cote de
P o o - BU OD 1

D et S. On en déduit, par application de I'antique théoreme, que BS-05-3

2. Considérons les plans (AUE) et (BCS). Ces plans sont sécants en la droite (UV). Or, (BC), incluse
dans (BCS), est parallele a (AE), incluse dans (AEU); puisque ABCE est un carré.
Par application du théoréme du toit, on en déduit que (UV) est parallele a (BC). Cette derniere
propriété permet de construire le point V.

3. Il nous faut prouver d'une part que K appartient a (AE) et d’autre part que (KU) est perpendicu-
laire a (AE).

1 0 -1
On lit les coordonnées de A (0) et celles de E (—1) et on calcule ainsi AE (—1). D’autre part on
0 0 0

-1
— |6
détermine AK (%1)
0
— 1—
On en déduit que AK = 5 AE, ce qui prouve que K est un point de [AE].

. . . . . - l— .
Déterminons les coordonnées de U. On a démontré dans la question 1 que BU = 3 BS, ce qui
donne un systéme portant sur les coordonnées de U :

1
Xxy,—0 = =(0-0) x, = 0
2
yuml = 20-1 =Yy e T3
Zu =1 Zu =1

5
— | 6
On peut maintenant déterminer les coordonnées de KU ( % )
1
. . N ., == —= -5 5
On obtient ainsi, sachant que le repere est orthonormé: KU - AE = — x (—1)+ B x(=1)+1x0=0,

ce qui permet de conclure. Le point K est bien le pied de la hauteur issue de U dans le trapeze
AUVE.

On pouvait également déterminer une équation paramétrique de (BS) afin de calculer les coor-
données de U. .
Une telle méthode revient a chercher le réel ¢ tel que BU = ¢ BS avec la cote de U égale a 1.

Partie B

1. 1l suffit de s’assurer que les points A, E et U vérifient bien I'équation proposée.
Pour le point A,onabien3x1-3x0+5x0-3=0.
De méme pour le point E, il est clairque 3x0—-3 x (-1) +5x0-3 =0.
2
Et enfin, pour le point U, on vérifie mentalement que 3 x 0 —3 x 3 +5x1-3=0.
Cette équation de plan convient donc.
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2. Puisque 'on a muni I’espace d'un repere orthonormé, on déduit de I'équation cartésienne propo-
3
sée les coordonnées d'un vecteur normal au plan (E AU). Notons 7 | —3 | ce vecteur.
5
C’est un vecteur directeur de (d) puisque (d) est orthogonale au plan (EAU). A partir des coordon-
nées du point S et de celles de ce vecteur, on en déduit une équation paramétrique de (d) :

x = 3t
y = =3t reR
z = 3+5¢
x
3. Les coordonnées | y | de ce point satisfont simultanément une équation paramétrique de (d) ainsi
z

qu’'une équation cartésienne du plan (EAU). On cherche donc x, y, z et ¢ tels que :

= 3t

-3t

3+5¢

= 3x-3y+5z-3

[=RR I S
1]

A partir de I'équation cartésienne du plan, en substituant x, y et z on en déduit le systéme équi-
valent :

= 3t

=3t

3+5¢

= 3(3f)-3(-31)+5(3+51) -3

o N < ®
Il

o . . . —-12 . . .
La derniere équation permet de déterminer ¢ = Ty et, par suite, on peut déterminer les coordon-
=36

2

&

43

4. Le plan (EAU) coupe le tétraedre SABCE en un prisme ABUECV d’une part et un tétraedre
SAUVE d’autre part. Il nous faut donc déterminer si ces deux solides ont le méme volume; ce
qui revient a déterminer si le volume de I'un des deux solides correspond a la moitié de celui de
SABCE.
Or toutes les questions précédentes nous ont permis de rassembler des éléments permettant de
calculer le volume du tétraedre SAUV E. Nous connaissons en effet I'aire de sa base </ayyvg =

5v/43

BT Reste a calculer sa hauteur SH. On a ainsi :

nées de H

12
V43
1
Le volume du tétraedre SAUVE est donc Vsayve = gdAUVE x SH, ce qui donne apres calcul :
10
Vsauve = R

Pour finir, déterminons le volume de la grande pyramide SABCE. On peut, par application du
théoréme de Pythagore au triangle ABO rectangle en O prouver que AB = v/2. Sa base a donc
pour aire AB? = 2. D’autre part, sa hauteur est SO = 3. Le volume de la grosse pyramide est donc

1
VSABCE = §AB2 x SO =2.

1
On constate que 57/5 ABCE # VsAuVE, ce qui permet de conclure.

Amérique du Nord 18 2 juin 2015
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Exercice 2

1. a. On applique les formules de récurrence proposées en utilisant un petit programme fait a la
calculatrice.
On obtient :

-4,8 ~4,68 ~2,688
A°(1,4) Al(—1,76) AZ(—4,216)

Ceux qui font I'option mathématiques auront reconnu qu'on peut définir matriciellement
la suite des coordonnées. C’est d’ailleurs comme cela que I'on peut rapidement calculer les
termes de la suite a la calculatrice.

b. Voir plus bas:

Variables :
i,X,y,t:nombres réels

Initialisation :
x prend la valeur —3
y prend la valeur 4

Traitement :
Pour i allant de 0 a 20
Construire le point de coordonnées (x; y)
t prend la valeur x
x prend la valeur 0,8 x x— 0,6 x y
y prend la valeur 0,6 x £ +0,8 x y
Fin Pour

Lerreur a ne pas commettre ici était d’utiliser x dans le calcul de y. En effet, a ce stade, x a
déja été modifié. C’est d’ailleurs pour cela que I'algorithme propose de stocker temporaire-
ment 'ancienne valeur de x dans la variable ¢.

c. On a identifié les points sur I'annexe en fonction de leurs coordonnées. Ils semblent appar-
tenir a un cercle de centre O et de rayon 5.

a. Faisons une démonstration par récurrence puisque la suite z est définie par récurrence.
Aurang0, |zg| = v/ (—3)? + 42 = 5. La propriété est vérifiée.

Fixons un entier p et supposons que |zp| = 1 /xf, + y,% =5.
Aurangp+1:

lzp+1l = \V x;+1 +y§+1
=1/(0,8x, —0,6y,)* + (0,6x, + 0,8y,

= \/(0,82 +0,62) x5 + (0,62 +0,82)y + (0,8 x0,6 - 0,6 x 0,8) X, yp

= /X% + y4. Or, par hypothese, /x5 + y% =5. Donc :

lzp+1l =5

La propriété est donc héréditaire et initialisée.
Ainsi, pour tout n, on a bien u, = |z,| =5, ce qui prouve notre conjecture concernant le lieu
des points.
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b. Calculons, pour tout n, la forme algébrique de e ig Zn

e i‘gzn = (cos(0) + isin(@)) (x, + iyy,)

=(0,8+ i0,6) (X, + iyy)

= (0,8, + i°0,6¥,) + (0,6x, +0,8y,) i

=(0,8x;, —0,6y,) +(0,6x, +0,8y,) i

On reconnait les formules de récurrence de x,,+1 et y,41 :

i0 .
€ " Zn=Xp+1tYn+1l

= Zn+1

c. zestune suite géométrique de raison e 9 sur des complexes. Comme cette notion n’est pas

au programme, nous allons redémontrer la formule explicite.
Pour n = 0 la formule est bien stir vraie. Supposons-la vraie aunrang p fixé: z, = e iP0 .
Mais nous savons que zp+] = € i6 zp=e 1 6ipb 70 On aainsi:

Zp+1 —e ip6+ 1920 —e i(p+1)6 20.

La propriété est donc héréditaire et initialisée.
Ainsi, pour tout 7, on a bien z,, = e "0 z.

d. Posons 0y = arg(zp). Par définition :

2 cos (Op) + isin(fp). Or:
|zo|

20 -3 4

+
lzol 5 5
=-0,6+ i0,8. On reconnait les valeurs de cos et sin de 6 :

= —sin(0) + icos(0) . En utilisant les formules de trigonométrie, on a :

z b4 T
= :cos(—+6)+ isin(—+6)
|zo| 2 2

b4
On a donc bien, en identifiant la premiére et la derniere ligne, arg(zg) =6y = 2 +0

On pouvait également calculer le forme algébrique de |zp|e i(z+0) et montrer qu’elle était
identique a celle de zj. Cette méthode est d’ailleurs certainement plus « facile » a mettre en
ceuvre.

e

On utilise les propriétés de I'argument :

arg(zn) = arg(e inGZO) = arg(e in@) + arg(zo) =no+ g +0= (n+ 1)9 + g

. b2
On représente 0 en utilisant le point Ay. En effet, ce point vérifie (l; OAO) =arg(zg) =0+ 2

Ainsi, on obtient facilement, par différence, que (j; OAO) =0.
On a tracé 6 en annexe en utilisant cette derniere remarque.

Pour obtenir A1 :
A partir du point A, on se déplace d'un angle 8 sur le cercle de rayon 5 et de centre O pour
obtenir A,+. Cette opération peut se faire a 'aide d'un compas en reportant une longueur
correspondant a 6.

Exercice 3

Partie A Controle avant la mise sur le marché

1. ATaide de la calculatrice, on calcule P (98 < X <102) =0,9545 2 10™* pres.
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2. Centrons et réduisons I'évenement afin d’obtenir I'intervalle équivalent portant sur la variable
centrée réduite :

98=X=<102<=98-100=<X-100=<102-100

-2 X—lOO 2
— — <
o

0 2 2
Posons Z = . Nous savons que Z ~ A4 (0; 1) et que P(— =Z=-— ) 2P (Z =< —) -1

(o (o

Cherchons u tel que 2P (Z < u) — 1 = 0,97, soit P (Z < u) = 0,985. A la calculatrice, on obtient u =~
2,1701 2 107% pres.

2 2
Ainsi, — = u, ce qui donne o = 7 ~0,9216 2107 pres.
o

Il faut absolument retenir le lien entre la probabilité sur un intervalle centré P (Z € [—ug; uql) =1—-a et
la valeur de la fonction de répartition :

P(Z< ua)zl—%.

On peut retrouver rapidement cette formule en faisant un petit dessin permettant de déterminer les

a
probabilités des queues de distribution, toutes deux égales a 5

Partie B Contrdle a la réception

P(CNnF
1. On cherche a déterminer P¢(F;) = g
Faisons un arbre afin de modéliser la situation. On donne les probabilités a partir des hypotheses
de I'énoncé.
0,98 C

F —
0,5 T

0,02 c

0,90 C

s

F

0,3 T

0,10

ol

0,2 0,80 C

T~

F3
0,20
Calculons P(C) al’aide de la formule des probabilités totales :

9]

P(C) = Pg, (C)P(F1) + Pg, (C)P(F,) + Pg, (C)P(F3)
On obtient, apres calcul, P(C) =0,92.

D’autre part, P (Cn Fy) = P, (C)P(F1), ce qui donne, apres calcul, P (Cn F;) = 0,49.

0,49 NI
2 ~0,5326 a 107" pres.

’

2. Faisons un arbre qui résume la nouvelle situation :

Finalement, on obtient P¢(F;) =
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\
|

l_p F

010 ~C
En reprenant la formule des probabilité totale, on cherche p tel que P(C) = 0,92, ce qui s’écrit :
0,98p +0,9(1 — p) =0,92 < 0,08p = 0,02
0,02

=== 20,25
P= 0,08

Lentreprise doit donc acheter au minimum 25% de ses feves au premier fournisseur.

Exercice 4

Partie A

1. La fonction est la somme des fonctions x — In(x) et x— x— 3, toutes deux strictement croissantes
sur ]0; +ool, elle est donc strictement croissante sur cet intervalle.

On pouvait également dériver la fonction u et constater que la dérivée est strictement positive sur
I'intervalle considéré.

2. Remarquons que la fonction In conserve les inégalités strictes puisqu’elle est strictement crois-
sante.
Calculons u(2) =In(2) —1 orIn(2) <In(e) =1 car e > 2. On prouve ainsi que u(2) < 0.
D’autre part, u(3) =In(3) or In(3) > In(1) =0 car 3 > 1, ce qui montre que ©(3) > 0.
Notons également que u est continue comme somme de fonctions continues.
Nous sommes donc dans les conditions d’application du théoréme des valeurs intermédiaires.
0 posséde ainsi un antécédent par u dans l'intervalle [2; 3]. Comme u est strictement monotone
sur ]0; +ool, cet antécédent a est unique sur ]0; +ool.

Ici, on pouvait également expliquer que I'on constate a la calculatrice que u(2) < 0 et u(3) > 0.
Mais cet argument est nettement moins satisfaisant d’'un point de vue du raisonnement.

3. Compte-tenu du sens de variation de u, on a:

X 0 «a +00
wl[ - §

Partie B

.1 . . . .
1. Nous savons que llII(l) —=+ooet llII(l) In(x) = —oo. Par opérations sur les limites, on en déduit que :
x—0 X X—
x>0 x>0

lim f(x) = +oc0
x—0

x>0
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2. a. f estdérivable sur ]0; +oo[ comme sommes et produits de fonctions dérivables sur ]0; +ool.
Pour tout x>0:

1
fl(x) = = (In(x)-2) +

1)1
1- ;) . En réduisant au dénominateur x :
1
= —2(ln(x) -2+x-1)
X
1
== (In(x) +x—-3)
X

1
= ?u(x)

b. Pour tout x > 0, x?> > 0. Ainsi le signe de f’ est celui de u. On en déduit que f est strictement
décroissante sur ]0; «a] et strictement croissante sur |a; +oo].

Partie C
1. Un point M (;) appartient aux deux courbes a la fois lorsque :

y = f y
{ y = hW ‘:’{ f)

In(x)
f(x) —In(x)

In(x) y
In(x) {:){ 0

On calcule :
f(x)—In(x) = (1 - %) (In(x) —2) + 2 —In(x). On réduit au dénominateur x :
= % [(x -1 (n(x) —2) +2x — xIn(x)]
= % [xIn(x) —2x—1n(x) +2+2x — xIn(x)]
= % (2-In(x))

Or 2 —In(x) = 0 n’a qu’une solution qui est x = e>.
Les deux courbes se coupent donc en un unique point d’abscisse x = e? et d’'ordonnée
y=In(e?)=2.

2. On utilise la linéarité de I'intégrale :
* 2 _In(x
- [F a4
1

X
2

e e2
:2[ ldx—f In(x) dx
1 X 1 X
(x)

1 In
Or In est une primitive de x — — et H est une primitive de x — ——. Ainsi :
x x

I=2[n®)¢ - (Hx)E

=2(In(e?) ~In(1) - > (in(e?)° - In(1)?)

1
2
=2

Laire délimitée par €, 6’, et les deux droites d’équations x = 1 et x = e? est donc égale a 2.
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Annexe

Annexe 1 (Exercice 1)
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Annexe 2 (Exercice 2)

Retour a la liste des corrigés
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Exercice 1 4 points

Commun a tous les candidats

Partie A

1. Ona p=0,03 et n=>500. Un intervalle de fluctuation au seuil de 95 % est :

vpl-p) p(-p)

1= p—l,gﬁT;p-Fl,gGT :[0,015;0,045]

19
La fréquence observée est f = =00 0,038; f € I donc ce controle ne remet pas en cause le fait

que le stock ne comprenne pas plus de 3 % de cadenas défectueux.

Remarque - En fait le corrigé de cette question répond plus a une question du type : « Le fournis-
seur affirme que le stock comporte 3 % de cadenas défectueux. Est-ce qu’il faut remettre en doute
cette affirmation? »

La question posée dans le sujet parle de « plus de 3 % de cadenas défectueux». Cela veut dire qu'un
test par intervalle de fluctuation asymptotique (test bilatéral) n’est sans doute pas le plus adapté a
cette question. Que pourrait-on en effet répondre si la fréquence de cadenas défectueux était trés
faible, voire nulle ? Pourtant, dans ce cas, le fournisseur aurait livré un « bon » lot de cadenas, mais
la fréquence de cadenas défectueux dans ce lot ne serait pas dans l'intervalle de fluctuation.

Dans le cas de ce sujet, pour répondre correctement a la question, il faudrait pratiquer un test
unilatéral... totalement hors du programme de la classe de terminale S.

39
2. La fréquence de cadenas défectueux dans I'échantillon de taille n = 500 observé est f = — =

500
0,078.
Les trois conditions n =500 > 30, nf =39 > 5 et n(1 — ) =461 > 5 sont vérifiées.
Donc un intervalle de confiance au seuil de confiance de 95 % est donné par :

1

Pl ~ [0,033;0,123
f f N [ ]

1
vn'

1
=10,078 — —, 0,078 —
[ v500 v500

Partie B

1. Le nombre de cadenas premier prix est modélisé par une variable aléatoire X qui suit la loi nor-
male de moyenne u = 725 et d’écart type o = 25. On cherche P (725 < X < 775).

Or 725 =pu—o et 775 = u+o; on cherche donc P(u—o < X < ¢+ 0) dont on connait une valeur
approchée au centieme : 0,68 (d’apres le cours).
Pour avoir le résultat au millieme, on utilise la calculatrice : P(725 < X < 775) = 0,683

2. On cherche le plus petit entier n tel que P(X > n) <0,05; or P(X > n) <0,05 < P(X<n)>0,95
Pour P(X < b) =0,95, on obtient a la calculatrice : b = 791, 12.

Donc le plus petit nombre n de cadenas nécessaires en début de mois pour avoir une probabilité
de rupture de stock inférieure a 0,05 est n = 792.

Partie C

1. On représente la situation a I'aide d'un arbre pondéré :
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%B

)97

2. D’apres la formule des probabilités totales :
P(D)=P(DnH)+P(DNH)=0,2x0,03+0,8x p =0,006+0,8p

On sait que 7 % des cadenas sont défectueux donc P(D) = 0,07.

0,07 -0,006
Donc:0,07=0,006+0,8p <— T:p <~ p=0,08

Le résultat obtenu est cohérent avec la question A.2 car 0,08 € [0,033; 0,123].
3. Le cadenas prélevé est en bon état.
La probabilité que ce soit un cadenas haut de gamme est P5(H) :
P(HND) P(HND) 0,2x0,97 0,194
p(D) 1-P(D) 1-0,07 0,93

P5(H) = ~ 0,209

Exercice 2 4 points
Commun a tous les candidats

1. Affirmation 1 : 'ensemble S est le segment [AB] — VRAI
Soit M le point d’affixe z.

* |[z—1|=|z—i] & MC=MDou Cestlepointd’affixeletD 5
est le point d’affixe i.

Lensemble des points M tels que |z — 1| = |z — i| est donc la
médiatrice du segment [CD]. C’est donc la droite d’équation
¥ = x, donc la droite (AB).

* L'ensemble des points M(z) vérifiant a la fois [z—1| = |z — i| et
|z—3—2i| < 2 estl'intersection de la droite (AB) et du disque
9; c’est donc le segment [AB].

e |z—-3-2i| <2 < MI<2oiu I estle point d’affixe 3 +21. 2
Lensemble des points M(z) tels que |z—3—-2i| < 2estdoncle 5
disque 2 de centre I et de rayon 2. L c
A 1 1 1 1
1

2. Affirmation 2 : le nombre complexe (v3+ i) ' est un réel - FAUX
Pour qu'un nombre non nul soit réel, il faut et il suffit qu’il ait pour argument 0 ou 7, a 27 pres.

V3 1
On écrit le nombre z = v/3 + i sous forme exponentielle : [z| = vV3+1=2,donc z=2 (7 +—1il.

2
V3
cosf = —
On cherche un réel 9 tel que 12
sinf = —
7 2 1515 7
Donc /3 + i a pour argument r ; on en déduit que (\/§ + i) a pour argument 1515 x 5
15157 3n 1515 3n =w
Or =126 x 21w + ry donc (\/§+ i) a pour argument Y = >
1515
Donc (\/§ + i) est un imaginaire pur non nul, donc ce n’est pas un réel.
3. Affirmation 3 :
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x = 2t
une représentation paramétrique de la droite (EF) est donnée par:{ y = —-3+4¢ ,t € R.—VRAI
z = 7-10¢t
X = 2t
Soit d la droite dont une représentation paramétrique ests y = -3+4f ,teR.
z = 7-10t

On regarde si le point E appartient a cette droite, autrement dit sl existe une valeur de ¢ pour laquelle
2 = 2t
1 = -3+4t Lavaleur t =1 convient.
-3 7-10¢

On regarde si le point F appartient a cette droite, autrement dit s’il existe une valeur de ¢ pour laquelle
1 = 2t

1
-1 = -3+4¢ Lavaleurt= > convient.
2 = 7-10¢
X = 2t
Donc la droite (EF) a pour représentation paramétrique { y = —-3+4¢ ,t eR.
z = 7-10¢

4. Affirmation 4 : une mesure en degré de I'angle FEG, arrondie au degré, est 50°— VRAI

Pour déterminer une mesure de I'angle FEG, on va utiliser le produit scalaire des vecteurs EF et EG.
EF a pour coordonnées (—1; —2; 5) et EGa pour coordonnées (—3; 2; 4);

donc EF.EG =—1x (=3)+(-2) x2+5x4 = 19

On sait aussi que EF.EG = EF x EG x cos FEG.

On calcule EF? = 1+4+25 =30 donc EF = V30 et EG?> =9+4+16 =29 donc EG = v/29.

EF.EG 19
EFxEG /30xv29

ATaide de la calculatrice, on trouve FEG = 49,9° dont 50° est une valeur arrondie au degré pres.

On adonc cosFEG = ~0,644.

Exercice 3 7 points

Commun a tous les candidats

Uy = a

Uns1 = el

i gel fixé 1. Soi la suite défini :
Soit @ un nombre réel fixé non nul. Soit (u,) la suite définie par { _ et pour tout 11¢ N

On remarquera que cette égalité peut aussi s’écrire : u,4+; = e (e*n —1).

1. Soit g la fonction définie pour tout réel x par: g(x) = e?* —e* - x
a. Lafonction g est dérivable sur Ret g’(x) =2e%* —e* - 1.
Or(e*-1)(2e*+1)=2e>*-2e"+e*-1=2e*-e" -1
Donc g'(x) =(e*-1)(2e* +1).
b. Les variations de la fonction g dépendent du signe de g’ sur R.
Pour tout réel x, e* >0donc 2e*+1>0; donc g'(x) est du signe de e* —1:
ef-1>0 = e*>1 <= x>0
g0)=e’-e’-0=0
La fonction g est strictement décroissante sur ] —oo; 0], strictement croissante sur [0; +oo [
et admet un minimum égal a 0 pour x = 0.
C Uppl—Up = €2 — e —u, = g(uy).
Or la fonction g a pour minimum 0 sur R donc g(u;,,) > 0 pour tout n et donc uy4+; — u, >0
pour tout n. La suite (u,) est donc croissante.
2. Dans cette question, on suppose que a < 0.

a. Soit &, la propriété u, <0.

* up=a;ora< 0donc uy < 0. La propriété est vraie au rang 0.
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* On suppose la propriété vraie au rang p (ot p 2> 0), c’est-a-dire uy, < 0; c’est 'hypothese
de récurrence.
On sait que up.1 = e"?(e*r —1)
D’apres 'hypothese de récurrence, 1, < 0 donc e“? < 1donc e —1<0.
Comme e " >0 on déduit que up+; <0 et la propriété est vraie au rang p + 1.

* Lapropriété u, < 0 est vraie en 0; elle est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n.

La suite (u,) est croissante et majorée par 0, donc, d’aprés le théoréme de la convergence
monotone, la suite (u,) est convergente.
b. La suite est croissante donc, pour tout n, u, > ug.
Sia=0, up =0; comme, pour tout n, u, > uy donc u, > 0.
Or on a vu que, pour tout n, u, < 0.
Donc pour tout n, u, =0.
On peut déduire que la suite (u,) est constante et égale a 0 donc sa limite est 0.
3. Dans cette question, on suppose que a > 0.

La suite (u,) étant croissante, la question 1. permet d’affirmer que, pour tout n, u, > a; comme
a >0, on peut en déduire que, pour tout n, u, > 0.

a. On avu que, pour tout n, Uy4+1 — Uy = §(Uy).
Or 0 < a < u, pour tout n; on sait que la fonction g est strictement croissante sur [0; +oo[
donc g(0) < g(a) < g(uy) etdonc g(uy,) > gla) pour tout n.
On a donc démontré que uy+1 — Uy = gla).

b. Soit &2, la propriété: u, > a+nx g(a).

e Pourn=0,uy=aeta+nxg(a)=a+0=adonclapropriété est vraie au rang 0.

* On suppose la propriété vraie au rang p (ou p > 0), c’est-a-dire up > a+ p x g(a); c’est
I'hypothese de récurrence.
On sait que up+1 —up > g(a); or up = a+px gla) (HR). Donc up+1 > a=px gla)+gla)
ce qui équivaut a up+1 = a+(p+1) x gla).
La propriété est donc vraie aurang p + 1.

e Lapropriété u, > a+ nx g(a) est vraie en 0; elle est héréditaire, donc elle est vraie pour
tout n.

c. a>0donc g(a) >0 car 0 est le minimum de la fonction g, atteint en 0.
Donc lim (nx g(a)) =+ocoetdonc lim (a+nx g(a))=+oco
n—+oo n—+oo

Comme u, > a+nxg(a)et liI}_l (a+ n x g(a)) = +oo, on peut déduire que liI}_l Uy = +0o.
n—+o0o n—+o0o

4. Dans cette question, on prend a = 0,02.
Lalgorithme suivant a pour but de déterminer le plus petit entier n tel que u,, > M, ou M désigne
un réel positif.

a. On complete I'algorithme :

Variables n est un entier, u et M sont deux réels
u prend la valeur 0,02
Initialisation | 7 prend la valeur 0
Saisir la valeur de M
Traitement Tant que u < M
u prend la valeur e
n prend la valeur n + 1
Fin tant que
Sortie Afficher n

2u _ ju

e

b. On suppose M = 60. On trouve a la calculatrice uss = 2,13 et usg = 62,35; donc la valeur
affichée par I'algorithme pour M = 60 est 36.
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Exercice 4 5 points

Candidats n’ayant pas choisi '’enseignement de spécialité
Un atelier de design propose deux dessins possibles, représentés ci-dessous :

D E C D E C

A H B A K B
Proposition A Proposition B

Pour mener les études qui suivent, on se place dans le repere orthonormé (A ; ZE, ZB)

Partie A : étude de la proposition A

1
Dans cette proposition les trois lignes sont des segments et les trois aires sont égales: r =s=1 = 3

¢ Le point E est situé sur la droite (CD) donc son ordonnée vaut 1.
AD x DE

Le nombre r est 'aire du triangle ADE qui est égale a
1
De plus, cette aire doit valoir 3 eton saitque AD =1.
ADxDE 1 . 2
Donc — - 3 entraine DE = 3"

2
Les coordonnées de E sont donc (§ ; 1).

* Soit H le pied de la hauteur issue de G dans le triangle ABG; donc GH est]'ordonnée du point G.

[ . ABXGH ]. ]_XGH
Laire s du triangle ABG est : — OrAB=1lets= 3 donc :

1 2
= — donc GH = —.
2 3 3

2
Lordonnée y; de G est 3
Le point G est situé sur la droite (AE). Les points A et E ont pour coordonnées respectives (0; 0) et

2 3
(5 ; 1). Donc la droite (AE) a pour équation y = Ex.
)l . 3 3 2 . 4
G € (AE) d’équation y = Ex donc yg = EXG' Comme yg = 3’ on déduit que xg = e

. . (4 2
Le point G a pour coordonnées (5 ; 5)

Partie B : étude de la proposition B

1. a. D’apresle texte, 'ordonnée yg du point E est égale a 1 et ce point appartient a € donc
e—1
2
b. Labscisse du point G vaut 0,5 et le point G appartient a 6€f; donc:
fxg)=ye = f(0,5) =yc < In2=yg
Le point G appartient aussi a 6 donc:

fxp)=yr = In@Rxp+1)=1 < 2xg+1=€ < xg=
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1-x¢ 1-0,5

):y(;@k( )=ln2<=>k=1n2

2. a. Soit F la fonction définie sur R} par F(x) = (x+0,5) xIn(2x+1) — x.
F est dérivable sur R} et :

8(xg) =yc < k(

’

F'(x)=1xIn@2x+1)+(x+0,5) x

—1=In@x+1)+1-1=In2x+1) = f(x)

2x+1
Donc f a pour primitive F sur R}.
. . . .e-1
b. Soit K le projeté orthogonal de E sur (AB). Comme le point E a pour abscisse ,etque la
e—1
fonction f est positive, I'aire sous la courbe entre 0 et est donnée par :
e—1
z el e—1 e e—1 1
x)=dx=[F(x)],? =F|—|-F(0)=—lne-——-0==
fo [ [F(x)], ( 2 ) (0) 2 2 2
L. e—1 e-1
Laire du rectangle ADEK est AD x DE =1 x =5
e—-1 1 e
Doncr=——--=—--1
2 2 2
1-x 1
3. g(x)=In2x =ln2x|[—--1
x X
Donc une primitive de g sur 10; +oo[ est donnée par : G(x) =In2 x (In x — x).
In(2) -1
4. On admet que les résultats précédents permettent d’établir que s = [In(2)]% + %
e
r= £} -1=0,36€10,3;0,4[.
In2)-1
s=[In@2)*+ % ~0,33€10,3;0,4[
t=1-r—-s=0,31€10,3;0,4[
Donc la proposition B vérifie les conditions imposées par le fabriquant.
Exercice 4 5 points

Candidats ayant choisi 'enseignement de spécialité

Dans cet exercice, on s'intéresse aux triplets d’entiers naturels non nuls (x, y, z) tels que x> + y* = z.

Ces triplets seront nommés « triplets pythagoriciens » et notés en abrégé « TP ».

Partie A : généralités

1. Soit (x, ¥, z) un TP; alors x? + y* = z2. Soit p un entier naturel non nul.

2 ce qui équivaut a (px)? + (py)? = (pz)°.

Donc (px, py, pz) estaussi un TP.

Alors p? x x> + p* x y> = p? x z

2. Soit (x, ¥, 2 un TP,
On va utiliser deux résultats connus du cours : un nombre et son carré ont la méme parité, et la
somme de deux nombres impairs est un nombre pair.
x impair < x? impair
y impair < y? impair
Donc x, y et z ne peuvent pas étre tous les trois impairs.

} = x? + y? pair < 2z pair < z pair

3. Pour cette question, on admet que tout entier naturel non nul n peut s’écrire d'une fagon unique
sous la forme du produit d'une puissance « de 2 par un entier impair k: n=2% x k

a. La décomposition en facteurs premiers de 192 est 26 x 3; c’est aussi la décomposition de 192
au sens donné dans cet exercice.

b. Soient x et z deux entiers naturels non nuls, dont les décompositions sont x =2% x ket z =
28 x m.
x:z(xXk:xzzzzdxk2:2x2:22d+l sz

z=2Pxm= 22 =22 x m?
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c. Pour que les deux nombres 2x? et z2 soient égaux, il faut et il suffit que leurs décompositions
soient les mémes (puisque cette décomposition est unique) ; I'un a pour décomposition 2! x
k? et l'autre 28 x m?.
Ces deux décompositions ne peuvent étre les mémes car 2a + 1 est impair et 2 est pair.

Donc il n’existe pas de couple d’entiers naturels non nuls (x, z) tels que 2x? = z°.

On admet que la question A - 3. permet d’établir que les trois entiers naturels x, y et z sont deux a deux
distincts. Comme de plus les entiers naturels x, y jouent un réle symétrique, dans la suite, pour tout TP
(x, ¥, 2), les trois entiers naturels x, y et z seront rangés dans I'ordre suivant: x < y < z.

Partie B : recherche de triplets pythagoriciens contenant I'entier 2015

1. 2015=5x13x31; on en déduit que 2015 =5 x 403.
On sait que (3, 4, 5) est un TP donc, d’apres la question 1. (3 x 403, 4 x 403, 5 x 403) est aussi un TP.
Donc (1209, 1612, 2015) estun TP.

2. On admet que, pour tout entier naturel n, (2n+1)2+ (202 +2n)* = (2n2 +2n+1)°.
Si2n+1=2015, alors n=1007.
Pour 7n=1007, ona: (2n*>+2n)2 =2030112 et (2n* +2n+1)2+1=2030113.
Donc (2015, 2030112, 2030113) estun TP.

3. a. On cherche deux entiers x et z tels que : 22 — x> = 403> < (z— x)(z+ x) = 403?; or 4032 =
169 x 961. Donc z? — x*> =403 < (z—x)(z+x) = 169 x 961.

Les nombres x et z tels que Z-x = 169 répondent a la question
€Y 4 x = 961 P q :
z—x = 169 2x = 961-169 2x = 792 — x = 396
z+x = 961 2z = 169+961 2z = 1130 z = 565

Donc 5652 — 3962 = 4032.

b. D’apres la question B 3.a) : 3962 + 403 = 5657 ; on en déduit que (396, 403, 565) est un TP.
En multipliant par 5 on obtient le TP cherché: (5 x 396, 5x 403, 5x565) = (1980, 2015, 2825).

Retour a la liste des corrigés
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EXERCICE 1 3 points
Commun a tous les candidats

—_

1— — —
l.AI:EAB<=>AB=6AI<=>B(6;0;O);
- 1— —_— —
AI:ZAD@AD=4A]<:>D(O;4;O);
— 1 — — —
AK:EAE@AE:ZAK@K(O;O;Z).

Comme E = Ké + & = Kﬁ + E’ + ﬁ = 6A7 +4A7+2ﬁ, donc G(6; 4; 2). On en déduit que
IG(-1;1;0) et JG(6; 3; 2).
Orn-1G=-2+2+0=0et
n-JG=12+6-18=0.
Le vecteur 7 est donc normal 2 deux vecteurs manifestement non colinéaires du plan (IJG) est
normal a ce plan.
2. On sait qu’alors une équation du plan (IJG) est :
M(x; y; 2€IG) <= 2x+2y—-9z+d =0.
En particulier: 1(1; 0; 0) € IJG) < 2+0-0+d =0 < d=-2.
Une équation du plan (IJG) est: M(x; y; z) € IJG) <= 2x+2y—-9z-2=0.

3. Onaﬁ=E+ﬁ=ﬁ+ﬁ,doncﬂ6;0;2).
Or M(x; y; z) € (BF) < ilexiste teRtel que BM = tBF <—

x—6 = 1(6-6) X = 6
y-0 = t0-0 << y = 0
z—=0 = t2-0) z = 2t
Doncsi M(x; y; z) € IJG) n (BF) ses coordonnées vérifient le systeme :
X = 6
= 5
i’ _ , =2x6+0-9x20-220 = 10-181=0 <= 10=187 <= 1= .
2x+2y-9z-2 = 0

En remplacant ¢ par 3 dans I’équation de la droite (BF), on obtient :
10
L(G ;05 —)
9
4. La section avec (ABCD) est la droite (IJ).
La section avec (ABFE) est la droite (IL).
La section avec (BCGF) est la droite (LG).

1l reste a trouver 'intersection P du plan (IJG) avec la droite (HD) : comme les plans (ABFE) et
(DCGH) sont paralléles, les droites (I]) et (GP) sont paralleles.

On trace donc la parallele a (IL) contenant G qui coupe (HD) en P.
La section est donc le pentagone JILGP (voir a la fin).
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EXERCICE 2 4 points
Commun a tous les candidats

1. M(z) estinvariantsiM'=M <= 7/ =z < z°+4z+3=2z < z°+3z+3=0.
A=32—4x3=9-12=-3=(iV3)".
Cette équation a deux solutions :
-3+iv3 -3-iV3
= etzy = .
2 2
9 2
Onalal?=(-3)+ () =3+i=3=1al=v5.

Le méme calcul donne |z| = v/3.

-3+iv3 3 .1
Onadonczlle\/_z\@(—éﬂz)

21

= V3 (cos 32 +isin 32) = V/3el T .

On trouve de la méme facon que z, = ﬁe‘i%.
2. Ona zp = zp, donc |za] = OA = |z2| = V3.
De méme zg = z;, donc |zg| = OB = |z1| = V3.

—3+i\/§_(—3—i\/§

Enfin AB = |z — za| = =|iv3|= V3.

2 2
On a donc OA = OB = AB = /3 : le triangle OAB est un triangle équilatéral.

3. Soit M(x; y) et M'(x'; y') son point associé.
M’ est sur I'axe des réels si ' = 0.
Or on sait que 'affixe du point M est :
Z2+4z+3=(x+iy)? +4(x+iy) +3= x> — y? + 2ixy + 4x+4iy+3 = x> — y? +3+iQRxy + 4y).

= 0 = 0

Onadoncy =0 < 2xy+4y=0 < 2y(x+2)=0 < { i+2 e { % _
Conclusion : 'ensemble & est constitué des points d’ordonnée nulle donc de '’axe des abscisses et
des points de la droite verticale dont une équation est x = —2 (droites en bleu).

A 14
v
| : 0 : |
-3 $ -1 u 1 2
B -1 4
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EXERCICE 3 3 points
Commun a tous les candidats

1. Onsaitque P (u; —201 < X1 < 1 +201) = 0,95, soit P (1,53 < X; < 1,77) = 0,95.
>

2. a. Onsaitque P (X,

170) =0,5+P (170 < X2 < 175) = 0,5+0,18 = 0,68.

b. Soit FI'événement «la personne choisie est une femme » et S I'évéenement «la personne choi-

sie mesure plus de 1,70 m». On a P(F) = 0,52 et donc P (1_3) = 0,48. La probabilité cherchée
est Pg(F).

De méme qu’a la question 2. a. la probabilité qu'une femme choisie au hasard dans ce pays
mesure plus de 1,70 metre est

P(X; >2170)=0,5—P (165 < X» < 170) = 0,2. Soit Pr(S) =0, 2.

D’apres la formule des probabilités totales :

P(S) = P(SNF)+ P(SNF) = P(F) x Pr(S) + P (F) x P5(S) % 0,52 x 0,2 +0,48 x 0,68 ~ 0,4304.
PSNE) _ Pr(§)xP(F) 0,2x052 0104 o

Donc Pg(F) = =~ = =~
P(S) P(S) 0,4304 0,4304
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EXERCICE 4 5 points
Commun a tous les candidats

Partie A Modélisation

1. On sait que le coefficient directeur de la tangente en un point est égal au nombre dérivé de la
fonction en ce point. Il faut donc que f’(1) =0.

Or f est dérivable sur [1; 8] et sur cet intervalle :
f'(x)=ae ™+ (ax+b) x (-1)e"* =e *(a—ax—b).
Donc f/(1) =0 < e Y(a—a-b)=1 < -be ' =0 < b=0,care ! #0.
2. Le haut de la courbe est obtenu pour x =1. Or:
3,56<f(l)<4 < 3,5<ae”! <4 < 3,5e<a<4e.
Or 3,5e = 9,5 et 4e = 10,9 : le seul entier compris entre ces deux valeurs est a = 10.
On adoncsur [1;8], f(x)=10xe™*.

Partie B Un aménagement pour les visiteurs

1. En dérivant g comme un produit, on a pour tout réel de [1; 8] :
gX)=10x(-De *+10(-x—1) x (-1)e ™ * = -10e *(1-x—1) = 10xe™* = f(x).
g est donc une primitive de f sur [1; 8].

2. Comme x >0ete >0, 0ona f(x)>0sur [1; 8. Donc l'aire de la surface hachurée est égale en
unités d’aire (soit1 x 1 =1 m?) al'intégrale :

8
fl fdx=[g018=g®-g)=10(-8-1)e ®~10(-1-1)e~ =20e"' —90e 8.

D’apres les conditions du peintre son devis sera donc d'un montant de :
D =300+50(20e™! —90e8) ~ 666,37 €.

Partie C Une contrainte a vérifier

1. La fonction f’ est dérivable sur [1; 8] et sur cet intervalle [1; 8] :

f(x)=10x (-1)e ™ +10(1 — x) x (-1)10e"* = 10e *(-1 -1+ x = 10(x —2)e™ ™.

Comme e~* > 0 quel que soit le réel x, le signe de f”(x) est celui de x —2.

e Sil<x<2, x—2<0:lafonction f’ est donc décroissante sur [1; 2[;

e Si2<x <8, x—2>0:lafonction f’ est donc croissante sur ]2; 8[;

e Six=2, f'(2) = -10e 2 = —1,35 est donc le minimum de la fonction f’ sur [1; 8].
2. Une équation de la tangente (T)s) au point M(x; y) est:

P(X; Y)e(Ty) < Y —fx)=f(0)X-x).

Le point L est le point de cette droite d’'ordonnée nulle donc son abscisse X vérifie :

-f(x) fx)
[ =fNX-x) <= X-x= 700 (:)X:x_f’(x)'
. _PM _ fx ic
Dans le triangle MLP, on tana = PL - ‘x_ e _x‘ = i} -
flx) f(x)

=@ =1f" (0l
3. On a vu dans I'étude de la fonction f’ que celle-ci décroit de /(1) = 10(1—1)e~! = 0 a —1,35 puis
croissante de f'(2) a f'(8) = 10(1 - 8)e % = —70e~ = —0,023.
Le maximum de la fonction | f’(x)| est donc 1,35 ~ tan53,47 °
Cette valeur est bien inférieure a la valeur 55 °. Le e toboggan est conforme.
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EXERCICE 5 5 points
Candidats n’ayant pas choisi '’enseignement de spécialité

Partie A — Conjectures a 'aide d'un algorithme

1.

Variables : n, k entiers
S, vréels
Initialisation :  Saisir la valeur de n
v prend la valeur In(2)
S prend la valeur v
Traitement : Pour k variant de 2 a n faire
v prend la valeur In (2 —e"")
S prend la valeur S + v
Fin Pour
Sortie : Afficher S

2. D’apres les valeurs affichées il semble que la suite (S;) soit croissante.
Partie B - Etude d’une suite auxiliaire

1. Onau; =e”t =elt@ =2,

. —e Vi —
Pour tout entier naturel n, u,,; =e’n! = eln(@—e™") = (2 _ g tn) =

1 1
2—- —=2-—.
eln Up
2. D’apres le résultat précédent :
9 1 3
U» = _—-_-= —;
2 2 2
2 2 4
U3 =2——-=-;
¥ 33
2 3 5
Uy=2—--—=-—.
¢ 4 1

3. Démonstration par récurrence :
Initialisation :la relation est vraie pour n = 4;

+1
Hérédiré : Supposons qu'il existe un naturel p > 4 tel que u, = pT
1 2p+2-— +2
Onaups1 =2—-—=2- P = P P = P :la relation est donc vraie au rang p + 1.
Up p+1 p+1 p+1
n+1
On a donc démontré par récurrence que pour tout entier naturel » non nul, u, = .
Partie C - Etude de (S,)
1. Pour tout entier naturel » non nul, u, =e'» < v, =lnu,.
De la question précédente on peut écrire :
n+1
vp=lIn——=Inn+1)-Inn=-Inn+In(n+1).
n
2. S3=v1+1r+v3=—-In1+In2-In2+In3-In3+In4=In4-In1=1In4 (ou2In2).
3. Su=vi++--+vy,=—-In1+In2-In2+In3-In3+In4+---—In(n—-D+Inn-Inn+In(n+1) =

—Inl1+(In2-In2)+(In3-In3)+(In4-In4)+---+(In(n-1)-In(n—-1))+ (Inrn-Inn)+In(n+1) =
—Inl+In(n+1) =In(n+1).
Ona nlierS n = +oo. La suite (S,) est divergente.
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EXERCICE 5 5 points
Candidats ayant choisi 'enseignement de spécialité

-4 6

On consideére la matrice A = (_ 3 5)
L a2 [16-18 —24+430) (-2 6
* T l12-15 -18+25) (-3 7

(-4 6) (2 0| (~4+2 6\ (-2 6)_ .,
A+21‘(—3 5)+(—0 2)‘ -3 5+2)‘(—3 7)‘A

2. En partant de I'égalité A> = A+ 21, on obtient en multipliant chaque membre par A :
A3 =A(A+21) = A2 +2A=A+2I+2A=3A+2I et on recommence :
A= Ax A= ABA+2D) =3A%>+2A=3(A+2D) +2A=5A+6I
3. Démonstration par récurrence
o Initialisation :Pour n=0, A°=T=0A+ 11 =ryA+ sol. larelation est vraie au rang 0.
* Hérédité : Supposons qu'il existe un naturel p non nul, tel que A” = r, A+ s, I. En multipliant
chaque membre par A, on obtient :
Ax AP = A(rpA+spl) < AP =1y A2+ 5,A=rp(A+2D +s,A=
(rp+sp)A+2r,I =rps1 A+ sp11 : larelation est donc vraie au rang p + 1.
¢ On a donc démontré par récurrence que, pour tout entier naturel 7,
A" =r, A+ syl
4. On a pour tout entier naturel » non nul :
kp+1=Tne1 = Sps1 =Tn+Sp—2rn = Sp—rn = — (rp = $p) = —kn.
Légalité k,+1 = —k, montre que la suite (k;) est géométrique de raison —1.
On sait qu’alors k;, = ko(-1)" = —(-1)".
D' 1.2
3 3 3
1_z

2211—1 — 1211
3 3

5. nm=rp+sp=1donct;=r +

On sait qu’alors pour toutn > 1, t;, = t; x g~

D" 1 =n"
6. O d =1, — = (- - ——
nadoncry n 3 3( ) 3

Pourtoutn>1, k, =r, — s, et k, =—(—1)"; on en déduit que

1 1 1 2
Sn=rp+(D"==2"——(-D"+(-D"==2"+-(-D"
n=Tn+(=1) 3( )P+ (=D 3 3( )

3
—4ry, 6rn) N (sn 0 ) B (—4rn + Sy 61y

7. An = rnA+ SnI dOnC Afl = (_Srn 5rn 0 Sn _?)rn 5rfl + S

4 4 1 2
o —Arp+s,= —52”+ 5(—1)”+ §Z”+ 3 (-D"=-2"+2(-)"

6 6
e 61 :_Zn__ _1n=2n+1_2 _1n
n=3 3( ) (=D

1 1
o Brp=-3(2"—_(-1D"|=-2"+(-1"
" (3 37 =D

5 5 1 2
¢ 5yt Sy ==2"— (1) + =2+ = (-1)"=2x2" - (=1)" =2"+! — (=1)"
ntn =g 3( ) 3 3( ) (-1 (=1

24 2(=1)" 2mtl_p(=1n

: . n _
Conclusion : A" = ( _on g (= omtl_(_q)n
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Annexe

A rendre avec la copie

EXERCICE 1

Retour a la liste des corrigés
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Exercice 1 5 points

Commun a tous les candidats

Partie A

Un concurrent participe a un concours de tir a I'arc, sur une cible circulaire. A chaque tir, la probabilité
qu'il atteigne la cible est égale a 0,8.
1. Le concurrent tire quatre fleches. On considere que les tirs sont indépendants.

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de fleches atteignant la cible.

Pour un tir, la probabilité du succes est p =0, 8.

On répete 4 fois de facon indépendante le tir, donc la variable aléatoire X suit la loi binomiale de

parametres n=4et p=0,8.

n

© p*(1 - p)" %, On cherche ici :

Pour une loi binomiale %(n, p),ona: P(X = k) =

4 4
P(X>3)=P(x=3)+P(X=4)= (3) x 0,83 x0,2! + (4) x 0,8 x0,2° = 0,4096 +0,4096 = 0,8192

=~ 0,819
2. La concurrent tire n fleches de fagon indépendante; donc la variable aléatoire X qui donne le
nombre de succes suit la loi binomiale de parametres n et p =0, 8.

Pour atteindre en moyenne 12 fois la cible, il faut que 'espérance mathématique de la variable
X soit égale a 12. Une variable aléatoire X suivant une loi binomiale %(n, p) a pour espérance
mathématique E(X) = np.

12
On doit donc chercher n pour que nx0,8 =12 <= n= 03 <~ n=15.

’

Il faut donc que le concurrent prévoie 15 fleches pour atteindre en moyenne la cible 12 fois.

Partie B

On suppose que la variable aléatoire X suit une loi normale d’espérance 0 et d’écart-type 10.
1. Pour que la fleche soit hors de la bande grisée, il faut que (X < —10) ou (X > 10).
On cherche donc P((X <-10)U (X > 10)) qui est égalea 1 - P(—10 < X < 10).
X suitlaloi normale de moyenne p = 0 et d’écart type o = 10, et on sait que pour toute loi normale,
P(u—o0<X<pu+0)=0,683 donc P(-10< X < 10) =0,683.

On peut donc dire que la probabilité que la fleche soit hors de la bande grisée est approximative-
ment de 1-0,683 =0,317.

On peut également trouver ce résultat en utilisant la calculatrice.

2. On cherche un nombre positif ¢ tel que P(—¢ < X < ) = 0,6. Cela correspond au schéma suivant,
en tenant compte des propriétés de symétrie de la fonction de densité de la loi normale :

A 60 %
20% K 20%

P-t<X<1)=06 <— PX<H-PX<-1) = 0,6
— PX<L<H-PX=>1 = 0,6
— PX<H-1-PX<<1) = 0,6
= 2P(X<1H-1=0,6
= 2P(X<t = 1,6
— pPX<rt =08
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A la calculatrice, on trouve t ~ 8,416.

Les deux droites verticales délimitant la bande grise ont pour équations x = —8,4 et x = 8,4; alors
la probabilité d’atteindre cette bande grisée est approximativement de 0,6.

Partie C

La durée de vie (exprimée en heures) du panneau électrique affichant le score des concurrents est une
variable aléatoire T qui suit la loi exponentielle de parametre A = 10~* (exprimé en h™!).

t
D’apres le cours, on peut dire que P(T' < ¢) = f e Mdx= [—e_“] =1-e Met que
0
At

P(T>H=1-P(T<H=1-(1-eM)=e"
1. La probabilité que le panneau fonctionne au moins 2 000 heures est P(T > 2000).
P(T >2000) = e 1072000 ~ g 819
2. Restitution organisée des connaissances

Dans cette question, A désigne un réel strictement positif.
On rappelle que I'espérance mathématique de la variable aléatoire T suivant une loi exponentielle

X
de parametre A, est définie par: E(T) = thP f Are~Mdt.
—+00 g

a. On considere la fonction F, définie pour tout réel ¢ par: F(¢) = (— t— %) e M,
La fonction F est dérivable sur Ret :
Fl(x)=—-1xe M4 (—t— %) x(—D)eM=—eMypAreMpe M= Ate M=f(1)
Donc F est une primitive de la fonction f sur R.

b. L'espérance mathématique de la variable aléatoire T est :

X X
E(D= lim | Ate™Mdt= lim f f(dt= lim (F(x)—F(O))
x—+00 J x—+00 Jq X—+00

I L) -ax 1 - xLoax, 1
—xllrpm( (—x—i)e - _Xxl])_xllrfloo(_xe —xe +1
1 /1 1 Ax 1 1
. _ —)Lx: - o 2 aAx 2
xl—l>IPoo xe xl—l»Too e doncE(T) l—l»IPoo( 1ol /16 +/1)
e 1>0= lim Ax=+oc0
x—»_+</>10 elx 1 Ax
On pose X = Ax = lim =+o0o= lim ———— =0
eX x—+oo Ax x—+oo ) elx
Onsaitque lim — =400
X—+o00 X
¢ 1>0= lim Ax=+oc0
X—+00 1
Onpose X = Ax = lim e ™ =0= lim ——e =0
. . _X X—+00 x—+o00 A
Onsaitque lim e ™~ =0
X—+o0

1 1 1
e Parsomme, lim |-xe ™ ——e M4+ _|=2 etdonc E(T)= —
X—+00 A A A

Lespérance de durée de vie du panneau électrique affichant le score des concurrents est
1
T =10* soit 10 000 heures.

=]~

Exercice 2 4 points

Commun a tous les candidats
Dans les questions 1 et 2, on munit I’espace d'un repére orthonormé, et on considere les plans &, et %,
d’équations respectives x+ y+z—-5=0et7x—-2y+z—-2=0.
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1. Affirmation 1 : les plans &2, et &, sont perpendiculaires.
Le plan &2, a pour vecteur normal E : (1; 1; 1) etle plan 2, a pour vecteur normal g 2 (7;-2;1).

EZ =7-2+1=6# 0donc ces deux vecteurs ne sont pas orthogonaux et donc les plans &, et
2%, ne sont pas perpendiculaires.

Affirmation 1 : FAUSSE

2. Affirmation 2: les plans 2, et &, se coupent suivant la droite de représentation paramétrique :

X = t
y = 2t+1 ,teR.
z = =3t+4

On a vu dans la question précédente que les plans &2, et 22, avaient respectivement pour vecteurs
normaux 1y : (1;1;1) et ny : (7; —2; 1); ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc les plans
ne sont pas paralleles. Les plans 27 et 2, sont donc sécants.

X = t
Soit d la droite de représentation paramétrique{ y = 2t+1 ,teR.
z = =3t+4

Pour voir si cette droite est I'intersection des plans &, et 2%, il suffit de déterminer deux points de
cette droite et de vérifier s’ils appartiennent aux deux plans.

* Enremplacant ¢ par 0 dans la représentation paramétrique de la droite d, on obtient le point
A(0;1;4).0rxa+ya+z24—5=0+1+4-5=0donc A &, et 7xa—2ya+24—2=0-2+4-2=0
donc A€ 2. On peut dire que A€ 2, NZP,.

e Enremplacant ¢ par 1 dans la représentation paramétrique de la droite d, on obtient le point
B(1;3;1).0rxp+yp+2zp—5=1+3+1-5=0donc Be &, et 7xp—2yp+zp—2=7—-6+1-2=0
donc B € 2%,. On peut dire que B € 22, N %P,.

Lintersection des deux plans &2, et & est la droite (AB) de représentation paramétrique

X = t

y = 2t+1 ,teR.

z = =3t+4
Affirmation 2 : VRAIE

3. Affirmation 3 : au niveau de confiance de 95 %, la proportion de parties gagnées doit appartenir a
I'intervalle [0,658;0,771].

2
Le joueur gagne avec une fréquence de f = TE =0,7147.

Léchantillon est de taille n =312>30; nx f =223>5etnx (1—- f) =89 >5.
Donc on peut déterminer I'intervalle de confiance au seuil 95 % :

1 1

223 1 223 1
— f+ N
vn vn

—————+——| = [0,658;0,771]
312 /312 312 /312

I=|f-

Affirmation 3 : VRAIE

Remarque du correcteur - En fait, les deux bornes de l'intervalle ont pour valeurs approchées a
10~* les nombres 0,658 1 et 0,771 4; la régle veut que I'on arrondisse par défaut la borne inférieure,
et par exces la borne supérieure, pour que l'intervalle obtenu contienne l'intervalle donné par la
formule; I'intervalle obtenu serait alors [0,658 ;0,772] ce qui rendrait I'affirmation fausse.

Mais était-ce vraiment I'intention du concepteur du sujet de « jouer » sur la troisieme décimale ?
Il faudrait, pour en étre stir, avoir les consignes de correction.

4. On considere I'algorithme suivant :
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VARIABLES

a, b sont deux nombres réels tels que a < b
x est un nombre réel
[ estune fonction définie sur l'intervalle [a ; b]

TRAITEMENT

Lireaetb
Tant que b—a > 0,3

+b
x prend la valeur a

Si f(x)f(a) > 0, alors a prend la valeur x
sinon b prend la valeur x
Fin Si
Fin Tant que

+
Afficher &

Affirmation 4 : sil'onentre a=1, b =2 et f(x) = x% -3, alors l'algorithme affiche en sortie le

nombre 1,687 5.

On fait tourner I'algorithme avec les valeurs de a, de b et 'expression de f données dans le texte,
et on va décrire ce qui se passe a chaque étape en affichant I’état des variables a, b et x :

a b X

a recoit la valeur 1 1

b recoit la valeur 2 1

b—a=1>0,3 donc on entre dans la boucle 1

x prend la valeur a;— b =1,5 1 2 1,5
fla)=1>-3=-2 1 2 1,5
f(x)=1,5>-3=-0,75 1 2 1,5
f(x) x f(a) >0donc a prend la valeur x =1,5 1,5 2 1,5
fin du tant que 1,5 2 1,5
b—-a=0,5>0,3 donc on entre dans la boucle 1,5 2 1,5
x prend la valeur atb =1,75 1,5 2 1,75
fla)=1,5*-3=-0,75 15| 2 | 1,75
f(x)=1,75* -3 =0,0625 5] 2 | 1,75
f(x) x f(a) <0donc b prend la valeur x = 1,75 1,5 1| 1,75 | 1,75
fin du tant que 1,5 | 1,75 | 1,75
b—a=0,25<0,3 donc on n'entre pas dans laboucle | 1,5 | 1,75 | 1,75
On affiche ath _ 1’521’75 =1,625 1,5 | 1,75 | 1,75

Affirmation 4 : FAUSSE

11 S'agit de l'algorithme de recherche par dichotomie de la solution positive de I'équation x> —3 = 0.
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Exercice 3 6 points

Commun a tous les candidats

Pour tout 1 de N, on définit la fonction f;, pour tout réel x de I'intervalle [0; 1] par: f,(x) = x + e~ D,

Partie A : généralités sur les fonctions f,

1. e« Onsait que, pour tout X, eX >0 donc e”™*~1 > 0 pour tout 7 € N et tout x € R.
Sur [0;1], x> 0,donc x+ eV >0 < f,(x) >0 pour tout n € N.
* fuestdérivablesurRet f(x) =1+ ne" ™1,
Pour pour tout 72 € N et tout x € R, ne"™*~Y > 0 donc f},(x) > 0 donc la fonction f;, est stricte-
ment croissante sur [0; 1].
2. fu(1) =1+ e =2 donc toutes les courbes €, passent par le point A de coordonnées (1; 2).
3. Alaide des représentations graphiques, on peut conjecturer que le coefficient directeur de la tan-
gente en A a la courbe 6, tend vers +oo quand n tend vers +oo.
Le coefficient directeur de la tangente en A a la courbe 6, est égal a f;,(xa) = f1,(2) =1+ ne™.

lim n = 400 par produit

neteo = lim ne” =+oco= lim f,(2)=+o00
lim e" = +oo0 n—+00 n—+oo

n—+oo

Partie B : évolution de f;,(x) lorsque x est fixé

Soit x un réel fixé de l'intervalle [0; 1]. Pour tout entier naturel n, on pose u, = f,(x).

1. Dans cette question, on suppose que x = 1.
Pour tout n € N, f,;(1) = 2 donc la suite (u,) est constante et chacun de ses termes est égal a 2; la
suite (u#;) admet donc le nombre 2 comme limite.
2. Dans cette question, on suppose que 0 < x < 1.
xe[0;1[=x-1<0
ngrllwn(x —1)=—co= lim e"™Y =0 (limite de fonctions composées)

n—+oo

On en déduit que lim (x+e"* V) =xetdoncque lim u,=x.
n—+oo n—+oo

Partie C : aire sous les courbes €,

Pour tout entier naturel n, on note A, l'aire, exprimée en unité d’aire, du domaine situé entre I’axe des
abscisses, la courbe 6, et les droites d’équations respectives x =0 et x = 1.

A partir des représentations graphiques et particuliérement en regardant I'aire sous la courbe €9, on
peut conjecturer que la limite de la suite A, est >

Pour démontrer cette conjecture, on cherche une primitive de la fonction f;, : pour n > 0, la fonction F;,

2 n(x—1)
, x° e
définie par Fj(x) = > +

1
La fonction f;, est positive sur [0; 1] donc I'aire A, est donnée par f fa(B)dt.
0

est une primitive de f;, sur [0; 1].

1 1 1 e 1 1 e
Pourn>0, A, = fn)dt=F,(1)-F,0)=|-+—|—- |0+ ==+4—-
0 2 n n 2 n n
1

lim —=0 . e " . 1 1 e™™ 1 ) 1
n—+oon = lim =0= lim |- +—- ):—;donc lim A,=-

lim e—n =0 n—+oo n n—+oo\ 2 n n 2 n—+oo 2
n—+oo
Exercice 4 5 points

Candidats n’ayant pas choisi 'enseignement de spécialité

Le plan est muni du repere orthonormé direct (O, u, v )

V3

1
On donne le nombre complexe j = — > + i7.
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Partie A : propriétés du nombre j

1. a. Onrésout 'équation : z>+z+1 = 0; A = —3 < 0 donc cette équation admet deux solutions

o -1+iV3 -1-iv3
complexes conjuguées: z) = ———— et zp = ———

2
1 3 -1+iv3
b. j=_§+i§:T\/—=Z1 donc j est solution de I'équation z* +z+1=0.
2
1\2 3 1 3
1
cosf = ——
1 V3 2 =
j:__+i£;oncherche6telque Donc 8 = — [27]
2 2 i v3 ’
sinf = >

La forme exponentielle de j estdonc: j= e i
2m\3 s 2mx .
3. a. jsz(el%) — el _ gix2n
b. j estsolution de 'équation z> + z+1=0donc j>+ j+1=0etdonc j2 = -1 .

4. Onnote P, Q, R les images respectives des nombres complexes 1, j et j?> dans le plan.

1 3 1 3 1 3
Papourafﬁxe1;Qapourafﬁxej:—§+i§etRpourafﬁxej2:—1—j:—1+——i§:—E—i§
2
V3 3 .v3|" 9 3
PQ’=|-—+i—-1| =|-2+i—| =—+>=3=PQ=V3
Q ' 2 2 2 4 4 Q v3
1 V3 1 3 2
Rz____._ __._2: s 3 23 R= 3
Q 2 12 2 12 |1\/—| =Q V3
vall |3 v3* 9 3
RP2=|1+-+i—| =|-+i—| =-+-=3=RP=V3
2 2 2 4 4

PQ = QR =RP donc le triangle PQR est équilatéral.

Partie B

Soit a, b, ¢ trois nombres complexes vérifiant I'égalité a +jb +j*c = 0.
On note A, B, C les images respectives des nombres a, b, ¢ dans le plan.
1. Onsaitque a+ bj+cj?>=0donc a=—jb- jc.
Or, d’aprés la question A. 3. b., j> = —1— j donc:
a=-jb—j*c=-jb—(-1-j)c=—jb+c+jc < a—c=jlc—b)
2. a—c=jlc-b)=la—-cl=|jlc-b)| < la—cl=|j| x|c- bl
On a vu précédemment que | j| = 1; de plus |a— c| = AC et |c — b| = BC.
On a donc démontré que AC = BC.
3. On sait que @ = —jb— j?c. On sait aussi que j> = —1—- jdonc j=-1- j2.
Onadonca=—(-1-j)b-j*c=b+j?b-j*cce qui équivaut a a— b = j*>(b - c).
4. On saitque |j| =1 donc |j?| = |j|2 =1.Deplus|a—b|=ABet|b—c|=CB.
On a vu dans la question précédente que a— b = j?(b - c) ce qui entraine |a— b| = |j2(b— c)| ou
encore |a— bl = | j*| x |b— c|. Cette derniére égalité équivaut a AB = CB.
Comme AC = BC et AB = CB, on a démontré que le triangle ABC était équilatéral.

Exercice 4 5 points

Candidats ayant choisi 'enseignement de spécialité

On dit qu’un entier naturel non nul N est un nombre triangulaire s’il existe un entier naturel n tel que :
N=1+42+...+n.
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Partie A : nombres triangulaires et carrés d’entiers

1. 36 = % = % =1+2+3+4+5+6+7+8 donc 36 est un nombre triangulaire.
De plus, 36 = 6.

nn+1)

——=

Donclenombre 1+2+...+n est le carré d'un entier si et seulement s’il existe un entier naturel

ptelque: n®>+n—-2p®=0.

2. a l+2+..+n=p? = — nn+1)=2p? < n*+n-2p*>=0.

b. " +n-2p>=0 < 4n’+4n-8p*=0 < 4n’+4n+1-8p’>=1 < (2n+1)>-8p’>=1
Donclenombre 1+2+...+n estle carré d'un entier si et seulement s’il existe un entier naturel
ptelque: (2n+1)%>-8p?=1.

Partie B : étude de I'équation diophantienne associée
On consideére (E) I'équation diophantienne x> —8y> =1, ol xeNet y e N.

1. Deux couples solution sont, par exemple, (3; 1) et (1; 0).

2. Soit (x; y) un couple d’entiers relatifs non nuls (x; y) solution de (E).
Soit d un diviseur commun a x et y.
Alors d divise x?, y?, 8% et donc d divise x*> —8y? donc d divise 1.
On en déduit que d = 1 ou d = —1 ce qui veut dire que x et y sont premiers entre eux.

Partie C : lien avec le calcul matriciel

. . . N ) 3 8
Soit x et y deux entiers relatifs. On considere la matrice A = (1 3).

)

/
On définit les entiers relatifs x' et y’ par I'égalité : (;) =A
x'\ (3x+8 "=
= Y — x, 3x+8y
x+3y x+3y

L [)=20) =)= -6 =G y

2. Lamatrice A a un déterminant égal a 1, donc non nul, donc elle admet une matrice inverse AL

. . - . . a b , N
Pour déterminer A~! on peut chercher la matrice carrée A’ = (c ) et résoudre le systeme de 4

d

1 1
équations a4 inconnues A x A’ = (0 (1)), enfin il faut vérifier que A" x A= (0 (1))

. . . 1, . _ 3 -8
On peut également déterminer A~ 4 la calculatrice et on trouve : A~} = ( )

== 364~ )0

y = —x'+3y
3. (x; y) est solution de (E) < x*>-8y° =
— (3x'-8y)*-8(-x'+3y)* =1
— 9x?-48x'y +64y% -8(x?-6x'y +9y?) =1
> 9x? —48x’y’+64y’2 —8x"2 +48x’y’—72y’2 =1
— xrz —8_)/’2 =1
< (x'; y") est solution de (E)

4. On considere les suites (x;) et (yn) définies par xp = 3, yo = 1 et, pour tout entier naturel n,
(xn+1) _ A(xn)'
Yn+1 Yn
Soit 22, la propriété : (x,; y,) est solution de (E).

e Pourn=0:x)=3etyy=1donc xg —8y(2) =9-8=1donc (xp; yo) est solution de (E).
La propriété est vraie au rang 0.
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* Onsuppose que la propriété est vraie a unrang p (p > 0) c’est-a-dire que (x; yp) est solution
de (E); c’est 'hypothese de récurrence.
On veut démontrer que (Xp+1; Yp+1) est solution de (E).
On a vu dans la question précédente que si (x; y) était solution de (E), alors (x; y') défini par

x' X . .
|=A est aussi solution de (E).
y y

Comme (x,; y,) est solution de (E), on peut dire que (x,+1; ¥n+1) est solution de (E) puisque

(x”+1) =A (x”) Donc la propriété est vraie au rang p + 1.
Yn+1 Yn

» La propriété est vraie au rang 0; elle est héréditaire. Donc elle est vraie pour tout 7.

Pour tout entier naturel n, le couple (x,,; y,) est solution de (E).

Partie D : retour au probléme initial

On cherche un nombre triangulaire supérieur a 2 015 qui est le carré d'un entier.

* On cherche n entier naturel telque: 1+2+3+...+n > 2015.

C . . nn+1) 2
Ce qui équivaut a T >2015 < n“+n—-4030>0.
-1-2v329 -1+2v329
Léquation x? + x — 4030 = 0 a pour solutions — ~ —63,98 et — =~ 62,98.

Pour que le nombre triangulaire soit supérieur a 2 015, il faut que n > 63.

Dans la partie A on a vu qu'un nombre triangulaire 1 + 2 +... + n était un carré si et seulement s’il
existait un entier p tel que (2n+1)> —8p? = 1.

Dans la partie C on a déterminé une suite de couples (x,; y,) qui étaient tous solutions de I'équa-
tion x* —8y? = 1.

On va donc chercher n > 63 tel que (2n+1)? —8p? = 1; si n > 63, alors 2n+1 > 127.

Ce qui revient a chercher les couples (x,; y,) solutions de (E) avec x, > 127.

3 - . . .
En partant de (1) et en multipliant successivement par la matrice A, on trouve comme solutions
17\ (99) (577
6 ) \35)°\204) """
577 =2x288+1 donc un nombre triangulaire supérieur a2015 est 1+2+3+... +288 =
41616.

On peut vérifier que 41616 = 2042 (résultat en conformité avec la question A. 2. a.).

288289

Retour a la liste des corrigés
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EXERCICE 1 6 POINTS
Commun a tous les candidats

Partie A

1. Pour toutes les courbes, on a g,(1) = a. Donc on a de bas en haut les courbes I'g g5, I'g 1, I'9,19 €t
F0'4.
2. Les courbes I'g g5 et I'g; semblent sécantes a € en deux points;
La courbe I'g 19 semble étre tangente a 6 ;
La courbe I'g 4 et € semblent ne pas étre sécantes.
Il semble donc que :

— si0<a<0,19, T, et € ont deux points communs;
— sia=0,19, T 19 et € ont un point commun;
— sia>0,19, T, et € n'ont pas de point commun.

Partie B

2

1. Sim(x; y) €6 nTy alorslnx = ax’> < Inx—ax? =0 < hy(x) =0.

Le nombre de points communs a € et I'; est donc égal au nombre de solutions de 'équation

ha(x)=0.
2. a.
1
x |0 V2a +00
h,(x) + 0 -
—-1-In2a)
2
ha(x) / \
—0o0
N 1 1-2ax?
Onaen fait: b, (x) = — - 2ax= ———.
X
Comme x> 0 et a > 0, le signe de h/,(x) est celui de 1 — 2ax?.
1 1
Orl-2ax?=0 < 1=2ax*! &= —=x? < x=—.
2a Vv2a
D’ou le tableau de variation de h,.
. . Inx
b. Onsaitque lim — =0.
x—+o0o X
Comme h,(x) = x(l“T" —Zax), onadonc:
. Inx . -
lim — —2ax = —oo et par produit de limites :
X—+00 X
. Inx
lim x|— —2ax|=—oo.
X—+00 X
3. Dans cette question et uniquement dans cette question, on suppose que

a=0,1.
a. hy1(x)=0 < Inx—0,1x*>=0.
Soit i la fonction définie sur ]0 ; +oo| par i(x) = In x — 0,1x?; cette fonction est dérivable sur
10; +oo[ et sur cet intervalle :

. 1
i'(x)=—-0,2x.
b

1
ori’(x)=0 & ——-0,2x=0 < 1=0,2x%> < 5=x% < x=1/5.
X
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1
Onademémei'(x) >0 < ——-0,2x>0 < 1>0,2x% < 5> 1% < x</5.
X

Sur 'intervalle ]0 ;5 [, la fonction i est continue et strictement croissante de —oo a In v/5 —

1
0,1x (\/5)2 = 2 In5-0,5 = 0,3 > 0:lafonction i s’annule donc une seule fois sur cet intervalle.

On admet que cette équation a aussi une seule solution dans l'intervalle | v/5; +0o0.

b. D’aprés la question précédente la courbe I'y et € ont deux points communs : I'un sur J0; v/5[
etl'autre sur |V/5; +oo].

4. Dans cette question et uniquement dans cette question, on suppose que
1

a= e
. . o —1—ln% —1+Ine
a. Le tableau de variations montre que le maximum de h L est égal a 3 = 5 =
b. Le maximum étant nul, on en déduit que i1 (x) <0 < Inx < z—lexz; autrement dit € est
2e
1
sous I' 1, sauf pour x = ——— = y/e ot elles ont un seul point commun.
2e

1
V23
5. On a vu que ¥ et I'; n'ont aucun point d’intersection lorsque I'équation h,(x) = 0 n'a pas de
solution, c’est-a-dire lorsque le maximum de la fonction h,, est inférieur a zéro, soit :

—-1-In(2a
% <0 < -1-In2a) <0 <> In2a>-1 < ef2d5¢7! —
1
2a>e’ ! = a> o ~0,18394 = 0,19.
EXERCICE 2 5 POINTS

Commun a tous les candidats

La partie C peut étre traitée indépendamment des parties A et B
Partie A

1. D’apresl'indication :

fx/lte_’”dtz [— t+l)e_“ x=—(x+l e_“—[—(0+l e‘“o] =
0 A 0 A A

1 1 1

X_(IJF x)e"”zz[l—xxle‘“+e‘“]

2. De lim e *=0, on en déduit avec 1 > 0,
X—+0o0

lim e ** =0 et aussi
X—+00

lim xle *=0.
X—+00

X 1
Conclusion: lim e ™ =f Ate Mdr==.
Xx—+00 0 A

Partie B

1. Sur le graphique de I'annexe 2 (a rendre avec la copie) :
a. Voir la surface hachurée sur I'annexe 2 a la fin.
b. Onlit comme ordonnée al'origine A =0, 5.

2. On suppose que E(X) =2.

a. E(X) =2 signifie que la durée de vie d'un composant est en moyenne égale a 2 ans.

1
b. OnavuqueE(X):I:Z ~— 1=0,5.
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c. Ona:

2
- _0512 _ _ _, €
P(X<2) =f Ae 0% dr = [—e 0] = —e P2 - (e7"%0) =1-e7! = —— % 0,632 ~ 0,63 au
0 e
centiéme pres. Ce résultat est la probabilité qu'un composant ait une durée de vie inférieure

al'espérance E(X).
d. Il faut trouver :
Px>1)(X23)=Py>n(X>2)=P(X>2)=1-P(X<2)=1-(1-e!)=e"1~0,368.

Partie C

1. Les évenements D; et D, sont indépendants, donc :
P(DynDjy)=P(Dy)xP(D2)=0,39%x0,39 =0,1521.

2. Icila probabilité est égale a :
P(DyUD2)=P(D1)+P(D2)—P(DynDy)=0,39+0,39-0,1521 =0,6279.

EXERCICE 3 4 POINTS
Commun a tous les candidats

Partie A

MI

<

Sy

1. Puisque OM = OR, on alzp| = |zrl| = |zl.
Comme R a un argument égal a 0 a 2z préson a zg = |z|.

, 1(z+|z|
Z—_

T2\ 2

z+|z|

Laffixe de
affixe est donc le milieu I du segment [MR].
Finalement le point M’ est le milieu de [O1].

est égale a la demi-somme des affixes de celles de M et de R. Le point ayant cette

Partie B

1. Si zg est un nombre réel négatif, on a |zg| = —zp. D’olt
_zotlzl 20—z

a=—pr—=—, = 0 et tous les termes suivants de la suite sont nuls. La suite converge vers
0.

2. Si zg est un nombre réel positif, on a | zg| = zg. D’olt

20 20
zo+lzol zotzo  zo . atlal  3+5 &
Zn=—= :—,pUISZZ: = = —.
4 4 2 4 4 4
) 20
Montrons par récurrence que z, = on"

Initialisation : on vu que la relation est vraie pour n = 0.
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L2 Yep 2 . . 20
Hérédité : supposons qu'il existe p € N tel que z), = T ; alors
Zp t|z %2 291 . .
Zps1 = P 4| pl = 22 = 25— = 24 tlarelation est vraie au rang p + 1.

. . 20
On a donc démontré que pour tout naturel u, = o

La suite (z,) est donc une suite géométrique de premier terme zy et de raison % Comme —1 < % <
1, on sait que cette suite converge vers 0.

3. a. D’apréslapremiére construction, le module de z}, est inférieur a celui de z)s et son argument
est égal a la moitié. On peut donc conjecturer que la suite (|z,|) va elle aussi converger vers
0.
b. On sait (inégalité triangulaire) que pour tous complexes z; et zy, que
lz1 + 22| < |z1l + 122l
. .2 vz N Z s |znl . .
En appliquant cette inégalité a 5 et a 3=, on obtient :
|Zns1l <| 52|+ % ou encore
2|zp|
|Zp+1] < ou
4
|z |
FATSIES >
. " . | zol
On montre de la méme fagon que précédemment par récurrence que |z,| < on
.. [lzol T . , s
La suite (2_” est une suite géométrique de raison % qui converge vers 0. Donc d’apres le
théoréeme des gendarmes la suite (| z,|) converge elle aussi vers 0.
EXERCICE 4 5 POINTS

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Partie A

On considére I'algorithme suivant :

Variables : k et p sont des entiers naturels

u est un réel

Demander la valeur de p

Affecter a u la valeur 5

Pour k variantdelap

Affecter a u la valeur 0,5u+0,5(k—1)—-1,5
Fin de pour

Afficher u

Entrée :
Traitement :

Sortie :

valeur de k 1 2
valeur de u 5 1 -0,5

On obtient en sortie : —0, 5.

Partie B

un+1 =0,5u,+0,5n—-1,5.

1. Algorithme modifié :

Variables : k et p sont des entiers naturels
u est un réel
Entrée : Demander la valeur de p
Traitement : | Affecter a ula valeur 5
Pour k variantde 1a p
Affecter a ulavaleur 0,5u+0,5(k—1)—1,5
Afficher u
Sortie : Fin de pour
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2.
3.

Puisque u4 > u3 la suite (u,) n'est pas décroissante, du moins pas avant le rang 4.

Initialisation On vient de voir que us > u3 : la relation est vraie pour n = 3.

Heérédiré On suppose qu’il existe un naturel p tel que up+1 > up.

D’oi1 0,5up+1 > 0,5u,; D’autre part: p+1> p = 0,5(p+1) > 0,5p d’ot1 par somme des ces deux
derniéres inégalités :

0,5up+1 +0,5(p+1) >0,5u, +0,5p et en ajoutant —1,5 a chaque membre :

0,5up+1 +0,5(p+1) = 1,5 >0,5up +0,5p — 1,5 soit Up+2 > Up+1 - larelation est vraie au rang p + 1.
On a donc démontré que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, u,+1 > u, ce qui montre
que la suite (u,) est croissante a partir du rang 4.

. Pour tout naturel n,on a:

Vpn+1 =0,1up41 —0,1(n+1)+0,5=0,1uy+; —0,1n+0,4=0,1(0,5u,+0,5n—-1,5) - 0,1n+0,4 =
0,05u, +0,05n—-0,15-0,1n + 0,4 = 0,05u, —0,05n + 0,25 = 0,5(0,1u; —0,1n+0,5) = 0,5v, : la
suite (v,) rdy donc géométrique de raison 0,5.

Le premier terme est :

10=0,1x5-0,1x0+4+0,5=1.

On a donc pour tout naturel n, v,=1x0,5"=0,5" = TR

.Onav,=0,1u,-0,1n+0,5 < 0,5"=0,1u;, —0,1n+0,5 < 10x0,5"=u,—n+5 < u, =

10x0,5" + n—5.

6. Comme —-1<0,5<1,ona lim 0,5" =0etcomme lim n=+oo,onadonc lim u, =+oco.La
. n—-+oo n—+oo n—-+oo
suite (u,,) ne converge pas.
EXERCICE 4 5 POINTS

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Les parties A et B peuvent étre traitées de faASon indépendante

Partie A
1.
valeur de a 26 9 8
valeur de b 9 8 1
valeur de ¢ 8 1 0
Affichage 1
2.
Variables : ¢ est un entier naturel
a et b sont des entiers naturels non nuls
Entrées : Demander a
Demander b
Traitement : | Affecter a c le nombre r(a, b)
Tant que c #0
Affecter a ale nombre b
Affecter a b la valeur de ¢
Affecter a c le nombre r(a, b)
Fin Tant que
Sortie : Sib=1
Afficher «les nombres entrés sont premiers entre eux »
Sinon
Afficher «les nombres entrés ne sont pas premiers entre eux »
Fin de Si
Partie B
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1. Dans cette question, on choisit p =9 et g =2.
a. Dans le tableau V correspond a 21, or 9x 21 +2 = 189+ 2 = 191 et 191 = 26 x 7+ 9; donc
x'=9 [26].
Dans le tableau 9 correspond a la lettre J.
b. 9 et 26 étant premiers entre eux, le théoréme de Bezout permet d’affirmer I'existence de deux
entiers relatifs u et v tels que 9u +26v = 1.
Le couple (3; —1) est un couple simple solution de cette équation.
c. Onax'=9x+2 [26] < ilexiste keZ, x' =26k+9x+2 <
3x' =26k' +27x+6 < 3x' =26k’ +26x+x+6 < 3x' =26r"+x+6 < x=26(-r")+
3x'—6 < x=26(-r")+3x"+20,soit x=3x"+20 [26]
d. Rcorresponda x’' =17, donc 3x’ +20=51+20=71et
71=26x2+19,s0it71=19 [26].
On a donc x = 19 qui correspond a la lettre T.
2. J correspond a x =9 et D correspond a x’ =3. de plus ¢ =2; onadonc:
3=9p+2 [26] < 9p =1 [26] ouencore 27p =3 [26], mais on sait que 27 =1 [26]; il en
résulte que p=3 [26] et comme p est compris entre 0 et 25, on a donc p = 3.
3. Bcorresponda x=1,doux’'=13x+2=15 [26] et 15 correspond a la lettre P
D correspond a x =3, d’ott x' =13x+2=41 [26] et41 =15 [26] et 15 correspond a la lettre P

Conclusion : deux lettres différentes sont codées par la méme lettre. Ce codage n'est pas bon
puisque le décryptage donnera plusieurs solutions.
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A€ RENDRE AVEC LA COPIE

ANNEXE 1 de I'exercice 1
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a RENDRE AVEC LA COPIE

ANNEXE 2 de I'exercice 2

Retour a la liste des corrigés
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EXERCICE 1 6 POINTS

Partie 1

1. a. Soient c et d deuxréels tels que 0 < c < d.
Par définition, P(c < X <d) = [ f(x) dx = [? Le M = [_e—/lx]j

b. P(X >20)=0,05 < PO<X<20) =095 < e M0_egM20-095 — 1-¢7204 =
Ino0,05
—20A _ _ _ — 4 ~
0,95 < e =0,05 < -201=1In0,05 < A= 20~ 0,150 |

s ) Z ’ : 3 —_ 1
c. On sait que I'espérance d’une loi exponentielle est E(X) = 15 6,676 |.
Dans la suite de I'exercice on prend A =0,15.

d. PO X<K20)=e 104 200 — =15 _e=3 510 173 ],
e. P(X>18)=1-P0< X<18)=e 18 =¢27 (0,067 |.

2. Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi normale d’espérance 16 et d’écart type 1,95.
a. P(20<Y <21)=|0,015|

b. P(Y<11)u(Y >21))=1-P(11 <Y <21)=|0,010 |

Partie 2

1. Notons:
* Rl'événement «le bon d’achat est rouge ».
e VI'évenement «le bon d’achat est vert ».
e T:I'événement « avoir un un bon d’achat de trente € ».
e C:l'évenement «avoir un un bon d’achat de cent € ».
e A:1'événement « avoir un un bon d’achat d’'une autre valeur ».
¢ S:l'événement «avoir un un bon d’achat d'un montant supérieur ou égal a 30 € ».
,Larbre correspondant est alors :

0,067 T

autre montant

0, 975

autre montant
Ona: Pg(S) = Pr(TUC) = pr(T) + Pr(C) =0,015+0,010 = 0,025 |

2. P(S)=P(RNS)+P(VNnS) =0,75%x0,067+0,25x 0,025 =0,0566 =| 0,057 |.
Pour la question suivante, on utilise cette valeur.
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3.

La probabilité d’avoir un bon d'un montant supérieur ou égal a 30 €est p = 0,057.
. . 6 3
La fréquence observée est f = — = — =0,03.
200 100

La taille de léchantillon est n = 200.
Onan=2002>30;np=11,4>5etn(l-p)=188,6 >5.
On peut donc utiliser la formule donnant I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %.

vpld- 1-
Iroo = p—1,96xM;p+1,96xM =~| (0,024 ; 0,090] |.
vn vn

f =0,03 € I. Les doutes du directeur du magasin ne sont donc pas justifiés au seuil de confiance
de 95 %.

EXERCICE 2 3 POINTS

Commun a tous les candidats

Dans un repere orthonormé (O, I, J, K) d'unité 1 cm, on considere les points A(0; —1; 5),

B(2;

1.

-1;5),C(11;0; 1),D(11; 4; 4).

2
a. Un vecteur directeur de la droite (AB) est AB| 0 | = 20I.
0

La droite (AB) est donc parallele a I'axe (OI).
b. On a xc = xp =11 donc la droite (CD) est incluse dans le plan &2 d’équation .

c. (AB) est parallele a (OI) et (OI) est orthogonale au plan &2 donc (AB) est orthogonale a £2.
Le point d’intersection E a des coordonnées (x ; y; z) qui vérifient 'équation cartésienne de
2 et lareprésentation paramétrique de 2.
x=11
. . xX=t
On doit avoir : y=-1 donc .
z=5
xX=1
d. Une représentation paramétrique de (AB) est{ y=-1 , t€ R et une représentation para-
z2=5
x = 11 t = 11
métriquede (CD)est{ y = 0,8¢ , '€ R.Onrésoutlesysttme{ -1 = 0,87
z = 140,67 5z = 1+0,6¢
qui n’a pas de solutions, car on trouve ¢’ négatif, donc 1+0,6¢' <5.
Les droites (AB) et (CD) ne sont pas sécantes.
11-1¢
a. M;N,|0,8¢+1|donc M;N, = /(1= )2+ (0,87 + 1)2 + (0,6¢ — 4)2
0,6r—-4

= \/121—22t+ 2+0,6412—1,6t+1+0,362—4,8¢+16=

21%2-25,2t+138 |

b. M;N; est positif, donc est minimale quand son carré est minimal.
On consideére la fonction f : t — 212 - 25,2t + 138; f est une fonction du second degré; le

=6,3.

’

coefficient de 2 est 2. Le minimum est atteint pour f =

La distance est minimale pour
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EXERCICE 3 5 POINTS

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. Soit 'équation z> — 8z + 64 = 0.
A=64—-4x64=-3x64<0.
Léquation a deux solutions complexes conjuguées :

8+iv3 x 64 —
Zl:T: 4+4V3 |etzp =7 =|4-4iV3|

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O; u ; 7).
2. On considere les points A, B et C d’affixes respectives a =4 + 4iV/3,
b =4-4iy/3 et ¢ = 8i. (figure a la fin de I'exercice)
a. lal=4+4iv3|=4/1+iv3|=4x2=[8]

1 3 v b4
Onen déduita =8 (5 + 1%) =4e'3. un argument de a est donc 3

b. Onatrouvé a=4e'3 et hb=a=4e 3.

c. |al=8;|b| = |E| =|al =8 et |c| =8i|] = 8. Les points A, B et C sont donc sur le cercle de centre
0 et de rayon 8.

d. Voir figure en fin d’exercice.

. 1s . . iZ iZ iZ
3. On considere les points A’, B’ et C' d’affixes respectives a’ = ae's, b’ = be's et ¢/ = ce's.
s s ;7T
a. b’ =be's =8e7'3 xe'3 :,

ST

b. Ia’lz‘aei% =|al x [e'3 =|a|=car|eig|=1pourtout6réel.
N _ iZ) _ iZ _z z_ 2_7-[
arg(a)—arg(ae 3) —arg(a)+arg(e 3) =3 + 3713

Pour la suite on admet que a’ = —4 +4iv/3 et ¢’ = —4v/3 + 4i.
4. a. Onnoter, s et ¢ les affixes des milieux respectifs R, S et T des segments [A'B], [B'C] et [C'A].

a+b —4+4i\/§+4—4i\/§_@

Ona:r=
2 2
b'+c 8+8i )
s= = =4 +4i.
2 2

Onaadmis que £ =2-2V3+i(2+2V3).

b. Il semble que la figure que RST soit un triangle équilatéral.

e RS=|s—rl=|4+4i =4]1 +il = 4v2]

o ST=|t—s|=|-2-2V3+i(-2+2v3)|=2|-1-V3+i(-1+V3)]
=2\/(—1—\/§)2+(—1+\/§)z=2\/(1+2\/§+3+1—2\/§+3)=2\/§

e RT=|t-s|=|-2-2V3+i(-2+2V3)|
=2-1-vV3+i(-1+V3)|=2V1+2V3+3+1-2v3+3=2V8

RS = ST = RT =42 donc le triangle RST est équilatéral.
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EXERCICE 3 5 POINTS

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. On considere I'équation (E) a résoudre dans Z: 7x—5y = 1.
a. 7x3-5x4=21-20=1donc (3;4) est solution de (E).
b. (x; y) solutionde (E) < 7x-5y=1 < 7x-21=5y-20 < 7(x—3) =5(x—4)
c. * Soit (x; ¥) un couple d’entiers solution de (E), ce qui équivaut a 7(x—3) =5(y —4).
7(x—3) = 5(y —4) entraine que 7 divise 5(y —4); or 7 et 5 sont premiers entre eux, donc,

d’apres le théoreme de Gauss, 7 divise y —4. Donc il existe un entier relatif k tel que
y—4="7kcequiéquivauta y=7k+4 avec ke Z.

Comme 7(x—3) =5(y—4) et y—4 =7k, celaimplique que 7(x—3) = 5x 7k ce qui équivaut
ax—3=5kouencore x =5k+3.

. . x = 5k+3
Donc si (x; y) est solution de (E), alors { V= Tk+4 oukeZ
¢ Réciproquement, sile couple d’entiers (x; y) est tel que

{ X = 5KE3 -k ez, alors 7x—5y = 75k +3) — 5(7k +4) = 35k + 21— 35k —20 = 1

y = 7k+4
donc (x; y) est solution de (E).

¢ Donc les solutions entiéres de 'équation (E) sont exactement les couples (x; y) d’entiers
relatifs tels que

x = 5k+3

y = 7k+4
2. Une boite contient 25 jetons, des rouges, des verts et des blancs. Sur les 25 jetons il y a x jetons

rouges et y jetons verts. On sait que 7x -5y = 1.

ounke Z

D’apres la question 1, on peut dire que x =5k + 3 et y = 7k + 4 avec k entier relatif. Le nombre de
jetons est un nombre positif, et ne doit pas dépasser 25 qui est le nombre total de jetons dans la
boite.
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Pour k=0, x =3 et y =4; il peut donc y avoir 3 jetons rouges, 4 jetons verts et 25 -3 —4 = 18 jetons
blancs.

Pour k =1, x =8 et y = 11; il peut donc y avoir 8 jetons rouges, 11 jetons verts et25-8—-11 =6
jetons blancs.

Les autres valeurs de k ne donnent pas de résultats répondant au probleme.

Dans la suite, on supposera qu’il y a 3 jetons rouges et 4 jetons verts.

3. Comme au départ c’est-a-dire pour n = 0, le pion est en A, on peut dire que Xo = (1 0 0).
D’apres le texte, on tire au hasard un pion dans la boite, donc il y a équiprobabilité. Il y a 3 pions

3
rouges sur 25 donc la probabilité de tirer un pion rouge est %% = 0,12. On calcule de méme la

4 18
probabilité de tirer un pion vert : 2% = 016 et la probabilité de tirer un pion blanc : %= 0,72.

On cherche la probabilité a,+; qu'a'étape n + 1 le pion soit en A.
S’il était en A a I'étape n, il faut tirer une boule blanche pour qu'il y reste, ce qui se fait avec une
probabilité de 0,72. Comme il avait une probabilité égale a a, d’étre en A a I'étape n, on retient
0,72a,.
S’il était en B a I'étape n, il faut tirer une boule rouge pour qu’il passe en A, ce qui se fait avec une
probabilité de 0,12. Comme il avait une probabilité égale a b, d’étre en B a I'étape n, on retient
0,12by,.
S’il était en C a I'étape n, il faut tirer une boule rouge pour qu’il passe en A, ce qui se fait avec une
probabilité de 0,12. Comme il avait une probabilité égale a ¢, d’étre en C a I'étape n, on retient
0,12¢y,.
On peut donc dire que : a,+1 =0,72a, +0,12b, +0,12¢;,.

an+1 = 0,72a, + 0,12b, + 0,12¢c,
On justifie de la méme fagon b,+) et ¢p41 etl'ona: < by 0,12a,, + 0,72b, + 0,16¢,

Cn+l 0,16a, + 0,16b, + 0,72c,

ce qui donne sous forme matricielle
0,72 0,12 0,16
(@ns1 bpsr cpr1)=(an bp c¢p)x|0,12 0,72 0,16
0,12 0,16 0,72
0,72 0,12 0,16
soit X,+1=X,TouT=1{0,12 0,72 0,16
0,12 0,16 0,72
La situation décrite dans le texte peut étre modélisée par le graphe ci-dessous :

0,72 0,12 0,72
A B
0,12
0,16 0,16
0,12 0,16
@
0,72

La matrice T est alors la matrice de transition de ce graphe, les sommets étant rangés dans l'ordre A,
B C.
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3 37 4
110 11{) 11 1 0 0
4. Onadmetque T=PDP'ouP'=|— —-— 0 |etD=|0 06 0
10 10
0 0 0,56
1 1
11 11
a. On sait que P = (P‘l)_1 ; on cherche donc 2 la calculatrice I'inverse de la matrice P~! et on
1 7 4
trouve: P=|1 -3 4
1 -3 -7

b. On va démontrer par récurrence sur n (n > 1) la propriété 2, : T" = PD" P,

* Onsait que T = PDP~! donc T = PD' P! et donc la propriété est vraie au rang n = 1.

* On suppose la propriété vraie a un rang p (p > 1), c’est-a-dire T” = PDPP~!; c’est I'hy-
pothése de récurrence.
On veut démontrer que la propriété est vraie au rang p + 1.
TP = TP x T; d’aprés 'hypotheése de récurrence, TP = PD"P~! et on sait que T =
PDP~!'. Donc TP*! = PDPP~! x PDP~! = PDPP~'PDP~! = PDP*! P~ et donc la pro-
priété est vraie au rang p + 1.

* Lapropriété est vraie au rang 1, elle est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n > 1.

On a donc démontré que, pour tout n € N*, T = PD" P!,

1 0 0
c. La matrice D est une matrice diagonale; D" = (0 0,6" 0
0 0 056"

an ﬁn Yn
On note ay, Bn, Yn les coefficients de la premiére ligne de la matrice T"; ainsi 7" =

3 7 n 37-77%0,6" +40 x 0,56"
On admet que a, = —+— x0,6" et B, = .
10 10 110

5. On rappelle que, pour tout entier naturel n, X, = XoT".
a. X,=(an bp cp)etXo=(1 0 0)

[297) ﬁn Yn

Xp=XoT" < (an bp cp)=(1 0 0)x

< (an by cu)=(an Bn 7vn)
Donc a, = a, et b, = B,. Or comme a chaque étape, le pion est soit en A, soit en B, soit en C,
an+bp+cp=1letdoncc,=1-a,—b,=1-a, - B,.

3 7 3
b. a,=—+—x0,6";0r-1<0,6<1donc lim 0,6" =0d’oil'on déduit que lim a,=—.
10 10 n—+00 n—+oo 10
37—77x0,6" +40 x 0,56" _ Y _ Y
b, == ;or—1<0,56<1donc lim 0,56" =0etcomme lim 0,6" =
110 n—too pm
37
0, on peut en déduire que lim b, = —.
n—-+oo 110
3 37 4
¢cph=1-a,-b,donc lim ¢;=1-—— —=—.
" nen n—too " 10 110 11
. 3 33 ) 37 . 4 40
c. lim a,= n=—et lim ¢,

_— —’ m = —_— = —
n—+oo " 10 110  n—+oo 110 n—+oo 11 110
Le sommet sur lequel on a le plus de chance de se retrouver apres un grand nombre d’itéra-
tions est le sommet qui a la plus grande probabilité au rang n; c’est donc le sommet C.
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EXERCICE 4

Commun a tous les candidats

6 POINTS

Une municipalité a décidé d’instal-
ler un module de skateboard dans
un parc de la commune.

Le dessin ci-contre en fournit une
perspective cavaliere. Les quadrila-
teres OAD'D, DD'C'C, et OAB’B sont
des rectangles.

Le plan de face (OBD) est muni d'un
repere orthonormé (O, I, J).

Lunité est le metre. La largeur du
module est de 10 metres, autrement
dit, DD’ = 10, sa longueur OD est de
20 metres.

Le but dit probléme est de déterminer l'aire des différentes surfaces a peindre.

Le profil du module de skateboard a été modélisé a partir d'une photo par la fonction f définie sur
I'intervalle [0; 20] par f(x) = (x+1)In(x+1)-3x+7.
On note f' la fonction dérivée de la fonction f et € la courbe représentative de la fonction f dans le

repere (O, I, ]).

Partie 1

1. f=uln(w)+vavecu(x)=x+1letv(x)=-2x+7.

[ est dérivable comme somme et composée de fonctions dérivables.

1
f=u'In(u) + ux %+v’ avec ' (x)=1let v'(x) =-3dou f/(x) =1xIn(x+1)+(x+1)—— -3 =

In(x+1)+1-3donc| f'(x) =In(x+1)-2|

2. f/(x)=0 <= In(x+1)=2 < x+1-€*> < x=e’-1.

x+1

f'(x)>0 < In(x+1) >2 < x+1>e? (croissance de la fonction exp) d’ot1 x > e>-1.
On en déduit le tableau de variation de f :

x |0 e?-1 20
@) 0 +
7 £(20) ~ 10,93
f \ __—
fe?-1)=2,6

3. fl(O=1In())-2=|-2]

La valeur absolue de ce coefficient est appelée I'inclinaison du module de skateboard au point B.

4. On admet que la fonction g définie sur I'intervalle [0; 20] par

(x)—l(x+1)21n(x+1)—1x
g =5 4

2

1
--x
2

a pour dérivée la fonction g’ définie sur I'intervalle [0; 20] par

g'(x)=(x+1)In(x+1).

g est donc une primitive de x — (x+ 1) In(x + 1).

2

C 3x
Une primitive de x — 3x—7 est x — N +7x.
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Une primitive de f est donc définie par :

F(x) = g(x) 3x2+7x—1(x+1)21n(x+1) 1x2 1x 3xz+7x—
-8 2 2 4 2 2 B
1 ) 7x* 13

—(x+DInx+1) - —+—x|

2 4 2

Partie 2

Les trois questions de cette partie sont indépendantes

1. Les propositions suivantes sont-elles exactes? Justifier les réponses.
P, : La différence entre le point le plus haut et le point le plus bas de la piste est f(20)— f (e2 -1)=
10,93 -2,6 = 8,3 > 8 donc P; est vraie;
P, : Linclinaison en B est 2. Linclinaison en 20 est f’(20) =In(21) —2
~ 1,04, donc P, est vraie.

2. f est continue, donc la face avant, en unités d’aire, vaut
o = [ f(x) dx = F(20) - F(0).

21%21n21 4411n21
F(21) = — —-700+130= ——— —

F(0)=0.

4411In21
On en déduit| «f} = ——

Laire latérale gauche vaut o5 = «/ (OAB'B) =| 10£(0) =70 |.

Laire latérale droite vaut o5 = o/ (DD'C'C) = ‘ 10/(20) =~ 109,3 ‘

-570~101,3 |

Laire a peindre en rouge est donc «f = 2.4/ + o> + 3 =| 381,9 m?|.

=|771

81,9

Le nombre de litres de peinture a prévoir est

3. On souhaite peindre en noir
la piste roulante, autrement dit la
surface supérieure du module.
Afin de déterminer une valeur ap-
prochée de l'aire de la partie a
peindre, on considere dans le re-
pere (O, I, J) du plan de face, les
points By (k; f(k)) pour k variant
de 0 & 20.

Ainsi, By = B.

a. BiBjs1 = \/12+ (flk+1) - f(K)* = \/1+ (flk+1) - f(Kk)* |
b. La partie de I'algorithme a compléter est :

S prend la valeur 0.

Pour K allantde 0 a 19

S prend la valeur S + 10\/1 +(flk+1) —k(k)*

Afficher S

Retour a la liste des corrigés
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9 septembre 2015
Exercice 1 Commun a tous les candidats 5 points
Question 1
B
_—
02
o T3
On consideére I'arbre de probabilités ci-contre :
B
—
— 03

Quelle est la probabilité de I'événement B?

a. 0,12 b. 0,2 d. 05

P(B)=0,6x0,2+(1-0,6)x0,3 =0,24

Question 2

Le césium 137 est un élément radioactif qui constitue une des principales sources de radioactivité des
déchets des réacteurs nucléaires. Le temps T, en années, durant lequel un atome de césium 137 reste

In2
radioactif peut étre assimilé a une variable aléatoire T qui suit la loi exponentielle de parametre A = 30
Quelle est la probabilité qu'un atome de césium 137 reste radioactif durant au moins 60 ans?
a. 0,125 b. 0,25 c. 0,75 d. 0,875

Pour une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle de paramétre A, on sait que P(X > a) = e 4.

-12.60
Donc P(T >60) =e™ 30 =0,25

Question 3

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale d’espérance p = 110 et d’écart-type o = 25.
Quelle est la valeur arrondie au millieme de la probabilité P(X > 135)?

a. 0,159 b. 0,317 c. 0,683 d. 0,841

On peut faire le calcul a la machine ou utiliser le fait que P(X > 135) = P(X > p + o). Et comme on sait
que P(u—0) < X < p+0) =0,68, on déduit aisément P(X > u+ o).

Question 4

On lance une piéce de monnaie bien équilibrée 100 fois de suite.
Lequel des intervalles ci-dessous est un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la
fréquence d’apparition de la face pile de cette piece?

a. [0,371;0,637] b. [0,480; 0,523] ‘ c. [0,402; 0,598] d. [0,412;0,695]
Un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la fréquence d’apparition de la face pile
p(d-p) p(l-p)
est [p—1,96———; p+1,96———— | = [0,402; 0,598]

Des quatre intervalles proposés, c’est le seul centré sur 0,5.
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Question 5

Une entreprise souhaite obtenir une estimation de la proportion de personnes de plus de 60 ans parmi
ses clients, au niveau de confiance de 95 %, avec un intervalle d’amplitude inférieure a 0,05.
Quel est le nombre minimum de clients a interroger?

a. 400 b. 800 c. 1600 d. 3200

1
Lintervalle de confiance généralement utilisé est [ f- s+ ?
n
2 <0,05 < 2 <vn < 1600 <
— <0, — n n
vn 0,05

2
d’amplitude —.
p \/ﬁ

L
NG
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Exercice 2 Commun a tous les candidats 7 points

Soit f la fonction définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +oo[ telle que : f(x) = e

Partie A

n
Soit la suite (I;) définie pour tout entier naturel »n par I, = f fx)dx.
0

n n+1 n n+1
1. I, :f f(x)dx donc, pour tout n de N, In+1—ln:f f(x)dx—f f(x)dx:f fx)dx
0 0 0 n

On admet dans le texte que la fonction f est positive sur [0; +co[ donc sur [n; n+1]; on peut en
n+1

déduire que f(x)dx > 0etdonc que I,,+1 — I, > 0 pour tout 7.
n

La suite (I;;) est donc croissante.

ex
2. On admet que pour tout réel x de I'intervalle [0; +oo[, e* —x > -

e 1 2
a. Sur [0; +ool[, on sait que e* — x > - ; de plus, pour tout x, e* — x > 0. donc

eX—x  e*’

. . . z e 2 x 2x
On multiplie cette inégalité par x > 0 donc: ——— < —
e*-x " e

n
P ez . X
D’apres la positivité de l'intégration : f
0 e*—x
n
ce qui équivaut a I,, < f 2xe *dx
0

b. Soit H la fonction définie et dérivable sur I'intervalle [0; +oo[ telleque: H(x) = (-x—1)e™*

La fonction H est dérivable sur [0; +oo[ comme produit de fonctions dérivables et
Hx)=-1xe *+(-x-1)(-De*=-e*+xe*+e *=xe ™

c. On déduit de la question précédente que la fonction 2H est une primitive de la fonction

x—2xe™ %,

n n

Doncf 2xe *dx=[2(-x-1e™" . =2(-n-1e " -[2(-De’]=2-2(n+De™"
0

Pour tout x, e* >0donc2(n+1)e " >0donc2-2(n+1)e " <2

n
Ingf 2xe *dx
n Y0 =1,<2
foe_xdx<2
0

3. La suite (I,) est croissante et majorée par 2 donc, d’apres le théoréme de la convergence mono-
tone, la suite (i,;) est convergente.

Partie B

1. On fait fonctionner I'algorithme pour K =4 donc pour & =0,25:

i A X
1 0 0,25
2 0,060 0,5
3 0,169 0,75
4 0,306 1

2. Pour K = 8, l'algorithme donne la somme des aires des rectangles hachurés sur le graphique du
bas de la page 73.

3. Quand K devient grand, I’algorithme donne une valeur approchée par défaut de l’aire du domaine
compris entre la courbe €, I'axe des abscisses, et les droites d’équations x = 0 et x = 1 (voir page
73, le graphique du haut).
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Exercice 3 Candidats n’ayant pas suivi la spécialité 5 points

Dans I'espace muni d'un repere orthonormé, on considere :
— lespoints A(0; 1; -1)et B(—2;2; —1).

X = -2+t
— ladroite & de représentation paramétrique{ y = 1+t ,teR.
z = -1-t

1. Ladroite (AB) est 'ensemble des points M de coordonnées (x; y) tels que les vecteurs AB et AM
soient colinéaires doc tels que AM =k AB ou ke R.

ﬁ apour coordonnées (—2—-0;2-1; -1—-(-1) =(-2;1; 0).

AM apour coordonnées (x—0; y—1;z—(-1)=(x; y—1; z+1).

X = -2k x = =2k
AM=kAB < { y-1 =k < y= 1+k
z+1 =0 z = -1
x = =2k
Une représentation paramétrique de la droite (AB)est:{ y = 1+k oukeR
z = -1

2. a. Ladroite (AB) a pour vecteur directeur ﬂi (=2;1;0).
La droite 2 a pour vecteur directeur v (1;1; -1).

Les deux vecteurs AB et v ne sont pas colinéaires donc les droites (AB) et 2 ne sont pas
paralleles.

b. Les droites (AB) et 2 sont sécantes si elles admettent un point d’intersection, autrement dit
s’il existe un réel ¢ et un réel k tels que

-2+t = -2k -2 = -2k
1+t = 14k < 0 = k Iln'yadonc pas de solution.
-1-1t = -1 t = 0

Les droites (AB) et 2 ne sont pas sécantes.
Les deux droites n'étant ni paralleles ni sécantes, elles sont non coplanaires.

Dans la suite la lettre u désigne un nombre réel.
On considere le point M de la droite 2 de coordonnées (-2+ u; 1+u; —1—u).

3. Soit £ le plan d’équation x+y—z—-3u =0.
xmM+ym—zy—3u=-24+u+l+u—(-1-w-3u=-2+u+1+u+1+u—-3u=0donc M e

Le plan £ a pour vecteur normal 7{ (1;1; —1), qui est un vecteur directeur de la droite &; donc le
plan & est orthogonal a la droite 2.

4. Pour déterminer si le plan &2 et la droite (AB) sont sécants, on résout le systéme

x=-2k x=-2k x=-2(2-3u) x=-4+6u
y=1+k - y=1+k - y=1+2-3u - y=3-3u
z=-1 z=-1 z=-1 z=-1
x+y—-z-3u=0 —2k+1+k+1-3u=0 2-3u=k 2-3u=k

Donc le plan &2 et la droite (AB) sont sécants au point N (-4 +6u; 3 —3u; —1).

5. a. Ladroite 92 est orthogonale en M au plan £?; donc la droite 2 est perpendiculaire a toute
droite du plan &2 passant par M, donc elle est perpendiculaire a la droite (M N) contenue
dans & puisque N € 2.

b. La droite (M N) a pour vecteur directeur MN de coordonnées

(=4+6u—(-2+uw);3-3u—-1+u);-1-(-1-u)) =(-2+5u;2-4u; u).
La droite (AB) a pour vecteur directeur AB de coordonnées (-2;1;0).
Les droites (M N) et (AB) sont orthogonales si et seulement si le produit scalaire de MN et
de AB est nul.
MN.AB = (—2+5u) x (~2) + (2—4u) x 1+ ux0=4—10u+2—4u =6-14u
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- 3
MN.AB=0 <<= 6-14u=0 < ;:u
De plus, les droites (M N) et (AB) sont sécantes en M elles sont donc perpendiculaires si et
3
seulement si u = 7
6. a. MN?=| MN |*= (-2+5u)?+(2-4u)* +u? = 4-20u+25u® +4—16u+16u? + u® = 42u® —36u+8

b. MN? est un trinéme du second degré en u de la forme au? + bu +c, et le coefficient de u? est
b -36 3

a =42 > 0; ce polyndme admet donc un minimum pour ¥ = —— = — =-.
2a 2x42 7

3
La distance M N est minimale quand le nombre M N? est minimal, c’est-a-dire pour u = =
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Exercice 3 Candidats ayant suivi la spécialité 5 points
Partie A

On consideére I'équation (E) : 15x — 26k = m ou x et k désignent des nombres entiers relatifs et m est un
parametre entier non nul.

1. 15=3x5et 26 =2 x 13; les deux nombres 15 et 26 sont donc premiers entre eux. D’apres le théo-
reme de Bézout, on peut déduire qu'’il existe un couple d’entiers relatifs (u; v) tel que 15u—-26v = 1.
On cherche un tel couple en utilisant I'algorithme d’Euclide et en écrivant les restes successifs
comme combinaisons linéaires de 15 et de 26 :

26 = 1x15+11 —1x15+1x26 =1
15 1x11+4 15-1x11
15— (—-1x15+1 x 26)

2x15-1x26

2x4+4+3 11-2x4
(-1x15+1x%x26)—2(2x15—1x26)

—5x15+3 x26

1x3+1 4—-1x3
(2x15-1x%x26)—1(—-5x15+3 x 26)

7x15-4x26 =

11

'S
Il Il
I

I
oW W W R

Donc le couple (7; 4) est solution de I’équation 15u—26v = 1.
2. 15x7-26x4=1donc15x (7m)—-26x (4dm) =m
Le couple (7m; 4m) est une solution particuliere de I'équation (E) : 15x —26k = m.
3. ¢ On suppose que 15 (x — xg) — 26 (k— ko) = 0 avec xo = 7m et ko = 4m, donc
15(x—7m)—-26(k—4m) =0
Alors 15x — 15 x 7m — 26k + 26 x 4m = 0, ce qui implique 15x — 26k = 15 x 7m — 26 x 4m ou
encore 15x —26k = m
Donc le couple (x; k) est solution de (E).

¢ On suppose que (x; k) est solution de (E) : 15x - 26k = m
On sait que (xg; ko) est une solution de (E):  15xp -  26ky = m
On soustrait membre a membre : 15(x—x9) - 26(k—ky) = O

Donc 15(x — x9) —26(k— k) =0
On peut dire que (x ; k) est solution de 'équation (E) si et seulement si 15 (x — xg) — 26 (k — ko) = 0.
x = 26g+7m
k = 15g+4m
15x—26k =15(26q +7m) —26(15q +4m) = 15x 264q + 105m —26 x 15 — 104m = m.
Donc le couple (x; k) est solution de (E).

4. * Sile couple (x; k) vérifie le systeme { olgeZ, alors:

e Sile couple (x; k) estsolution de (E), onsaitque 15(x—7m)—26 (k—4m) =0 < 15(x—7m) =
26 (k—4m)
Donc 15 divise 26 (k—4m). Or 15 et 26 sont premiers entre eux donc, d’apres le théoreme
de Gausse, 15 divise k —4m; donc il existe un entier relatif g tel que k—4m = 15q et donc

k=15q+4m.
15(x—7m) =26 (k—4m) _ _ _
k—4m=15q }: 15(x—7m)=26x15q <= x—7m=26qg donc x=26g+7m
oy ; 4 . ) x =26g+7m
Dong, si (x; k) est solution de I'équation (E),ona.{ k = 15g+4m

Les solutions de I'’équation (E) sont donc exactement les couples (x ; k) d’entiers relatifs tels que :
X = 26g+7m otlgez
k = 15g+4m q
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Partie B

1. On code le mot MATHS :

lettre | x | 15x+7 | reste | lettre
M 12 187 5 F
A 0 7 7 H
T 19 292 6 G
H 7 112 8 I
S 18 277 17 R

Donc le mot MATHS se code en FHGIR.

2. Soit x le nombre associé a une lettre de I'alphabet a I'aide du tableau initial et y le reste de la
division euclidienne de 15x + 7 par 26.

a. Si y est le reste de la division de 15x + 7 par 26, cela signifie que (15x + 7) — y est un multiple
de 26, donc qu'il existe un entier relatif k tel que (15x+7) — y = 26k, ce qui équivaut a
15x—-26k=y—-7
b. 15x-26k=y—-7 < 7x15x-7x26k=7xy—7x7 < 105x—7x26k =7y —49
105=4x26+1=105=1 (mod 26) = 105x = x (mod 26)
7%x26=0 (mod 26) > 7x26k=0 (mod 26) } = x=7y+3 (mod 26)
—-49=-2x26+3 =3 (mod 26)
c. Voici donc un systeme de décodage d'une lettre :
— acette lettre, on associe I'entier y correspondant,
— on associe ensuite a y 'entier x qui est le reste de la division euclidienne de 7y + 3 par le
nombre 26,
— on associe a x la lettre correspondante.

3. On décode les trois lettres W, Het L :

lettre | y | 7y+3 | reste | lettre
W 22 157 1 B
H 7 52 0 A
L 11 80 2 C

Donc le mot WHL se décode en BAC.

4. A chaque lettre de I'alphabet, on fait correspondre une seule lettre de 'alphabet par le systeme de
codage décrit dans le texte, celui qui fait passer de la lettre correspondant au nombre entier x a la
lettre correspondant au nombre entier y.

Réciproquement, chaque lettre de I'alphabet est 'image d’'une unique lettre de 'alphabet que 'on
obtient par le systeme de décodage expliqué a la question 2.c.

Le systeme de codage réalise donc une bijection sur 'ensemble des lettres de I'alphabet.
Donc deux lettres différentes sont codées par deux lettres différentes.
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Exercice 4 Commun a tous les candidats 3 points

1
On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = ;(1 +Inx)

1. Comme F est une primitive de f, alors f estla dérivée de F donc les variations de F sont données

par

le signe de f : F est croissante si et seulement f est positive

C’est donc dans la situation 2 que la courbe Cr est la courbe représentative d'une primitive F de
la fonction f.

2. Dans la situation 2, on appelle :

K le point d’'intersection de la courbe € et de 'axe des abscisses et & la droite passant par K
et parallele a I’axe des ordonnées. Ce point K a pour abscisse la solution de I'équation f(x) =

P L1 -1 -1
ce qui équivauta —(1+Inx) =0 < Inx=-1 < x=e ';doncK(e';0).
X

1
Lle point d’intersection de 6F et de I'axe des abscisses, ayant une abscisse supérieure a > etA
la droite passant par L et parallele a I'axe des ordonnées.

a. Laire du domaine du plan délimité par les droites & et A, par la courbe € et par I'axe des

b.

s

abscisses a une valeur approchée de 0,5 (aire du rectangle coloré en gris sur le graphique).

Les primitives d'une fonction étant définies a une constante pres, on ne peut pas détermi-
ner I'expression de F, primitive de f, et on ne peut donc pas déterminer la valeur exacte de
I'abscisse du point L.

On ne peut donc pas calculer la valeur exacte de 1'aire du domaine défini précédemment.

1l serait intéressant de savoir ce que les consignes officielles de correction proposaient comme
réponse a cette question!

Solution alternative

Le graphique proposé dans le texte suggere que I'abscisse de L est égale a 1; en faisant cette
hypothese, on peut calculer la valeur exacte de I'aire définie plus haut.

1
La fonction f est positive sur [e~!; 1], donc I'aire du domaine hachuré est f fx)dx.
el
Pour avoir la valeur exacte de laire, il faut déterminer une expression d'une primitive de f.

1 1
On écrit f(x) sous la forme : f(x) = p + p xInx

1
¢ Lafonction x — — a pour primitive sur ]0; co[ la fonction x — In x.
X
) 1 L Ut
¢ La fonction x — — xInx est de la forme #'u, olt u(x) = Inx, donc a pour primitive >

. ) (In x)?
soit la fonction x — .

(ln x)?

1y, (Ine~h?
) e
1
2

¢ Donc la fonction f a pour primitive F : x — Inx+

_ (1 L+ (In1)

2
1
Or1n1=0etlne‘1=—1doncf 1f(x)dxzo—( %)z
o

(Inx)?
Inx+

1
| reax=ircont -
.

e-!

Laire du domaine est donc de 0,5 unité d’aire.
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ANNEXE Exercice 2
Arendre avecla copie

Courbe ¥, représentative de la fonction f sur [0; 6]
0,7

-0,3
Courbe ¢, représentative de la fonction f sur [0; 1]
0,5
€
0,4
0,3
0,2
0,1
0,25 0,50 0,75 1,00

Retour a la liste des corrigés
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EXERCICE 1 Commun a tous les candidats 7 points
Partie A

1. Soit u le nombre complexe 1 — i.

lul= V12 + (-1)2=v2;donc u = \/_( - )—\/E(Q—@i)

V2 7 2 2
\/_
cos(a) = —
On cherche le réel a tel que Z Donc a = _Z +k2nroukeZ
) 2
sin(a) = 2

Lécriture complexe du nombre u = 1 — i est donc v2 e T
2. e =cos(0) + isin(P) donc
e (1 - 1) = (cos(8) + isin(0))(1 — i) = cos(6) + isin(d) — icos() — i sin(h)
(cos(B) +sin(8)) + i(sin(@) — cos(B)) (forme algébrique)
1-i=v2e T donce®(1-i=elxv2e T = =v2elll (ecrlture exponentielle)

3. Le nombre complexe e 10 (1 - i) s’écrit d’'une part (cos(0) +sin(0)) + i (sin(0) — cos()) et d’autre part

v2el0-%) cest-a-dire \/_(cos(e——) lsm(g_l)).
4 4
En identifiant les parties réelles, on obtient : cos(6) + sin(f) = v/2 cos (9 - %)

5 ) . . 7
Clest un résultat que l'on peut retrouver directement en développant cos (9 - Z) au moyen de la
formule cos(a— b) = cosacosb +sinasinb.

Partie B

On considere les fonctions f et g définies sur I'intervalle [0 ; +oo[ par: f(x) = e *cos(x) g(x) = e,
On définit la fonction & sur [0; +oo[ par k(x) = g(x) — f(x).
Les représentations graphiques €, Cg et 6y des fonctions f, g et h sont données, en annexe, dans un

repére orthogonal.

1. D’apres les graphiques :
a. On peut conjecturer que les limites des fonctions f et g en +oco sont égales a 0.
b. La courbe € semble située en dessous de la courbe 6.
c. Lécart entre les deux courbes 67 et €y semble maximal pour x = 2.
2. glo-f(x)=e¥*—e*cos(x) =(1—-cos(x))e™
Pour tout réel x, e ™* > 0 et cos(x) < 1 donc (1 —cos(x)) > 0; donc, pour tout x, g(x) — f(x) >0 et

donc la courbe € est située au-dessus de la courbe € sur I'intervalle [0; +ool[.

X

3. * On sait que xliI-P e~ = 0; donc la courbe 6, admet la droite d’équation y = 0 comme
—+00

asymptote horizontale en +oo.

¢ Pourtout x, -1 < cos(x) <+letcomme e *>0,—e < e *cos(x) < e ™ .

lim —e ™ = lim e =0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim e~ *cos(x) =0,
X—+00 X—+00 X—+00
c'est-a-dire lim f(x)=

X—+00

liIP f(x) =0 donc la courbe 6 admet la droite d’équation y = 0 comme asymptote hori-

X—+00

zontale en +oo.
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4. a. Onnote k' la fonction dérivée de la fonction h sur l'intervalle [0 ; +ool.
Les fonctions f et g sont dérivables sur [0; +oo[ donc lafonction & est dérivable sur [0; +oco[:
Wx)=g'x)- fl(x)=—e = (—e " cos(x) + e *(—sin(x))) = e ¥ (-1 + cos(x) + sin(x))

On a vu dans la partie A que, pour tout réel 6, V2 cos (9 - g) = cos(f) +sin(0), donc
V2 cos (x - %) = cos(x) + sin(x).

On peut donc en déduire que h'(x) = e ™* [\/Qcos (x - %) - 1] .

* On se place dans l'intervalle [0 ; g]

/4
0<X<E

b/
=>cos(x— Z) >

— \/Ecos(x—

— \/ZCOS (x—

* On se place dans l'intervalle [g ; 271].

dhWdah

T
—<x<2n
2
T
— — <X
4
b4 V2
=>cos(x——) —
4 2
T
<=>\/§co( —)
4
b4
<=>\/_cos( Z)

c. h(x)=gx) - f(x)=e *(1-cos(x))
h(0)=e%1—-cos(0)) =1(1-1) =
h@2m) = e 2" (1-cos2m) = e 2 (1-1) =0
h(Z)=e"%(1-cos(%))=e 2 (1-0)=e 2 x0,21
On en déduit le tableau de variation de la fonction h sur l'intervalle [0 ; 27].

X 0 3 27
e + +
\/Ecos(x—%)—l + (‘) -
1 (x) + 0 -
e_%
h(x)
0 0
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1
5. On admet que, sur l'intervalle [0 ; +ool, la fonction H définie par H(x) = 2 e *[-2+cos(x)—sin(x)]

est une primitive de la fonction k. On note 2 le domaine du plan délimité par les courbes 6y et
6y, et les droites d’équations x = 0 et x = 2.

On a démontré dans la question 2. que, pour tout x, g(x) — f(x) > 0 donc on peut en déduire que
h(x) > 0sur [0; +ool.
2n
Donc l'aire o du domaine 2, exprimée en unités d’aire, est donnée par : of = h(x)dx
0

On sait que la fonction # est une primitive de la fonction £, donc :
2n 1 2n
o = h(x)dx=H(@2n) - H(0) = Ee_x[—2+cos(x) —sin(x)]
0

0
_1 e ~2"[=2 + cos(27) — sin(27)] — 1 e%[—2 + cos(0) — sin(0)] = 1 e 2" [-2+1]— 1 [—2+1]
T2 2 T2 2

== — Z e 2" unité d’aire

Do =

1
2

EXERCICE 2 Commun a tous les candidats 5 points
Partie A

On étudie une maladie dans la population d’'un pays. On a constaté que le taux, en nanogrammes par
millilitre (ng.mL‘l), d’'une substance Gamma présente dans le sang est plus élevé chez les personnes
atteintes de cette maladie que chez les personnes qui n’en sont pas atteintes.

1. Le taux de cette substance Gamma dans la population des personnes qui ne sont pas atteintes par
la maladie est modélisé par une variable aléatoire T qui suit la loi normale d’espérance u = 40 et
d’écart-type o =8.

On choisit au hasard une personne parmi celles qui ne sont pas atteintes par la maladie étudiée.
La probabilité que le taux dans le sang de la substance Gamma soit supérieur a 60 ng.mL™! est
P(T > 60).

Ala calculatrice, on trouve : P(T > 60) = 0, 006.

2. Des études ont mis en évidence que le taux moyen de la substance Gamma chez les personnes at-
teintes par la maladie étudiée est de 50 ng.mL~! et que 10 % d’entre elles ont un taux de substance
Gamma inférieur 4 43 ng.mL™!.

On appelle T’ 1a variable aléatoire qui modélise le taux de la substance Gamma en ng.mL™! chez
une personne atteinte par la maladie étudiée.

On admet que 7" suit la loi normale d’espérance y' et d’écart-type o’.

D’apres le texte, u' = 50; et il faut chercher ¢’ pour que P(T' <43) =0, 1.

D’apres le cours, on sait que si T’ suit la loi normale de parametres y’ = 50 et ¢’, alors la variable
!

aléatoire Z' =

suit la loi normale centrée réduite (moyenne 0 et d’écart type 1).

T'-50 -7
<= donc
o

0—/

T'<43 = T'-50< -7

T'-50 -7 , =7 _
<—=1]=01 < P|Z<—|=01 sachant que la variable
o

0-/ 0-/
aléatoire Z’ suit la loi normale centrée réduite.

P(T' <43)=0,1 P(

R =7

Ala calculatrice, pour P(Z' < ) = 0,1, on trouve § ~ —1,2816; on a donc : —1,2816 = —- ce qui
o

donne ¢’ = 5,46.

La variable aléatoire T’ suit donc la loi normale de moyenne ' = 50 et d’écart type o’ ~ 5, 46.

Partie B

Pour dépister chez une personne la maladie étudiée, on effectue une prise de sang. On considere que le
dépistage est positif si le taux de la substance Gamma est supérieur ou égal a 45 ng.mL™.
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Une personne étant choisie au hasard dans la population, on appelle :

M 1'évenement «le patient est atteint par la maladie étudiée »;
D1'événement «le patient a un dépistage positif ».

On admet que :

82 % des personnes atteintes par la maladie étudiée ont un dépistage positif;
73 % des personnes non atteintes par cette maladie ont un dépistage négatif.

On sait de plus que 10 % de la population étudiée est atteinte par cette maladie.
On regroupe ces données dans un arbre pondéré :

. On cherche P(D); d’apres la formule des probabilités totales :

P(D) = P(MND)+P(Mn D)= P(M) x Py (D) + P(M) x P+ (D)
=0,1x0,82+0,9%x0,27 =0,082+ 0,243 = 0,325

P(Dn
2. PE(M) = (—_]\4)
P(D)
P(DN M) =P(M) x Pp(D)=0,1x0,18=0,018 et P(D)=1-P(D) =1-0,325=0,675
0,018
Donc P+~ = =~ 0,027
5(M) 0,675

La probabilité que le patient soit malade sachant que son test de dépistage est négatif est d’environ
0,027.

Un patient a un dépistage positif. Le médecin le rassure en lui indiquant qu’il n'a qu'une chance
sur quatre d’avoir contracté la maladie. Il faut donc déterminer Pp(M).

P(DNnM) 0,082
Pp(M) = =
P(D) 0,325
Une chance sur 4 correspond a 25 % soit 0,25 donc le malade a un peu plus d'une chance sur 4
d’avoir contracté la maladie.

~ 0,252

Partie C

Lors du dépistage précédent, la prise de sang est effectuée chez des sujets a jeun.

Les données montrent que 82 % des patients malades ont un dépistage positif.

Pour améliorer le confort des personnes susceptibles de subir cet examen sanguin, on souhaite vérifier
sile fait d’étre a jeun est une condition indispensable dans le protocole.

On considere un groupe de 300 personnes malades sur lesquelles la prise de sang n’est pas effectuée a
jeun. La proportion p de patients malades qui ont un dépistage positif est égale a 0,82; I’échantillon est
de taille n = 300. Donc n =300 > 30; np =300 x 0,82 =246 >5et n(l1—p) =300x 0,18 =54 >5

Les conditions sont donc vérifiées pour que 'on établisse un intervalle de fluctuation asymptotique au
seuil de 95 % de la fréquence des patients malades qui ont un test positif dans un échantillon de taille

300
Vp- Vpl- 0,82x0,18 0,82x0,18
I= p—1,96M;p+1,96M = 0,82—1,96\/7X;0,82+1,96\/7X
vn vn V300 V300
~ [0,77; 0,871

Le dépistage se révele positif pour 74 % de personnes a jeun soit avec une fréquence de f = 0,74.
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f=0,74 ¢ I donc il ne faut pas pratiquer le test sur des personnes qui ne sont pas a jeun.

EXERCICE 3 Commun a tous les candidats 3 points
H K G
E F
ABCDEFGH est un cube. -
I estle milieu de [AB], J est le milieu de [HD] et Je

K estle milieu de [HG].
On se place dans le repere (A; AB, AD, AE|.

——»——»——»)

....................... C
A I B
On détermine les coordonnées tous les points de la figure dans le repere donné :
A(0;0;0) B(1;0;0) D(0;1;0) E0;0;1)
AC = AB + BC = AB + AD = C(1;1;0) AF = AB + BF = AB + AE = F(1;0; 1)
AH = AD + DH = AD + AE = H(0;1; 1) AG=AB+BC+CG = AB + AD + AE = G(1;1; 1)
XA+ XB
X1 =
2
+ 1
I est le milieu de [AB] donc{ y; = % et donc 1(5;0;0)
ZA+ ZB
z] = ———
2
. 1 1
Ontrouvedememe:](o;l;g) etK(E;l;l)
_ 1
L [wre = |
1. Les coordonnées de CE sont{ ye—yc = —1 ;cellesde IJsont{ y;—y; =1
zg—zc =1 R — 1
] 1 = 2
. xk—xr =0
etcellesde IK sont{ yx—-yr =1
zk—zr = 1

_— 1 1 — -
CE.I]:(—l)(—E +(—1)x1+1x§=0d0nc CELI]

CE.TK =0+(-1)x1+1x1=0donc CE 1 TK
Le vecteur CE estorthogonal a deux vecteurs directeurs IJ et IK duplan (I/K), doncil est normal
au plan (IJK).

. Xp—Xxg = —1
Les coordonnées de BD sont< yp—yp = 1
zp—zg = 0

CE BD—( 1)( D+(-1)x1+1x0= Odonc CEJ_BD

Le vecteur BD est orthogonal au vecteur CE qui est un vecteur normal au plan (/JK) donc la
droite (BD) est parallele au plan (IJK).

On pourrait préciser la réponse en démontrant que la droite (BD) n'est pas contenue dans le plan
(IJK) mais ce nest pas explicitement demandé dans le texte.

Si le point B appartient au plan (1JK), on peut dire que le point A, appartenant a la droite (BI),
appartient aussi a ce plan donc les plans (ABD) et (1JK) sont confondus, ce qui est faux.
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3. Soit M un point de la droite (CE) donc les vecteurs CM et CE sont colinéaires.

- xm—xc = kx(-1) xm = 1-k
Onadonc CM =k CE (ouk€R),cequiéquivautas yy—yc = kx(-1) << ym = 1-k
zv—2c = kx1 2y = k

Le plan (BDM) et le plan (IJK) sont paralleles, s'ils ont les mémes vecteurs normaux; autrement
dit pour que le plan (BDM) soit parallele au plan (/JK) il faut et il suffit que le vecteur CE qui est
normal au plan (IJK) soit également normal au plan (BDM).

Comme ce vecteur est déja orthogonal au vecteur BD il suffit fit qu ’il soit orthogonal a un deuxiéme
vecteur directeur du plan (BDM) non colinéaire a BD soit BM.

. xy—xg = 1-k-1 = -k
Le vecteur BM a pour coordonnées{ yy—yp = 1-k—0 = 1-k
ZM— 2B = k-0 =k
BM L CE < BMl.Es’zo = (x(D+A-k)x(-)+kx1=0 = k-1+k+k=0
— k=-
i 1 11 2 21
Donc M a pour coordonnées (1——;1——;—):(—;—;—)
3 3 3 33 3
EXERCICE 4 Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité 5 points

Pour tout entier naturel n de N*, on appelle S(n) le nombre égal a la somme des diviseurs positifs de n.

1. Le nombre 6 a pour diviseurs positifs 1,2, 3 et 6; donc S(6) =1+2+3+6 =12.
Le nombre 7 n'a que 2 diviseurs, 1 et 7; donc S(7) =1+7 =8.
2. a. Tout nombre entier n supérieur ou égal a 2 a au moins 2 diviseurs, 1 et lui-méme;
donc S(n) > 1+ n.
b. Les entiers naturels 7 tels que S(n) = 1 + n sont les entiers qui ont exactement 2 diviseurs : 1
et n; ce sont donc tous les nombres premiers.

3. On suppose dans cette question que n s'écrit p x g ol p et g sont des nombres premiers distincts.

a. Si n = px g ou p et g sont deux nombres premiers distincts, alors les seuls diviseurs de n
sont:1, p,getpxgq.
DoncS(n)=1+p+qg+pg=Q0Q+p)+q(l+p)=1Q+p)1+q).
b. On considere la proposition suivante :
« Pour tous entiers naturels zn et m non nuls distincts, S(n x m) = S(n) x S(m) ».
Lensemble des diviseurs de 4 est {1;2;4} donc S4)=1+2+4=7.
On a déja vu que S(6) = 12.
4 x 6 = 24; les diviseurs de 24 sont 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 et 24, donc S(24) =1+2+3+4+6+ 8+
12+ 24 = 60.
S(4) x §(6) =7 x 12 = 84 est différent de S(4 x 6) =
La proposition est donc fausse.

4. On suppose dans cette question que l'entier n s'écrit p¥, o1 p est un nombre premier et k un
nombre entier naturel non nul.

a. Les diviseurs de n = p¥ sont 1, p, p?,..., p~.
b. Lasuite (1, p, p?, ..., p¥,...) est une suite géométrique de premier terme 1 et de raison p; on
1- k+1
en déduit que s(n) =1+ p+p>+...+pF= % d’apres la formule qui donne la somme
-p

1- 1.aisonnombre de termes

des premiers termes d’une suite géométrique : premier terme x -
1
—raison

5. On suppose que 7 s’écrit p'3 x g7, ol1 p et g sont des nombres premiers distincts.
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a.

» On suppose que l'entier naturel m s’écrit p* x q* avec0 < s <13 et0< 1 < 7.
(ps x p13—s) (qt x q7—t) — pls x q7 o (ps x qt) (p13—s x q7—t) -ne m(p13—s x q7—t) =n.
On peut donc dire que m est un diviseur de 7.

¢ Soit m est un diviseur de n. On décompose m en produit de facteurs premiers; si r est
un facteur premier de la décomposition de m, alors r divise p'3g” donc, d’apres le théo-
réme de Gauss, r divise p'3 ou r divise g7, donc r = pour = q.
Donc m s'écrit p’ x g* avec se N et reN.
Comme m est un diviseur de 7, on peut écrire n = m x m’ ou m’ est un autre diviseur de
n qui peut donc s'écrire m’ = p¥ x q*.Orn=pBxq’etn=mxm'.
Onadonc p3¢g” = p*q' x p* q" ce qui équivaut a p3g7 = p**+s g+
D’apres l'unicité de la décomposition en produit de facteurs premiers, on peut dire que
s+s =13 etque t+t =7 et comme s, s, t et t' sont des entiers naturels, on peut en
déduire que s <13 et que r < 7.

Donc tout diviseur m de n s'écrit p° x g* avec 0 < s<13et0< 1 < 7.

Tous les diviseurs de 7 sont : 1 p p> ... p- ... pb?
a pa pq .. pg ... pq
a pal p*q’ p'q’ pq’
7 pqd pPq pigl ... pBq

b. La somme des 14 x 8 = 112 diviseurs de n est :

Sm=1+p+p*+...+p¥)+(g+pg+pr*q+...+pBq)+..+(q" + pg" + p*q" +...+ p3q")

=(l+p+p?+.+p¥)+(1+p+p*+.. . +pB)g+... +(1+p+p*+...+p¥) g’

1-pH

X
1-p 1-p

=(1+p+p*+...+p8¥)(1+g+¢*+...+q") =
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Annexe

Exercice 1
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Retour a la liste des corrigés
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EXERCICE 1 Commun a tous les candidats 6 points

Soit n un entier naturel non nul.
On considere la fonction f,, définie et dérivable sur 'ensemble R par f;,(x) = x°e
On note %, la courbe représentative de la fonction f;, dans un repere orthogonal.

—-2nx

1
On définit, pour tout entier naturel n non nul, I,, = f fn(x)dx.
0

Partie A : Etude de la fonction f;

1. Lafonction f] est définie sur R par f; (x) = x>e 2.

On admet que f; est dérivable sur R et on note f sa dérivée.

a. fl(x)=2xx e 2 +x?x(-2)e > =2xe ¥ -2x? e =2xe ¥ (1-x)

b. Pour déterminer les variations de la fonction fi, on étudie le signe de f] sur R:

X —00 0 1 +o00
x - 0 + +

e ¥ + + +

1-x + + (|) -

) -0+ -

Donc la fonction fj est strictement décroissante sur les intervalles ] —oo; 0] et [1; +oo[, et
elle est strictement croissante sur l'intervalle [0; 1].

c. On calcule la limite de fi enoco:
lim x%=+o0

X——00
lim —2x=+o0 )
x—-00 ) oy = lim fi(x) =400
On pose X = -2x = lim e =400 X—-0oo
. X X——00
lim e® =+o0
X—+00

X \2
d. Pour tout réel x, fi(x) = x*e 2* = x* (e %)? = (xe %) = (_x)
e
) . er ) x . X \2 )
Onsaitque lim — =+ocodonc lim — =0etdonc lim (—) =0: lim fi(x)=0
X—+00 X x—+oo e¥ x—+oo\ gX X—+00

2. En utilisant un systéme de calcul formel, on trouve qu’'une primitive F; de la fonction f; est don-

née arF(x)——e‘Zx(x—2+f+l
parf 2 2 1)
F; est une primitive de f; donc:
! 1 1 1 1 5e72 1
L= Ndx=F0)-F0) =|-e?|[z+=+-]|- —e°(0+0+—) =- -
1 fofl() 1(1) = F1(0) ( 5t5 4)) ( 2 T 1

Partie B : Etude de la suite (I,)

1. Soit n un entier naturel non nul.
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a.

1
0

Sur [0;1], x*> >0 et e 72" > 0 donc f,,(x) >0

On en déduit que I, représente, en unités d’aire, I'aire du domaine défini par 'ensemble des

points M de coordonnées (x; y) tellesque 0 < x < 1let0 < y < fr(x).

1
In:f fn(x)dx:f e ™ dx
0

Si on trace sur une calculatrice les représentations
graphiques des fonctions fj, f> et f3, on voit que
sur [0; 1], fi(x) > fo(x) > f3(x) > 0.

Les intégrales entre 0 et 1 sont rangées dans le
méme ordre que les fonctions donc la suite (1)
semble décroissante et semble tendre vers 0. o

—_—

. (@) = x2e 2Dy — 42 o =2nX=2X _ 42 o =2NX o =2X _ e—fon(x)

x€[0;1] <= 0<x<1l &= 2<-2x<0 = e 2<e el = e 21

20> -
ey } = e fon(x) < fulx) = fra(x) < fnx)

Sur [0;1] et < 1

Sur [0; 1] et pour tout 1 > 1, f,,+1(x) < f,,(x) donc, d’apres la positivité de I'intégration :

1 1
f far1(0)dx < f fn(x)dx ou autrement dit 1,41 < I,.
0 0

La suite (I,;) est donc décroissante.

3. Soit n un entier naturel non nul.

a.

b.

Sur [0; 11, 0 < x% < 1 donc, en multipliant par e ~>* > 0, on obtient 0 < x2e 2% L e 2%
autrement dit : 0 < f;,(x) < e 2"~

0 < fn(x) < e 72" donc, d’apres la positivité de I'intégration :

1 1 1 1
f deéf fn(x)dng e P dx < 0< I, g[ e M dyx
0 0 0 0

. onx o . e 2nx
La fonction x — e a pour primitive la fonction x — — 5
n
1 —2nx 1 -2n
_ e e 1
Doncf e 2 dx=|- =— +—
0 2n | 2n 2n
lim e ?"=0 Zon
n—+oo . €
1 = lim - =0 e 2n 1
im —=0 n—too 21 = lim — +—=
n—+oo 2n n—+oo 2n n
lim —=0
n—+oo2n
1
donc lim e 2" dx=0
n—+ 0

1 1
On sait que pour tout n > 1,0 < I, < f e ?™dxetque lim 0= lim e 2" dx =0;
n—+oo n—+oo 0

0
donc, d’apres le théoreme des gendarmes, la suite (I,;) est convergente et lirP I,=0.
n—+o0o
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EXERCICE 2 Commun a tous les candidats 5 points

Dans un supermarché, on réalise une étude sur la vente de bouteilles de jus de fruits sur une période
d’'un mois.

e 40 % des bouteilles vendues sont des bouteilles de jus d’orange;

¢ 25% des bouteilles de jus d’orange vendues possedent I'appellation « pur jus ».

Parmi les bouteilles qui ne sont pas de jus d’orange, la proportion des bouteilles de « pur jus » est notée
X, ol x est un réel de 'intervalle [0; 1].

Par ailleurs, 20 % des bouteilles de jus de fruits vendues possedent 'appellation « pur jus ».

On préleve au hasard une bouteille de jus de fruits passée en caisse. On définit les événements suivants :
R :la bouteille prélevée est une bouteille de jus d’orange;

J :1a bouteille prélevée est une bouteille de « pur jus ».

Partie A

1. On représente cette situation a I'aide d'un arbre pondéré :

2. On sait que 20 % des bouteilles de jus de fruits vendues possedent 'appellation « pur jus » donc
P(])=0,2.
D’apres la formule des probabilités totales :
P()=P(RN])+PRNJ)=P(R) x Pr()) +P(R) x Pz())=0,4%0,25+0,6 xx =0,1+0,6x

PU) = 0,2 ) B
P() = 0,1+0,6x }z 0,2=0,1+0,6x < x= ¢

3. Une bouteille passée en caisse et prélevée au hasard est une bouteille de « pur jus ».

P(R 0,1 1
C’est une bouteille de jus d’orange avec la probabilité P;(R) = PROJ =— ==
140))] 0,2 2

Partie B

Afin d’avoir une meilleure connaissance de sa clientele, le directeur du supermarché fait une étude sur
un lot des 500 derniéres bouteilles de jus de fruits vendues.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de bouteilles de « pur jus » dans ce lot.

On admettra que le stock de bouteilles présentes dans le supermarché est suffisamment important pour
que le choix de ces 500 bouteilles puisse étre assimilé a un tirage au sort avec remise.

1. On prend au hasard une bouteille dans un lot de 500; il n'y a que deux issues possibles : elle est
«pur jus » avec une probabilité égale a p = 0,2 ou elle ne I'est pas avec la probabilité 1 — p =0, 8.

On répete de facon indépendante 500 fois cette épreuve donc la variable aléatoire X qui donne le
nombre de bouteilles « pur jus » suit la loi binomiale de parametres n =500 et p = 0, 2.

2. On cherche P(X > 75) quiest égal a 1 — P(X < 74).
Ala calculatrice on trouve P(X < 74) = 0,0016 ce qui donne 0,998 pour la probabilité cherchée.
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Partie C

Un fournisseur assure que 90 % des bouteilles de sa production de pur jus d'orange contiennent moins
de 2% de pulpe. Le service qualité du supermarché préleve un échantillon de 900 bouteilles afin de
vérifier cette affirmation. Sur cet échantillon, 766 bouteilles présentent moins de 2 % de pulpe.

1.

Un intervalle de fluctuation asymptotique de la proportion de bouteilles contenant moins de 2 %
de pulpe au seuil de 95 % est donné par :

1_
I=|p-1,96YPL=P) 11 06
vn

vpl-p)
vn
sous les conditions n > 30, np > 5et n(1 - p) > 5.
Orp=0,9etn=900>30,donc np=810>5etn(l—p)=90=>5
On peut déterminer un intervalle de fluctuation au seuil de 95% de la proportion de bouteilles
contenant moins de 2 % de pulpe : I = [0,8804; 0,9196]

Dans I'échantillon, il y a 766 bouteilles présentant moins de 2% de pulpe, donc la fréquence de
766
bouteilles présentant moins de 2 % de pulpe est de 900 =0,851.

Cette fréquence observée est en dehors de I'intervalle I, donc I'affirmation du fournisseur semble
erronée.

EXERCICE 3 Commun a tous les candidats 4 points

1.

On définit une suite (u,) de réels strictement positifs par up = 1 et pour tout entier naturel 7,
In (up+1) =In(up) -1

Un+1 Un+1 1
——=e

In(ups1) =In(uy) -1 < In(upe1) —In(uy) = -1 < ln( ):ln(e‘l) —

n Un
= upr1=elu,

Donc la suite (u,,) est géométrique de raison e .

. Soit (v;;) une suite a termes strictement positifs.

On définit la suite (w,,) par, pour tout entier naturel n, w, =1 —-In(v,).
On appelle (2) la proposition suivante : si la suite (v,,) est majorée alors la suite (w;) est majorée.

1
Soit la suite définie pour tout naturel par v, = 1 : elle est bien a termes positifs et elle est
n
majorée par 1.
1
Or pour tout naturel n, w,=1-1In (Tl) =1+In(n+1); cette suite n'est pas majorée. La propo-
n

sition (2?) est fausse.

20 = 2+3i
i éfini 2 6
La suite (z,) de nombres complexes est définie par Znel = £ +i£ 2 Y EN

4 4

Zp+1 = \/z+i\/6z = |zp+1l = \/§+i\/€z = |zp41l \/§+i x| zyl

n+l = 4 4 n n+l1l= 4 4 n n+l1l= 4 n

2 2

V2 V6 v2) (v 2 6 8 1 V2 Vel V2
—+i—| =|—|+|—| =—=+—=—==-donc|—+i—|=—
4 4 4 4 16 16 16 2 4 2

V2 2
Pour tout n, |z,+1] = 7|zn| donc la suite (|z,]) est géométrique de raison g = - et de premier
terme |zo| =2+ 3i| = V22 +32 =13
V2 )”

D’apres les propriétés des suites géométriques, pour tout #n, |z,| = |zg| x g = V13 (7

Antilles-Guyane 85 12 septembre 2015



Baccalauréat S : I'intégrale des corrigés 2015

A.P.M.E.P.

Tous les termes de la suite géométrique (|z,|) sont positifs; la raison de cette suite est strictement

comprise entre 0 et 1 donc cette suite est décroissante et converge vers 0.
Il'y aura donc un plus petit rang no tel que |z, |
On cherche donc 7 tel que |z,| < 1072 ce qui équivaut a :

) e (o] 2

2 V13
2\" 10720
<~ In ((7 ) < ln( Ve croissance de la fonction In
13
2 10720
<~ nxIn (%) < ln( /3 propriété de la fonction In
13
10720
o NiE ) Vi
— n= \/1_3 carln(7)<0
2
In (—)
2

~136,6 donc pour 1 > 137, on a |z,| < 10720,

EXERCICE 4  Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Soit ABCDEFGH le cube ci-dessous.

S -~/ B

D C

On se place dans le repere orthonormé (A ; ﬁ, E, ﬁ)
Donc A(0;0;0),B(1;0;0),D(0;1;0) et E(0;0;1)

< 10729 et pour tout n > ng on aura |z, | <

10720,

5 points

1. a. Ladroite (DB) a pour vecteur directeur DB (1 -1; 0) Elle passe par le point D. C’est donc
I'ensemble des points M (x v; z) tels que DM et DB sont colinéaires, c’est-a-dire ’ensemble

des points M tels que DM =s DB ot seR.

x-0 = 1xs x = S
Celas’écrit{ y—1 = (-1)xs ouencore{ ¥y = 1-s ouseR
z—0 = Oxs z = 0

b. La droite (AG) est l’ensemble des points M (x; y; z) tels que AM et AG soient colinéaires,

c’est-a-dire tels que AM =t AG ot teR.
AG = AB + BC + CG = AB + AD + AE donc G a pour coordonnées (1;1; 1).

. x—=0 = 1xt¢ x =t
AM=tAG <= <{ y-0=1xt << y =1t outeR
z2—-0 = 1xt¢ zZ =1
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2. Soit M un point quelconque de la droite (DB) et N un point quelconque de la droite (AG). Le point
M adonc pour coordonnées (s; 1—s; 0) ou s € R, etle point N a pour coordonnées (¢; t; t) ou t € R.
Alors MN a pour coordonnées (£ —s; t—1+s; t).

La droite (M N) est perpendlculalre aux deux droites (AG) et (DB) si et seulement si d'une partles
vecteurs MN et AG sont orthogonaux, et si d’autre part les vecteurs MN et DB sont orthogo-
naux.; autrement dit si MN.AG=0et MN.DB =0.

MN.EzO < (=) x1+(t—-14+8)x1+tx1 =0 < t—5s+t—-14+s+t=0 <= 3t=1 < =

N =W

MN.DB =0 < (t—)x1+(t=1+8)x(—1)+x0=0 < (—5—t+1-5=0 < 1=25 <> 5=

Les coordonnées de M sont donc

11 111
- = 0) etcellesdeNsont(— —-—)
2’2’ 3’3’3

3. Soit s et t deux réels quelconques. On note M(s; 1—s; 0) un point de la droite (DB) et N(¢; t; t)
un point de la droite (AG).

a. Levecteur MN apour coordonnées (t—s; t—1+s; t) donc
MN? = (t=-8)2+(t—1+8)2+ 1% = 2 =2ts+ 2+ 12+ 1+52 =21 —25+2¢s+ 12 = 312 -2t +252 —2s+1

1) 12 1 , 2 1 , 1) 1

3lt—=| +2|s—=| +==3[t"—=—t+-|+2[s"—s+—[+=

3 2 6 39 4/ 6

a2 o Lo o T s 2_
=3t 2t+3+25 23+2+6—3t 2t+2s°—2s+1

2 1)2 1
s—=| +=

+2
2 6

b. La distance MN est minimale quand le nombre MN? est minimal; MN? est la somme de
trois nombres positifs ou nuls qui sera minimale si chaque nombre est minimal.

1
Donc MN? :3(t— 3

2 2
Autrement dit pour que M N? soit minimal, il faut que (t - 5) et (s - 5) soient minimaux.

. - ) 1 1
Les carrés seront minimaux s'ils sont nuls donc pour ¢ = 3 ets= >

Dans ce cas, on a vu que la droite (M N) était la perpendiculaire commune aux deux droites
(AG) et (BD).
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EXERCICE 4 Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité 5 points

Partie A

On considére I'équation 51x —26y =1 ol x et y sont des nombres entiers relatifs.

1.

51 =3x17 et 26 =2 x 13 donc les deux nombres 51 et 26 sont premiers entre eux; d’apres le théo-
reme de Bézout, on peut en déduire que I'équation 51x — 26y = 1 admet des solutions en entiers
relatifs.

2. a. Comme2x26=52=51+1,ona:(-1)x51—(-2) x26 =1 donc le couple (xp; yo) = (—1; -2)
est solution de I'équation.
b. On cherche un couple (x; y) solution donc tel que 51x —26y = 1; or le couple (xp; yo) est
solution. On a donc:
51x - 26y =1
51x — 26y =1
51(x—x0) — 26(y—y0) = O
51 (x—x0) —26(y—yp) =0 < 51 (x— x0) =26 (y — o)
51 divise 26 (y — yo) ; or 51 et 26 sont premiers entre eux, donc, d’apres le théoreme de Gauss,
51 divise y — yp. On peut donc écrire y — yo =51k avec k € Z.
51 (x—xp) =26(y—yo) et y— yo =51k donc 51 (x — xp) =26 x 51k et donc x — xp = 26k.
Si (x; y) est solution, alors x = xp + 26k = —1+26k et y=yp+51k = -2 +51k, avec k€ Z.
réciproquement, si x = —1+26k et y=—-2+51k, ot k € Z, alors 51x—26y = 1 donc le couple
(x; y) est solution de I'équation 51x—26y = 1.
Lensemble des couples solutions de'équation 51x—26y = 1 est donc I’ensemble des couples
(-=1+26k; —2+51k) avec ke Z.
Partie B

On fait correspondre a chaque lettre de 'alphabet un nombre entier comme l'indique le tableau ci-

dessous :
A B C D E F G H I J K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
N o P Q R S T U A% W X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Afin de coder une lettre de I'alphabet, correspondant a un entier x compris entre 0 et 25, on définit une
fonction de codage f par f(x) = y, ou y est le reste de la division euclidienne de 51x + 2 par 26.
La lettre de I'alphabet correspondant a I’entier x est ainsi codée par la lettre correspondant a I'entier y.

1.

Lalettre N correspond a x = 13 donc 51x+2 =51 x 13 +2 = 665. Comme 665 = 25 x 26 + 15, le reste
de la division de 665 par 26 est 15 et f(13) = 15. Le nombre 15 correspond a la lettre P donc la lettre
N est codée en P.

. bla =1 [26] signifie que 51a s’écrit 1 +26b avec b € Z.

5la=1+26b < 5la—26b =1 donc, d’apres la partie A, a = —1 + 26k avec k € Z. On cherche k
de Z pour que 0 < a < 25 donc on prend k = 1 ce qui donne a = 25.
Lentier atelque 0 < a <25et5la=1 [26] est a=25.

. On suppose que la lettre correspondant a un entier x est codée par la lettre correspondant a un

entier y; alors y es le reste de la division de 51x + 2 par 26 ce qui signifie que y = 51x + 2 [26] et
0<y<15.

a=25doncay+2=25y+2
y=51x+2[26] = 25y =25x51x+25x2 [26]
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On sait que 51a =1 [26] donc 51 x 25 =1 [26] et donc 25 x 51x = x [26]

On peut donc dire que 25y = x + 50 [26] donc que 25y + 2 = x + 52 [26].

Or 52 =2 x 26 donc 52 =0 [26]. Donc 25y + 2 = x [26]

On sait que x est le nombre correspondant a une lettre donc 0 < x < 25.
25y +2 = x [26]
0<x<25

4. Lalettre N correspond au nombre 13. On cherche donc le nombre x tel que y = f(x) soit égal a 13.

} —> x est le reste de la division de 25y + 2 par 26

Si y =13, alors x est le reste de la division de 25y + 2 par 26.
25x13+2=327et327=26x12+15 donc x =15
La lettre qui est codée N correspond au nombre 15 donc c’est P.

5. Soit une lettre Q correspondant au nombre x. Elle se code en une lettre ; correspondant au
nombre x;, reste de la division de 51x+2 par 26, donc x; = 51x+2 [26]. Si on cherche a coder Q,, on
aura la lettre Q, correspondant au reste x, de la division de 51x; + 2 par 26 donc x, = 51x; +2 [26].
X1 51x+2 [26]
X2 51x; +2 [26]
2601 =26 x 100+ 1 donc 2601 =1 [26] et donc 2601 x = x [26]

104 =26 x 4 donc 104 = 0 [26]
Donc xp =2601x+ 104 [26] < x» = x [26]
Et comme x et x, sont tous les deux des restes dans la division par 26, x, = x.

} = x2=51(51x+2)+2[26] < x2=2601x+104 [26]

Cela veut dire que si on applique deux fois la fonction de codage f a un nombre correspondant a
une certaine lettre, on retrouve ce nombre : f(f(x)) = x.

Ce sera encore vrai si on applique un nombre pair de fois la fonction de codage.

Donc si on applique 100 fois de suite la fonction de codage f a un nombre correspondant a une
certaine lettre, on obtient la lettre du départ.

Retour a la liste des corrigés
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EXERCICE 1 7 points
Commun a tous les candidats

Partie A

On regroupe les données de I'énoncé dans un arbre pondéré :

1. Il suffit de lire 'énoncé : P(ANS) = P(A) x P4(S)=0,7x0,17 =0,119.
2. D’apres la formule des probabilités totales :

P(S)=P(ANS)+P(BNS)=0,119+ P(B) x Pg(S)
=0,119+0,3x0,1 =0,149

P(ANS) 0,119

3. La probabilité cherchée correspond a Ps(A) = =——=0,799.
P(S) 0,149
4. Soit p la proportion sur 'ensemble de la production de la source A de bouteilles contenant del'’eau
211
trés peu calcaire. La fréquence observée sur I’échantillon de taille n = 1000 est f,,s = 1000 =0,211.

Comme 7 = 1000 > 30, nf,ps = 211 > 5 et n(1— f,ps) = 789 > 5, les conditions d’application du
théoréme de Moivre-Laplace sont vérifiées et on peut proposer un intervalle de confiance au seuil
de 95% qui est :

1

; + =~ [0,179; 0,243
\/ﬁ fobs [ ]

1
fobs - ﬁ

Partie B

1. Comme y=8etoc=1,6,P(6,4<X<9,6)=P(u—0c< X< u+0)=0,683.
2. Ala calculatrice, on trouve : P(X <6,5) = 0,174.

3. La question revient a résoudre I'équation en o : P(Y < 6,5) = 0,1. D’apres le cours, si la variable
Y-9
aléatoire Y suit la loi normale d’espérance 9 et d’écart type o, alors la variable aléatoire Z = ——
o
suit la loi normale centrée réduite.
Y-9 2,5
Y<65 << YV-9<-25 = —— —
o o

)<0,1

N

2,5
— Z<—-—donc
o

’

2,5
P(Y 6,5 =01 << P(Zg—
o

On cherche, a la calculatrice, le réel  tel que P(Z < ) = 0,1 sachant que Z suit la loi normale
centrée réduite; on trouve f = —1,282.
2,5

B=-1282 < ——=-1,282 < 0~=1,95
o
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Partie C

T 5 1 . . .,
1. Comme acosx > 0 sur ]_E ; > [ avec a € R}, I'aire du domaine cherchée correspond, en unités

d’aire, a la valeur de I'intégrale

s

2 z
f acosxdx = a[sinx]?, =a(l-(-1)=2a
_z -2
2
2. Le probléme revient a résoudre I'équation en a :
a2 a2 a2
2a—n(§) =n(§) @a—n(g) =0« a@d-ma)=0

. . . . 4
Comme a est strictement positif, la seule solution possible est a = — > 0.
b2

EXERCICE 2 3 points
Commun a tous les candidats

1. f, estune somme de fonctions dérivables sur R donc dérivable sur Reton a:
VxeR, fl(x)=e*"%-2
fi0)>0 < e %-2>0 <= e >2 < x—a>In2 < x>a+In2

f4(x) s'annule et change de signe pour x = a +In2 en étant négatif puis positif donc f, admet un
minimum en a+In2 égala f,(a+In2) = e*"2~4 _2(g+In2)+ e*=2—-2a-2In2+ e

X —00 a+1n2 +00
fa) - 0 +
fa \ /
fala+1n2)

2. Ena+In2,0na fs(a+In2)=2-2a-In2+ e
Afin de minimiser ce minimum, on étudie les variations de la fonction ¢ dérivable sur R et définie
par@(a)=2-2a—In2+e?
plla=-2+e% -2+e%>0 < e?>2 < a>In2
¢'(a) s’annule et passe de négatif a positif en a =In2.

X —00 In2 +00
¢'(x) - ¢ +
4—4In2

Prendre a = In2, minimise donc le minimum de f;, qui est égal a
¢p(In2)=2-2In2-2In2+e"2 =4 -4In2.

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

Partie A

11 suffit de prendre un contre-exemple pour montrer que (P,) est fausse. Par exemple, le triplet (1; 1; 1)

1
convient:12+12+12=3>5maisl+1+1=3¢1.

Partie B
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1. a. Ilsuffit de vérifier que les trois points non alignés B, D et E appartiennent au plan d’équation
x+y+z=1.
Avec B(1;0; 0), D(0; 1; 0) et E(0; 0; 1), c’est bien le cas :

1+0+0=0+1+0=0+0+1=1

b. Il suffit de montrer que le vecteur AG est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan
(BDE). Prenons BD et BE, par exemple. On a:

1\ (-1

AG.BD=|1].| 1 |=-14+1+0=0 = AG L BD
1) \o

AG.BE=|1|.| 0 |=-140+1=0 = 4G L BE
1) \1

Donc la droite (AG) est orthogonale au plan (BDE).

c. D’apres la question précédente, on sait que (AG) et (BDE) sont sécants en un unique point.
11 suffit donc de prouver que K appartient a la droite et au plan.

—_ ]_ —_—
— Comme AK = 3 AG, le point K appartient a (AG).

1 1 1
— Comme 3 + -+ — =1, le point K appartient a (BDE).
Donc K est I'intersection de la droite (AG) et du plan (BDE).

2. Les coOtés du triangle BDE sont les diagonales des faces du cube qui sont isométriques donc ils
sont de méme longueur et BDE est un triangle équilatéral.

3. a. Si M estun point du plan (BDE) distinct de K, d’apres la question (1b), le triangle AMK est
rectangle en K. D’apres le théoréme de Pythagore, on a alors :

AM? = AK? + MK?

Si M = K, la relation est encore vraie donc elle est vraie pour tout point M de (BDE).
b. Comme MK? >0, larelation AM? > AK? se déduit trivialement de la précédente.

c. Soient x, y et z trois nombres réels vérifiant I'égalité x + y + z = 1. Le point M(x; y; z) appar-
tient donc au plan (BDE).

D’apreés (3b), on a alors AM? > AK? qui s’écrit, avec les coordonnées :

12 (1)2 (1} 1

2 2 2
X“+y +z-=(=] +|=] +|=| ==
Y Z/(s) (3) (3) 3

Limplication (P;) est donc vraie.

EXERCICE 4 5 points
Candidat n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1
d = 5d0+100=250

a —1d +1a +70 =445
1 =50t 5 do =
2. a. On obtient en sortie D =250 et A = 420. Ces résultats ne sont pas cohérents avec ceux obte-

nus a la question (1).

b. Le probléme de I'algorithme proposé est qu’il réutilise la variable D pour le calcul de A alors
qu’elle a été modifiée. On corrige cela en utilisant une variable auxiliaire E, déclarée « nombre
réel » dans l'initialisation :
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C

Variables : n et k sont des entiers naturels
D, Aet E sont des réels
Entrée : Saisir n
Initialisation: D prend la valeur 300
A prend la valeur 450
Saisir la valeur de n
Traitement : Pour k variantde 1 a n

E prend la valeur D

D
D prend la valeur > +100

A E
A prend la valeur 3 + 2 +70

Fin de Pour
Sortie : Afficher D
Afficher A

. Par définition, on a:

1 1 1
en+1 = dns1 =200 = 2 dp —100 = 5(d,, -200) = 5 6n

1
La suite (ey,) nen est donc géométrique de raison > et de premier terme ey = dy — 200 = 100.

1 n n
D’apres la question précédente, on a e, = (5) eo =100 (5) .

n

’ ~ ]'
D'olt e, = dy—200 <= dy =100| =] +200

1 n
CommeO<—-—<1,ona lim (—) =0puis lim d, =200.
2 n—+oo\ 2 n—+oo

La suite (d,) ,en est donc convergente vers 200.

c2n? = (n+ 1% =((V2-1)n-1)((VZ+1)n+1).

D’apres les résultats de premiére sur les trindmes du second degré, 2n? — (n + 1) est donc

1 1
oun= ~24.

V2+1 V2-1

Donc, pour n entier supérieur a 3, on a 2n? — (n+1)%2 >0, c’est-a-dire :

positif pour n < —

2% > (n+1)>?

Pour 7 = 4, on a bien 2* = 16 > 4 = 16 donc la propriété est initialisée.
Supposons qu'il existe un entier k > 4 tel que 2 > k2. En multipliant les deux membres de
I'inéquation par 2 et en utilisant le résultat de la question précédente, on obtient :

2K+ > 012 > (k+1)?

La propriété est donc héréditaire.

Initialisée et héréditaire, la propriété 2" > n? est donc vraie pour tout entier supérieur ou
égal a 4.

D’apreés la question précédente, si n est un entier supérieur ou égal 4 4, on 0 < n> < 2". En
composant, cette inégalité par la fonction inverse, décroissante sur R} et en multipliant par
100, on obtient alors :

1 1 1\" 100n 100
0<—<— = 0<100n|=| <——=
2n T p2 2 n? n

. D’apres la question précédente et les théoréemes d’encadrement

. " . 100 s . . . P
lim 100n{-| = lim — = 0 et d’aprés les résultats sur les limites des suites géomé-
n—+oo 2 n—+oo n

n
triques de raison strictement inférieure a 1 en valeur absolue nliI-P (5) =0.
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D’apres les résultats sur les limites de sommes, on obtient alors :

lim a;, =340.
n—+oo

EXERCICE 4 5 points
Candidat ayant suivi 'enseignement de spécialité

1. a. D’apresl’énoncé, le nombre d’avancés au début du mois 7+ 1 sera composé de la moitié des

débutants du mois précédent passant au niveau avancé soit Ed"’ de la moitié du nombre

1
des avancés ne s’étant pas désinscrits soit Ea" et des 70 personnes qui se sont inscrites en
début du mois.
On obtient bien : ) )
an+1 = Edn + Ean +70

d 10 100 ) .
b. Enposant Uy, = ( a”), A= ( [t ) etB= ( 70 ), le systéme s’écrit sous la forme matricielle :
2 2
Up+1=Au, +B

1 1 1
c. Pournzl,onabienA:(% ?):—(1 0):—(12+T).
2 2) 20 1 2

Supposons que la relation soit vérifiée pour un certain entier k non nul. En multipliant I'ex-

1\ 1
pression A* = (5) (L +kT) par A= > (I + T) a gauche ou a droite car I, et T commutent,
on obtient :
1 k 1 k+1
ARl = (5) (I + kT) x 5(12 +T) = (5) (L +T+kT+kT?)
, (00 L . :
Or, T¢ = o ol On dit qu’elle est nilpotente d’ordre 2.

1 k+1
Donc AF+1 = (5) (I + (k+ 1) T) et la relation est héréditaire.

La propriété est donc initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout n € N*.

1
5 0
- 1

2. a. Comme det(l, —A) =| %4
2 2

:2)

1
= 1 # 0, la matrice I, — A est inversible et on a (I, — A)~! =

Dot C=AC+B < (L-A)C=B < C=(L-A)"'B
(2 0)(100) _ (200
12 2J(70) \340)°
. . 2 200
b. 1l suffit de se servir des question précédentes on remarquant que ( ) =C=AC+B.

340

Vit1=Up41—-C <= V1 =AU, +B—-(AC+B) < Up+1 =AU, -C) = AV,

c. OnaVp=Us—C= (300) B (200) _ (100)‘

450 340 110

100 200
el . _n
Par définition de V,;, onaaussi: U, = A (110) + (340).
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3.

a.

En utilisant le résultat de la question (1¢), on obtient, par calcul matriciel :
1 n
U, = (E) (12+nT)(100)+(200) _ 2 (100)+(200)

110) " \340) ~ n(l)” (1)” 110/ " |340
2 2

n 1 n .
+ 110(5) +340

n

1
100(—) +200
2

(1
100n| -
2

En admettant que pour n > 4, 2" > n? > 0, en composant par la fonction inverse, décrois-
1
¥ .
sante sur R}, on obtient 0 < on < —.

En multipliant les membres de I'inégalité par 1007, on obtient, apres simplification :

1\" 100
0<100n|=-] <—
2 n

100 n
D’apres les théoremes d’encadrement, comme lim —— =0, on obtient lim IOOn(—) =
n—+oo n n—+o0o 2
0.

1
D’apres les résultats sur les limites de suites géométriques de raison 2’ on sait aussi que
1 n
lim 100(—) =0.
n—+oo 2

Enfin, d’apres les théoremes sur les limites de sommes, on obtient :

n

_ 1

. Rl 100 > +200 200

i Un = 1\" 1\" ~ 1340
lim IOOn(— +110(—) +340

n—+oo 2 2

La fréquentation se stabilise, a long terme, autour de 200 internautes débutants et 340 inter-
nautes avancés.

Retour a la liste des corrigés
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EXERCICE 1 Commun a tous les candidats 6 points

Partie A

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, 7, 7), on désigne par €, la courbe représentative de la
b ¢
fonction u définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par: u(x) = a+ p + = ol a, b et ¢ sont des réels fixés.
1. La courbe %, passe par le point A (1; 0) donc u(1) = 0.

La courbe €, passe par le point B (4; 0) donc u(4) = 0.

2. Ladroite 2 d’équation y =1 est asymptote a la courbe %6, en +oo donc thP u(x)=1.
—+00

. b
lim —=0 b
X—+00 X . c .
— lim (a+—+—2)=a<=> Iim ux)=a
. X—+o00 X X X—+o00o
lim 5 =0
X—+00 X

lim wu(x)=1 b ¢
Yo roo = a=1ldoncu(x)=1+—-+—

lim u(x)=a x  x2
X—+00

b ¢
3. D’apres la premiere question u(1) =0 ce qui équivauta 1 + 1 + 7= 0 <= b+c=-1.

b ¢ b ¢
De méme u(4) =0équivautal+ -+ — =0 <= 1+ -+ —=0 < 4b+c=-16.
4 42 4 16

Onré t] tem bte = -1 — ¢ =-1-b — ¢c= 4
esoutliesysteme ) yp.ic = —16 4b-1-b ~16 b= -5

4 x*-5x+4
Donc pour tout x de 10; +oo[, u(x) =1-—+ - = ———
x x2 x2

Partie B
. . P . 4
Soit f la fonction définie sur I'intervalle 10; +oo[ par: f(x) = x—5lnx— .

4 x*-5xlnx-4
l. fx)=x-5Inx——=—"""—"—
X

limx* =0 }
x—0

X

. 2 _
lim xInx =0 = 1,}2}(76 —5xInx—4) =-4 x?-5xInx—4

x>0 = lim —00
x>0 x—0 X
limx=0 x>0
x—0
x>0
donc lirrolf(x)z—oo
0
4 Inx\ 4
2, fx)=x-5Inx-—=x|1-5—|——
X X X
. Inx . Inx . Inx
lim —=0= Ilim (1-5—|=1= lim x|(1-5— | =400
X—+o00 X X—+ X X—+00 X
lim —=0
xX—+00 X
Inx\ 4
= lim x(l—S—)——:+oodonc lim f(x)=+o0
X—+00 X X X—+00
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3. Lafonction f est dérivable sur ]0; +oo[ comme somme de fonctions dérivables et :

flo=1 5><1 4><( 1)—1 5+4—u(x)
B X x2) " x x
2
X“—5x+4 x-1)(x-4
u(x) = 2 = ( 3)5(2 ) ; on peut donc déterminer le signe de u(x) sur ]10; +oo[ et donc

le signe de f’(x).
u(x) s’annule pour x=1etx=4; f(1)=-3et f(4) =3-5In4~-3,93
On dresse le tableau de variations de la fonction f :

x 0 1 4 +00
£ = u(x) 0 - 0 +
-3 +00
fx)
—00 3-5In4

Partie C

1. On appelle «f 'aire du domaine hachuré sur la figure fournie avec le texte; c’est 'ensemble des
points M (x; y) telsque 1 < x <4 et u(x) <y <0.

4
Pour tout x de [1;4], u(x) <0donc .« = —f u(x)dx
1

4

f'(x) = u(x) donc la fonction f est une primitive de la fonction u et donc f u(x)dx = f4) - f(Q).
1

On en déduit que « = f(1) — f(4) = -3 - (3—5In4) =5In4 — 6 unité d’aire.

2. Pour tout réel A supérieur ou égal a 4, on note <) 'aire, exprimée en unité d’aire, du domaine
formé par les points M de coordonnées (x; y) tellesque4 < x < let0< y < u(x).
A
Sur [4; +oo[, u(x) > 0 et donc l'aire «f) est égale, en unité d’aire, a f u(x)dx.

4
A

A
Or f u(x)dx = f(A) — f(4); on cherche donc A tel que f u(x)dx = o ce qui équivaut a
4 4

f(A) - f(4) =5ln4-6 < f(A)-(3-5In4) =5In4-6 < f(1)=-3
On complete le tableau de variations de la fonction f :

X 0 1 4 /1 +00

-3 +00

Fx) / -3

—00 3-5In4~-3,93

On peut conclure qu’il existe une unique valeur A telle que <) = <.
Remarque: f(7) = -3,30 et f(8) = —2,90 donc 1 € [7; 8]
f(7,7)=-3,03 et f(7,8) = —2,98 donc L € [7,7; 7,8]
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<1
é

EXERCICE 2 Commun a tous les candidats 4 points
Lespace est muni d'un repere orthonormé (O, 7, 7 k)

Les points A, B, C sont définis par leurs coordonnées : A(3; —1; 4), B(-1;2; -3), C4; -1;2).

Le plan £ a pour équation cartésienne : 2x—3y+2z—7 =0.

X = —1+4t
La droite A a pour représentation paramétriques y = 4—-t ,teR.
z = —8+2t

Affirmation 1 : Les droites A et (AC) sont orthogonales.

En détaillant son écriture paramétrique on peut dire que la droite A a pour vecteur directeur v 4;-1;2).
La dr01te (AC) a pour vecteur directeur AC (1;0; -2).

V.AC =4x1+(-1)x0+2 x (-2) = 0 donc les vecteurs v et AC sont orthogonaux; on peut en déduire
que les droites A et (AC) sont orthogonales.
Affirmation 1 vraie

Affirmation 2 : Les points A, B et C déterminent un plan et ce plan a pour équation cartésienne 2x+5y +
z—=5=0.
* Les points A, B et C déterminent un plan si et seulement s’ils ne sont pas alignés.
AB a pour coordonnées (—4; 3; —7) et ACa pour coordonnées (1; 0; —2).

Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc les points A, B et C ne sont pas alignes; ils déter-
minent donc le plan (ABC).

e Le plan (ABC) a pour équation 2x+ 5y + z—5 = 0 si les coordonnées des trois points A, B et C
vérifient cette équation.
0 2XA+5yA+2Aa—5=2x3+5x(-1)+4-5=0
o 2xg+5yp+2zp—5=2x(-1)+5%x2+(-3) -
o 2xc+5yc+zc—5=2%x4+5x(-1)+2-5=0
Les coordonnées des trois points vérifient I'équation du plan donc ces points appartiennent au plan.

Le plan (ABC) a pour équation 2x+5y+2z—-5=0.
Affirmation 2 vraie

Affirmation 3 : Tous les points dont les coordonnées (x; y; z) sont données par
x =1+ s=2¢
¥y 1-2s+ § ,seR, s €R appartiennent au plan 22.
z = 1-4s+2¢
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Soient s et s’ deux réels et M le point de coordonnées (1+s—2s';1—2s+s';1—4s+2s').
Le plan £ a pour équation 2x -3y +2z—-7=0.
2xp —3ym+2z2m—7=2(1+s-25)-3(1-2s+s)+2(1-4s+2s) -7
=2+25s—4s' -3+65-3s5 +2-8s+4s' - 7=-6-3¢
n’est pas égal a 0 pour tout s'.
Affirmation 3 fausse

Affirmation 4 : Il existe un plan paralléle au plan & qui contient la droite A.

Il existe un plan parallele au plan 22 qui contient la droite A si et seulement si la droite A est parallele au
plan 2.

La droite A a pour vecteur directeur 7; (4; —1; 2). Le plan £ a pour vecteur normal 7{ (2;-3;2).

If iroite A est parallele au plan 22 si et seulement si les vecteurs et 7 sont orthogonaux.

v.n =4x2+(-1)x(=3)+2x2 =15 # 0 donc les deux vecteurs ne sont pas orthogonaux ce qui prouve
que la droite A n’est pas paralléle au plan £2.
Affirmation 4 fausse

EXERCICE 3 Commun a tous les candidats 5 points

Partie A

Le chikungunya est une maladie virale transmise d'un étre humain a l'autre par les piqtres de mous-
tiques femelles infectées.
Un test a été mis au point pour le dépistage de ce virus. Le laboratoire fabriquant ce test fournit les
caractéristiques suivantes :

— la probabilité qu'une personne atteinte par le virus ait un test positif est de 0,98;

— la probabilité qu'une personne non atteinte par le virus ait un test positif est de 0,01.
On procede a un test de dépistage systématique dans une population « cible ». Un individu est choisi au
hasard dans cette population. On appelle :

— M l'évenement : « Lindividu choisi est atteint du chikungunya »

— T l'évenement : « Le test de I'individu choisi est positif »
On notera M (respectivement T) I'événement contraire de I'événement M (respectivement T).
On note p (0 < p < 1) la proportion de personnes atteintes par la maladie dans la population cible.

1. a. On complete I'arbre de probabilité :
0,98 T
M —
: .

‘0,98:0)02 T

0,01
1<, _/T
M\
1-0,07 = T

0,99
b. D’apreés'arbre:

e PIMNnT)=PM)xPy(T)=px0,98=0,98p

e P(MNT)=P(M) x P5(T) = (1-p) x 0,01 =0,01-0,01p
D’apres la formule des probabilités totales :
P(T)=P(MNT)+P(MnNT)=0,98p+0,01-0,01p =0,097p +0,01
P(MnT) 0,98p _ 98p

2. a. Laprobabilité de M sachant T est Py (M) = = =
P(T) 0,97p+0,01 97p+1

est définie sur [0; 1].

=f(p)ou f
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b. La fonction f est une fonction rationnelle définie sur [0; 1] donc dérivable sur [0; 1] et:
) 98 x (97p +1) —98p x 97 98
fp= 2 = 2
97p+1) 97p+1)
La fonction f est donc strictement croissante sur [0; 1].

>0sur [0;1]

3. On considére que le test est fiable lorsque la probabilité qu'une personne ayant un test positif soit
réellement atteinte du chikungunya est supérieure a 0, 95.
La probabilité f(p) qu'une personne ayant un test positif soit réellement atteinte du chikungunya
est égale a 0,95 quand la proportion p est solution de I'équation f(p) =0,95:

98 19
P__ 0,95 < 9800p =95x (97p+1) < 585p =95 <= p = — soit
97p+1 117

approximativement 0, 162.

f(p)=0,95 =

. . . . 19
La fonction f est strictement croissante sur [0; 1] doncsi p > 7 alors f(p) >0,95.
19
C’est donc a partir d'une proportion p = i = 16,2% de malades dans la population que le test
sera fiable.
Partie B

En juillet 2014, I'institut de veille sanitaire d'une ile, en s’appuyant sur les données remontées par les
médecins, publie que 15 % de la population est atteinte par le virus.

Comme certaines personnes ne consultent pas forcément leur médecin, on pense que la proportion est
en réalité plus importante.

Pour s’en assurer, on se propose d’étudier un échantillon de 1000 personnes choisies au hasard dans
cette ile. La population est suffisamment importante pour considérer qu'un tel échantillon résulte de
tirages avec remise.

On désigne par X la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 1000 personnes choisies au hasard,
fait correspondre le nombre de personnes atteintes par le virus et par F la variable aléatoire donnant la
fréquence associée.

1. a. Onprend p=0,15.
Pour une personne prise au hasard, il n'y a que deux issues possibles : elle est malade (avec
une probabilité p = 0,15) ou elle n’est pas malade (avec la probabilité 1 — p = 0,85).
On choisit 1000 personnes, ce qui revient a une répétition de facon indépendante de 1000
tirages avec remise.
La variable aléatoire X qui donne le nombre de personnes malades dans un échantillon de
1000 personnes suit donc la loi binomiale de parametres n = 1000 et p =0, 15.

b. Dans un échantillon de 1000 personnes choisies au hasard dans I'ile, on dénombre 197 per-
sonnes atteintes par le virus donc la fréquence observée est f =0,197.

n=1000 > 30, np =150 > 5 et n(l — p) = 850 > 5 donc on peut déterminer un intervalle de
fluctuation I de la fréquence F de personnes malades au seuil de 95 % :

vpl-p) vVpld-p)
I=|p-1,96""——";p+1,96— "
vn vn
=10,15-1 96‘/0’15x0’85 :10,15+1 96\/0’15X0’85 = [0,127;0,173]
’ ’ 1000 ’ 1000 T

Comme 0,197 ¢ [0,127;0,173] on peut en déduire que 'hypothése d'un pourcentage de
15 % est sous-évaluée.

2. On considere désormais que la valeur de p est inconnue.
Onsaitque f=0,197; n=1000 > 30, nf =197 > 5 et n(1- f) =803 > 5. On peut donc déterminer
un intervalle de confiance au seuil de 95 % autour de la fréquence observée :

f_

0,197 - =~ [0,165; 0,229]

1 1 1 1
— i f+— ————;0,197+
v vn V1000 V1000
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Partie C

Le temps d’incubation, exprimé en heures, du virus peut étre modélisé par une variable aléatoire T
suivant une loi normale d’écart type o = 10. On souhaite déterminer sa moyenne p.
La représentation graphique de la fonction densité de probabilité de T est donnée en annexe.

1. a. D’apres le graphique donné en annexe, on peut conjecturer que p = 120.

b. Voir graphique en annexe.

2. On note T la variable aléatoire égale a

a. D’apres le cours, si la loi T suit la loi normale de parameétres u et o = 10, alors la variable

aléatoire T' = K suit la loi normale centrée réduite.

T—u 110- 110—
b. T<110 & T-pu<110-p = —F < B po 278
10 10 10

. 110-u
Donc P(T'<110)=0,18 = P|T'< —_—|=0,18

On cherche a la calculatrice le réel § tel que P(T' < ) = 0,18 sachant que T’ suit la loi nor-
male centrée réduite. On trouve 8 = —0,915.

110-
E_ —0,915 et on trouve y = 119 valeur proche de celle de la conjecture faite

On résout
ala question 1.

EXERCICE 4  Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité 5 points

Dans un pays de population constante égale a 120 millions, les habitants vivent soit en zone rurale, soit
en ville. Les mouvements de population peuvent étre modélisés de la fagon suivante :

e en 2010, la population compte 90 millions de ruraux et 30 millions de citadins;

o chaque année, 10 % des ruraux émigrent a la ville;

¢ chaque année, 5% des citadins émigrent en zone rurale.
Pour tout entier naturel n, on note :

¢ uylapopulation en zone rurale, en 'année 2010 + n, exprimée en millions d’habitants;

e v, la population en ville, en I'année 2010 + n, exprimée en millions d’habitants.

On a donc uy =90 et vy = 30.

Partie A

1. La population totale est constante et égale a 120 millions donc, pour tout entier naturel », on peut
dire que u, + v, = 120.

2. On utilise un tableur pour visualiser I'évolution des suites (i) et (vy).
Dans B3 on entre la formule =0, 9*B2+0,05*C2.
Dans C3 on entre la formule =0, 1xB2+0,95*C2.

3. D’apresles données du tableur, la suite (¢,,) (donc le nombre de ruraux) semble décroitre et tendre
vers 40 millions, et la suite (v,;) (donc le nombre de citadins) semble croitre et tendre vers 80 mil-
lions.

Partie B
On admet dans cette partie que, pour tout entier naturel n, u,+; =0,85u, +6.

1. a. Soit &, la propriété u, > u,41.
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e 1up=90etu; =0,85u9 =0,85x90+6 = 82,5 donc uy > u;
La propriété est vraie au rang 0.

* On suppose la propriété vraie au rang p > 0, c’est-a-dire up > Up+1.
Up > upy1 < 0,85up >0,85up1 < 0,85up +6>0,85Up11 +6 < Upi1 > Upi2
Donc la propriété est vraie au rang p + 1; elle est héréditaire.

* P, estvraie au rang 0 et est héréditaire, donc elle est vraie pour tout entier naturel n.

Pour tout n, u, > u,+1 donc la suite (i) est décroissante.

b. On admet que u,, est positif pour tout entier naturel n, donc la suite (u,) est minorée par 0.
On a vu que la suite était décroissante.
Donc, d’apres le théoreme de la convergence monotone, la suite (u,) est convergente.

2. On considere la suite (wy,), définie par : w, = u, — 40, pour tout n > 0, donc u, = w, +40.

a. ® Wy+1 =Up+1 —40=0,85u,;, +6—-40=0,85(w, +40)-34=0,85w, +34—-34=0,85w,
* wo=1uyp—40=90-40=50
Donc la suite (w,,) est géométrique de raison g = 0,85 et de premier terme wy = 50.
b. D’apres les propriétés des suites géométriques, pour tout n: w, = wy x q" =50 x 0,85"
Comme pour tout n, u, = wy, +40, on peut dire que u, =50 x 0,85" +40

Un+ v, =120

¢ Up =50 x 0,85 + 40

Pour tout n,

} = v, =80-50x0,85"

3. ¢ Pour tout n, w;,, =50 x 0,85" donc w, >0
wn+1 =0,85w, < w;, et donc la suite (w,,) est décroissante.
Comme pour tout n, u, = wy +40, la suite (u,,) est décroissante.

* (wy) est géométrique de raison 0,85; or —1 < 0,85 < 1 donc la suite (w,) converge vers 0.
Comme pour tout n, u, = wy +40, la suite (u,,) converge vers 40.

e Pour tout n, v, = 120 — u, et la suite (u,) est décroissante, donc la suite (v;,;) est croissante.

* La suite (u;) est convergente vers 40 et, pour tout n, v, = 120 — u,, donc la suite (v,) est
convergente vers 120 —40 = 80.

4. On considere I'algorithme suivant :

Entrée : n et u sont des nombres
Initialisation:  n prend la valeur 0
u prend la valeur 90
Traitement : Tant que u > 120 — u faire
n prend la valeur n+1
u prend la valeur 0,85 x u+6
Fin Tant que
Sortie : Afficher n

a. Dans cet algorithme, la variable v, initialisée a 90, représente le terme u,,, et 120 — u repré-
sente donc v;,.
On sort dela boucle «tant que » dés que u < 120—u c’est-a-dire dés que u,, < v,;'algorithme
affiche donc la plus petite valeur n pour laquelle u;, < v;,.
C’est la plus petite valeur de n pour laquelle le nombre de ruraux est devenu inférieur au
nombre de citadins.

b. D’apreés le tableur, us > v5 et ug < vg donc la valeur affichée sera 6.

EXERCICE 4 Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité 5 points

Dans un pays de population constante égale a 120 millions, les habitants vivent soit en zone rurale,
soit en ville. Les mouvements de population peuvent étre modélisés de la fagon suivante :
e en 2010, la population compte 90 millions de ruraux et 30 millions de citadins;

Amérique du Sud 102 24 novembre 2015



Baccalauréat S : I'intégrale des corrigés 2015 A.P.M.E.P.

o chaque année, 10 % des ruraux émigrent a la ville;
o chaque année, 5% des citadins émigrent en zone rurale.

Pour tout entier naturel 7, on note :

e R;, l'effectif de la population rurale, exprimé en millions d’habitants, en 'année 2010 + n;

o Cj, l'effectif de la population citadine, exprimé en millions d’habitants, en I'année 2010 + n.
On a donc Ry =90 et Cy = 30.

0,9 0,05

1. On considere les matrices M = (0, 1 0,95

R
) et, pour tout entier naturel n, U, = ( C”).
n
Ru+1 = 0,9R,, +0,05C,
Cus1 = 0,1R,+0,95C,

Rn1) _ (0,9 0,05\ (Ry )
(Cn+1) - (0,1 0,95) x (Cn) ou encore U,.1 = MU,

a. D’apres le texte : { ce qui s’écrit sous forme matricielle :

Ro) (90 0,9 0,05) (90) (0,9x90+0,05x30) (82,5
b. UO_(Co)_(so)donCUl_MUO_(o,l 0,95) (30)_(0,1x90+0,95x30)_(37,5)

Donc il y a 87,5 millions de ruraux et 37,5 de citadins en 2011.

2. D’apres le cours, on sait que si, pour tout n > 0, Uy,+1 = MU, alors U,, = M" Uj.

La démonstration par récurrence de cette propriété a été faite plusieurs fois au cours de l'année; elle
peut donc étre considérée comme faisant partie du cours.

1 1
. . (1 o . |3 3. ;1
3. Soit la matrice P = o _1) Soit P’ la matrice > 1 | on remarque que P = §P.
3 3

PxP:(l l)x(l 1):( I1x1+1x2 2x1+(-1)x2 )

_(3 0 =3I ou1 I estla matrice
2 -1)7{2 1) Ix1+1x(-1) 2x1+(-x(-1)) " B

0 3

identité d’'ordre 2: I = (é (1))

1 1 1 1 1
Onendéduitque:PXP’sz§P= §P><P=§ x3I=Ietque:P’xP=§P><P=§ x3I=1
Donc la matrice P’ est 'inverse de la matrice P; on I'appelle alors P!,

N 1
4. a. Onpose A =P 'MP.Al'aide dela calculatrice, on trouve A = (0 0 (:35)

b. On utilise les propriétés de la matrice identité et 'associativité du produit des matrices :
A=P 'MP < PA=P(P'MP) &< PA=(PP")YMP < PA=IMP < PA=MP
> (PAP'=MP)P7! < PAP = MPP!) < PAP 1 =MI
< PAP =M
<> M=PAP™!

c. Soit P, la propriété M" = PA"P~!
e Pourn=1: M"=Met PA"P~' = PAP~! = M (vu ala question précédente).
Donc la propriété est vraie au rang 1.
* On suppose la propriété vraie au rang p > 1 c’est a dire MP = PAP P!
MP* = MP x M= PAPP~! x PAP™! = PAP(P~1P)AP~! = PAPAP~! = pAP*1p~!
La propriété est donc démontrée aurang p + 1.
¢ La propriété &7, est vraie au rang 1; elle est héréditaire.

Donc elle est vraie pour tout n > 1.

Pour tout n > 1, M" = PA" P!

1 2 L 11 ;
§+§X0,85 §—§X0,85
5. a. Onadmetque: M" = .
2 2 L 201 ;
———=x0,85 —+-x0,85
3 3 3 3
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Pour tout n > 1, U, = M" U, donc

1+2 0,85" L1 0,85" 1+2x085")x90+(1 1x085”)x30
- =X —-—— =X by by ) U )
Ry _[3 3 7 3 3 7 90) ({3 3 3 3
Cu) |2 2 2 1 30) " |(2 2 2 1
- —-=x0,85" =+=x0,85" = —2x0,85"|x90+ = +=x0,85"| x30
3 3 3 3 3 3 3 3

30+60x0,85"+10—-10x% 0,85" 40+50x0,85"
(60—60 x 0,85" +20+10 x 0,85”) (80—50 x 0,85”)

Donc R, =40+50x0,85" et C,, =80 —50 x 0,85"

La suite (0,85™) est géométrique de raison 0,85; or —1 < 0,85 < 1 donc nlirllmo, 85" =0 et
donc nl—i»IPoOSO x0,85" =0

s

On en déduitque lim R,=40et lim C, =80.
n—+oo n—+oo
6. a. Onadmet que (R;,) est décroissante et que (Cj,) est croissante.
Voir I'algorithme donné en annexe.
b. On résout I'inéquation d’inconnue 7, 50 x 0,85" + 40 < 80— 50 x 0,85"

R,<C, < 50x0,85" +40<80-50x0,85"
< 100x0,85" <40

<~ 0,85"<0,4
<~ 1n(0,85") <1no0,4 la fonction In est croissante sur ]0; +oo [
<~ nxIn0,85<1In0,4 propriété de la fonction In
Ino0,4
n>——— car In0,85<0
In0,85
In0,4 . ) .
085 = 5,6 donc la valeur de n donnée par I'algorithme est 6.
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Annexe

Exercice 3 Partie C Question 1
(a compléter et a remettre avec la copie)

Courbe représentative de la fonction densité de laloi normale A (p ; 10?)

80 85 90

95 100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 150 155 160

Exercice 4 Spécialité
Question 6
Entrée : n, R et Csont des nombres
Initialisation:  n prend la valeur 0
R prend la valeur 90
C prend la valeur 30
Traitement : Tant que R > C faire
n prend la valeur n + 1
R prend la valeur 50 x 0,85 + 40
C prend la valeur 80 — 50 x 0,85"
Fin Tant que
Sortie : Afficher n
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EXERCICE 1 Commun a tous les candidats 6 points
Partie A

Une boite contient 200 médailles souvenir dont 50 sont argentées, les autres dorées.

Parmi les argentées 60 % représentent le chateau de Blois, 30 % le chateau de Langeais, les autres le
chateau de Saumur.

Parmi les dorées 40 % représentent le chateau de Blois, les autres le chateau de Langeais.

On tire au hasard une médaille de la boite. Le tirage est considéré équiprobable et on note :

Al'évenement «la médaille tirée est argentée »;

D1'événement «la médaille tirée est dorée »;

B l'évéenement «la médaille tirée représente le chateau de Blois »;
LT'évenement «la médaille tirée représente le chateau de Langeais »;

S1'évenement «la médaille tirée représente le chateau de Saumur ».

1. On peut représenter les données de I'exercice sous forme d'un arbre pondéré :

60 B
100

30

100

Ll B

10
100 S

40

—

100

B

| w

D

a. L'événement «la médaille tirée est argentée et représente le chateau de Langeais » est An L.
1 30 3
P(ANL) = P(A) x Po(L) = x <00 = &
b. On cherche P(L); d’apres la formule des probabilités totales :
P(L)=P(ANnL)+P(DNL)=P(A)x Pa(L)+ P(D) x Pp(L) = i +§ X ﬂ = i+E = 2
4 PP 720747 100 " 20 T 20 40
c. Sachant que la médaille tirée représente le chateau de Langeais, la probabilité que celle-ci
soit dorée est Py (D) :

3 6 18

P(DNL) 31770 a0 18 6

PD= = = = — = —

1D =50 21 21 21 7
40 40

2. Il n'y a pas de médaille dorée représentant le chateau de Saumur donc la probabilité que la mé-
daille tirée soit argentée sachant qu’elle représente le chateau de Saumur est de 1.

A.P.M.E.P.
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Partie B

Une médaille est dite conforme lorsque sa masse est comprise entre 9,9 et 10,1 grammes.
On dispose de deux machines M; et M, pour produire les médailles.

1. Apres plusieurs séries de tests, on estime qu'une machine M; produit des médailles dont la masse

X en grammes suit la loi normale d’espérance 10 et d’écart-type 0, 06.
On note C I'évenement «la médaille est conforme ».

La probabilité qu'une médaille soit conforme est P(C) = P(9,9 < X < 10, 1) etla probabilité qu'une

meédaille soit non conforme est P(C) = 1 — P(C).
D’apreés la calculatrice, P(C) = P(9,9 < X < 10,1) = 0,904. Donc P(C) = 0,096.

2. La proportion des médailles non conformes produites par la machine M; étant jugée trop impor-
tante, on utilise une machine M, qui produit des médailles dont la masse Y en grammes suit la loi

normale d’espérance p =10 et d’écart-type o.

. . e . Y-10
a. Soit Z la variable aléatoire égale a .
o

D’apres le cours, on peut dire que la variable Z suit la loi normale centrée réduite.

b. Cette machine produit 6% de piéces non conformes, ce qui veut dire que P(C) = 0,06.
Une médaille est non conforme si (Y < 9,9) ou (Y > 10,1); la variable aléatoire Y est de

moyenne 10 donc, par symétrie, P(Y <9,9) = P(Y >10,1).

14 ,06 )
11 faut donc chercher I'écart type o pour que P(Y <9,9) = 5 autrement dit pour que

P(Y <9,9) =0,03.
A i 0,94

Y

Y-10 9,9-10

Y<99 << Y-10<9,9-10 <

<
o o

-0,1
Z<——carog>0
o

’

0
Donc P(Y <9,9) =0,03 < P(Z<—
o

) =0,03 ol Z suit la loi normale centrée réduite.

On cherche g tel que P(Z < ) = 0,03 ala calculatrice, et on trouve 8 = —1,8808.

0,1
Donc —— =-1,8808 < 0 =~ 0,053
o

Pour que la machine M produise 6 % de pieces non conformes, il faut que o =

EXERCICE 2 Commun a tous les candidats

On considere les fonctions f et g définies sur I'intervalle [0; 16] par
fx)=In(x+1) et g(x) =In(x+ 1) +1—cos(x)

0,053.

3 points

Dans un repere du plan (O, 1, ] ), on note €y et Gy les courbes représentatives des fonctions f et g.

Ces courbes sont données en annexe 1.

Pour tout x, cos(x) < 1 donc 1 - cos(x) > 0; on en déduit que g(x) > f(x) pour tout x de [0; 16].
On cherche les abscisses des points A et B; comme ce sont des points d’intersection des courbes 6 et

6, ces abscisses sont solutions de I'équation f(x) = g(x) :

fX)=g(x) <= In(x+1) =In(x+1)+1—-cos(x) < cos(x) =1 < x=k2m avec ke Z
Les solutions de I'équation f(x) = g(x) dans [0; 16] sont 0, 27 et 47.

On en déduit que xa =27 et xg = 47.

Comme sur [0; 16], g(x) > f(x) :
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e l'aire de la surface 1 est donnée par <) = f
Xi

XA 21
g0 - F0] dx= [~ [g00-f00)] dx
(0]

XB 47

[g(x) - f(x)] dx =f2 [g(x) - f(x)] dx
XA 4
g(x) — f(x) = 1—cos(x) qui a pour primitive x — x —sin(x). Donc:

o o) = [x—sin(x)]3" = [27 —sin(27)] - [0 —sin(0)] = 27

o oy = [x—sin(x)]" = [47 —sin(47)] - [271 — sin(27)] = 47 — 27 = 270

e l'aire de la surface 2 est donnée par </, = f

Les deux surfaces hachurées sur le graphique ont donc la méme aire égale a 2.

EXERCICE 3 Commun a tous les candidats 6 points

Dans le repere orthonormé (O, 1, J, k) de I'espace, on considere pour tout réel m, le plan P,, d’équa-

1 1
tion Zm2x+(m—1)y+ 5mz=3=0.

1 1
1. Le point A(1; 1; 1) appartient au plan Py, si et seulement si 1 m?xp+(m—1)ya+ 3 mzy—3=0 <

1, 1 1, 3 2
Zm +(m—1)+§m—3:0<:> Zm +§m—4:0<:> m-+6m-16=0

. . , , —6+10 , —6-10
A =36+ 64 =100 donc cette équation admet 2 solutions m' = 5 = 2etm’ = 5 =T
Le point A appartient au plan P,, pour m=2ou m = —8.
1 1
2. Leplan P; a pour équation Zx+ EZ —3=0o0uencore x+2z—-12=0.
Le plan P_, a pour équation 4x -5y —2z—-3 =0.
On cherche l'intersection de ces deux plans :
x+2z-12 =0 x = 12-2z x = 12-2z
4x-5y—-2z-3 = 0 —5y = —4(12-22)+2z+3 —5y = —48+8z+2z+3

— X = 12-2z x = 12-2z
-5y = —45+10z y = 9-2z
En posant z = ¢, on peut dire que les plans P; et P_4 sont sécants selon la droite (d) de représen-

x = 12-2t
tation paramétriquey y = 9-2t avec teR
z = t

3. a. Leplan Py a pour équation —y—3 =0.
Pour déterminer I'intersection du plan Py et de la droite (d), on résout le systéme :

x = 12-2¢ x = 12-2t x = 12-2¢ x =0

y = 9-2t -3 =9-2¢ t =6 y=-3
= = =

z = t z =1 z =1 zZ =6

-y-3=0 y = -3 y=-3 r =6

Lintersection du plan Py et de la droite (d) est donc le point B (0; —3; 6).

b. Le plan P,; a pour équation im2x+ (m-1y+ %mz -3=0.
On regarde si les coordonnées du point B vérifient 'équation du plan Py, :
im2x3+(m— Dys+ %sz—3=0+(m—1)(—3)+ %m x6—-3=-3m+3+3m—-3=0
Donc le point B appartient au plan P,,, quelle que soit la valeur du réel m.

c. Soit H (a; b; ¢) un point qui appartient au plan P,, pour tout réel m.
Cela signifie que les coordonnées du point H vérifient 'équation du plan pour tout réel m :

1, 1
Zm a+(m-1)b+ Emc—S:O
On donne a m des valeurs particulieres :

e Pour m =0, on obtient —b—3 =0donc b =-3.
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e Pour m=2,onobtienta+ (2-1)(-3)+¢c—-3=0, soita+c=6.

* Pour m =-2, onobtient a+ (-2-1)(-3) —c—-3=0, soita—c=—6.

at+c =6 (:){Za =0<:){a=0

a-c = -6 atc =6 c =6

Le point H a donc pour coordonnées (0; —3; 6) donc c’est le point B.

Le point B est 'unique point appartenant a tous les plans P, quelle que soit la valeur de m.
Autre méthode géométrique :

Lexistence du point a été montrée en 3. b. Nous allons montrer son unicité.

On sait (question 2) que les plans P; et P_4 sont sécants selon la droite (d).

On sait (question 3. a.) que Py et (d) sont sécants en B.

Le point B est donc 'unique point appartenant a Py, P; et P_4.

Si un point appartient a P, quel que soit m réel, alors il appartient en particulier a Py, P; et
P_,4. Cest donc 'unique point B.

On résout le systeme {

4. Dans cette question, on considére deux entiers relatifs m et m' tels que

—10<m<10et-10< m' <10

On souhaite déterminer les valeurs de m et de m’ pour lesquelles Py, et P,y sont perpendiculaires.

a.

Le plan P; a pour équation x + 2z — 12 = 0 donc pour vecteur normal 7{1 (1;0;2).
Le plan P_4 a pour équation 4x —5y — 2z — 3 = 0 donc pour vecteur normal 71)_4 (4; =5; -2).

- —

ni.n_4=1x4+0+2x(-2) =0donc les vecteurs sont orthogonaux.
Les plans P; et P_4 sont donc perpendiculaires.

1 1
Le plan Py, a pour équation ~m?x+(m—1)y+ 2 mz—3 =0 donc pour vecteur normal

—

(gt sm=1i5m)
nl{-m;m-1;-mj.
4 2

1 1
Le plan P, a pour équation Zm’zx +(m' -Dy+ Em’z —3 = 0 donc pour vecteur normal
— (1 1
n' (—m’z; m'—1; —m’).
4 2
les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogo-

naux :
N - 1 1 1 1
P,lPy<—nln < n.n=0 meZm’+(m—1)(m’—1)+§mx§m’:0
2
+(m-1)(m'-1)+

’ mm'
=0

=|

On donne l'algorithme suivant :

Variables : m et m' entiers relatifs
Traitement: Pour m allantde —10a10:
Pour m’ allant de —102a 10 :
Si (mm')* +16(m—1)(m' —1) +4mm' =0
Alors Afficher (m; m')
Fin du Pour
Fin du Pour

Cet algorithme affiche tous les couples (m; m') d’entiers compris entre —10 et 10 pour les-
2 li

mm
+(m-1) (m'-1)+ - 0, c’est-a-dire pour lesquels les plans P, et P, sont

quels ( mm
perpendiculaires.
Cet algorithme affiche six couples d’entiers dont (=4 ; 1), (0; 1) et (5; —4).
Le nombres m et m' jouant le méme role, les autres couples seront (1 ; —4), (1; 0) et (—4; 5).
Les six couples seront affichés dans cet ordre :

(=4;1D;(=45;5);0; ;05 -49;1;0;65; -4
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EXERCICE 4 Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité 5 points

On considére les nombres complexes z,, définis, pour tout n, par zo = 1 et 2,41 = (1 + 1?) Zn.

On note A, le point d’affixe z,, dans le repére orthonormé (O, Z, TJ)) de l'annexe 2.
Lobjet de cet exercice est d’étudier la construction des points A;,.

2 2
V3T, [VB) 4 V3| 2 V32 (V3 o1
1. a |[l1+i—| =1°4|—] =-donc|l+i—|=—1;1+i—=—|—+i=
3 3 3 31 V3 3 7 312 2
V3
cosl = — e
On cherche 6 tel que 12 donc6:6+k2n (kez)
sinf = —
3 x
Onadonc1+i£:— 's.
3 V3
3 3 3 2
b. z; = 1+i£ Zo = 1+i£ x1=1+i£=—e‘€
3 3 3 3
V3 V3 V3) 2 n 2 x4 oin
Z=|1+i—|z1=|1+i1—|x|l+i—|=—=e 6 x—e 6 =—€3
3 3 3 3 3

n
2. a. Soit Py la propriété z, = (%) el”

2\% onr
e Pourn=0:zp=1et (—) €95 =1; donc Py est vraie.
V3
2\ .o
* Onsuppose P, vraie pour p > 0, c’est-a-dire z, = (E) e'Ps
o P, p+l x
oo =[191%2) 5, et 2 b o (2] ot
3 V3 V3 V3
¢ La propriété es vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n > 0.

ST

n
Pour tout entier naturel n, z,, = (—) e'’s,
V3

b. Les points O d’affixe 0, et Ay d’affixe zyp = 1 sont situés sur I'axe des réels; donc les points O,
A et A, sont alignés si le point A, est sur I'axe des réels, autrement dit si son affixe est réelle,
donc si son argument vaut kx avec k € Z.

7 . . T N R
Un argument de z,, est ng ; on doit donc avoir : ng = km ce qui équivaut a n = 6k.
Les points O, Ap et A, sont alignés si n est un multiple de 6.
3. Pour tout entier naturel n, on pose dj, = |z;+1 — z5l.

a. dy =|zy+1 — 2yl donc d,, représente la distance entre les points Ay, et A4 dp = ApAn+l

V3 V3| V3
b. dy=z21-2p=|1+i——-1|=|i—|=—
3 3 3

V3

c. Pourtoutn Znt+2 = 1+1? Zn+1
V3
Znel = |1+1— ]2z,
3
. V3
Par soustraction z;4+2—2z;p4+1 = 1+1? (Zn+1—2n)
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d. On en déduit que :
V3 V3
dp+1 = 12n+2 — 2p1l = (1 +io (Zp+1—2zp)| = |1+ =% |Zn+1 — 20l = Edn
On sait que dy = 5 donc on peut dire que la suite (d,) est géométrique de premier terme
3 2
dp = — etderaison g = —.
3 V3
D’apres les propriétés des suites géométriques, d,, = dy x q" = 3 E pour tout 7.
a. D’apres les questions précédentes, pour tout 7 :
2\" . a 2\" | ix 2 \" 2\" 22"
i [ e - 1= a2
IV V3 V3 V3 " V3
n+1
De méme |z;,41] = (E) donc
9 \n+1y2 9 \2n+2 2 \2 2 4( 2 \2n
=5 =(—) =(—) (5 =-(—)
" V3 V3 \/§ \/§ 3
3 2 n 1 2 2n
dnzﬁ(—) donc d,zlz £ —(—)
3 V3 3 3\v3
2\ 12\ 42
o+ 2= (2] +-(—) =—(—) = Lzl
b. Onsait que |z,+1]1 = OAn+1, qQue |z, = OAy etque dy, = A At
Donc |zp+11% = |2nl? + d? équivaut a OA? | = 0A% + A, A |
D’apres la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle OA, A,,+1 est rectangle en A,,.
c. Voir construction de As en annexe.
¢ Letriangle O A4 A5 est rectangle en A4 doncle point A5 est sur la droite d perpendiculaire
a (OAy) passant par Ay.
51 3n , —_— —
* z5 a pour argument 3 et z3 a pour argument F; donc l'angle (OAg, OA5) a pour
7
mesure 3 On trace donc le triangle équilatéral direct OA3 A} et le point As appartient a
(OA)).
Le point As est a l'intersection des droites d et (OAY).
EXERCICE 4 Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité 5 points

Les parties A et B peuvent étre traitées de maniere indépendante

Partie A

Afin de crypter un message, on utilise un chiffrement affine.
Chaque lettre de 'alphabet est associée a un nombre entier comme indiqué dans le tableau ci-dessous :

A

B

DIE|F|G|H|T|J|K|L{IMN|O|P|Q|R|S|T|U|V| W X|Y|Z

0

1

2

34|56 | 7|8]|9]| 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25

Soit x le nombre associé a la lettre a coder. On détermine le reste y de la division euclidienne de 7x +5
par 26, puis on en déduit la lettre associée a y (c’est elle qui code la lettre d’origine).

1. Lalettre L correspond a x =11; 7 x 11 +5 = 82 qui a pour reste 4 dans la division par 26.

Le nombre 4 correspond a E donc la lettre L est codée E.
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2. a. Soit k un entier relatif; k = 7x [26] = 15k =15 x 7x [26]
Or15x7=105=4x26+1donc 105 =1 [26] et 105x = x [26]
Donc k=7x [26] = 15k = x [26]
b. Soit k un entier relatif; 15k = x [26] = 7 x 15k = 7x [26]
Or,onavuque7x15=105=1 [26] donc 105k = k [26]
Donc 15k = x [26] = k=7x [26]
On a donc démontré que : 15k = x [26] < k =7x [26]
Yy=7x+5[26] < y-5=7x[26]
< 15(y—5)=x[26] voir question précédente avec k =7y —5
< 15y-75=x [26]
Or —75=26 x (—3) +3 donc —75=3 [26] etdonc 15y —75 = 15y + 3 [26]
On en déduit que 15y —75 = x [26] <= 15y +3 = x [26] et donc que
y=7x+5 [26] < 15y+3 = x [26]

C

3. D’apres les questions précédentes, pour décoder une lettre, on cherche a quel nombre y elle cor-
respond, puis on détermine x entre 0 et 25 tel que y = 7x+5 [26] donc tel que x = 15y + 3 [26].

La lettre F correspond a y = 5; 15y + 3 = 78 qui a pour reste 0 dans la division par 26.
Le nombre 0 correspond a la lettre A donc le décodage de la lettre F donne la lettre A.

Partie B

On consideére les suites (a;) et (by) telles que ag et by sont des entiers compris entre 0 et 25 inclus et
pour tout entier naturel n, a,+1 =7a, +5 et by41 =15b, +3.

5
Soit Py, la propriété : a, = | ag + 5 x 7" ——

6
5\ o 5 5 5 e
e Pourn=0,|ap+—=|x7"—==ag+—— == ay; donc P, est vérifiée.
6 6 6 6
. s 5 5
* On suppose la propriété vraie au rang p > 0; c’est-a-dire a, = ao+é x7"’—6

X7p+1—§+@

6 6

ap+1:7a,,+5:7 +5=

5 5
(a0+—)x7”——
6 6

5 5 5
ao+—)x7”+1—7x—+5=(ao+—
6 6 6

:(a0+§)x7p+1__
6 6

Donc la propriété est vraie au rang p + 1.

» La propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n > 0.

3
bo+ — | x 15"

On admet pour la suite du probleme que pour tout entier naturel n, b, = "

7T
Partie C

Déchiffrer un message codé avec un chiffrement affine ne pose pas de difficulté (on peut tester les 312
couples de coefficients possibles). Afin d’augmenter cette difficulté de décryptage, on propose d’utiliser
une clé qui indiquera pour chaque lettre le nombre de fois ou1 on lui applique le chiffrement affine de la
partie A. Par exemple pour coder le mot MATH avec la clé 2-2-5-6, on applique « 2 » fois le chiffrement
affine a la lettre M (cela donne E), « 2 » fois le chiffrement a la lettre A, « 5 » fois le chiffrement a la lettre T
et enfin « 6 » fois le chiffrement a la lettre H. Dans cette partie, on utilisera la clé 2-2-5-6.

On veut décoder la lettre Q dans le mot IYYQ.

Premiere méthode

On cherche une lettre qui codée 6 fois de suite donne la lettre Q. Autrement dit, il suffit de décoder 6 fois
de suite la lettre Q pour obtenir le résultat demandé.
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lettre y 15y +3 | reste x | lettre
Q 16 243 9 J
J 9 138 8 I
I 8 123 19 T
T 19 288 2 C
C 2 33 7 H
H 7 108 4 E

Donc la lettre Q se décode en E.

Deuxieme méthode
On peut utiliser les résultats de la partie B.
On doit appliquer 6 fois la fonction x — 15x + 3 successivement au nombre 16 (correspondant a Q),
puis a son image, puis a I'image de I'image, etc.
On cherche donc, avec les notations de la partie B, le nombre bg sachant que by = 16.
3 3
bg=[16+ — | x 15° — — =184690848
14 14
Le reste de la division de 184 690 848 par 26 est 4 qui correspond bien a E.

Remarque
Le mot IYYQ se décode en CODE par le processus détaillé dans la partie C.
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ANNEXE 1 de I’exercice 2
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9
A RENDRE AVEC LA COPIE
ANNEXE 2 de I’exercice 4
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