Durée : 4 heures
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EXERCICE 1 5 points

1. Résoudre dans |'ensemble des nombres complexes I'équation :

Z2-2z+2=0.

2. Soit K, L, M les points d’affixes respectives

zxk=1+4i ; z.=1-1 ; zy=-iV3.

Placer ces points dans le plan muni d'un repere orthonormal direct (O, e—f, e—z))
Unité graphique : 4 cm. On complétera la figure dans les questions suivantes.
3. a. Onappelle N le symétrique du point M par rapport au point L. Vérifier que I'affixe

zy dupoint N est: 2+i(v3-2).

b. Larotation de centre O et d’angle g transforme le point M en le point A et le point
N en le point C. Déterminer les affixes respectives z, et z¢ des points A et C.

c. La translation de vecteur u d’affixe 2i transforme le point M en le point D et le
point N en le point B.
Déterminer les affixes respectives zp et zg des points D et B.

4. a. Montrer que le point K est le milieu des segments [DB] et [AC].

ZC—2K _ .
b. Montrer que : =1

ZB — XK
c. En déduire la nature du quadrilatere ABCD.

EXERCICE 2 5 points
Enseignement obligatoire

Lobjectif est de calculer les intégrales suivantes :

1 1 1 2 1
sz dx ; J= a dx ; Kzf vV x2+2dx.
0

X242 0 Vx2+42

1. Calculde I
Soit la fonction f définie sur [0; 1] par

fx :ln(x+\/x2+2).

a. Calculer la dérivée de la fonction x — vV x2 +2.
b. En déduire la dérivée f’ de f.
c. Calculer la valeur de I.

2. Calculde Jetde K

a. Sans calculer explicitement J et K, vérifier que: J + 21 = K.
b. Al'aide d’'une intégration par parties portant sur 'intégrale K, montrer que : K =

V3-1T.
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c. En déduire les valeurs de J et de K.

EXERCICE 2 5 points
Enseignement de spécialité

L objectif est d’étudier la suite (u;) définie pour tout entier n > 0 par :

1 1 1 x"
uO:f ———dx et,pourn>1, un:f ——dx.
0 V1+x? 0 V1+x?

1. a. Soit f la fonction numérique définie sur [0; 1] par

f(x) :ln(x+\/1+x2)

Calculer la dérivée f’ de f. En déduire uy.
b. Calculer u;.

2. a. Prouver que la suite (u;) est décroissante (on ne cherchera pas a calculer u;,).
En déduire que la suite (u,) est convergente.
b. Montrer que pour tout nombre réel x appartenant al'intervalle [0; 1] on a:

1<V1+x2< V2

En déduire que pour tout entier n > 1,0on a:

1 1
— <u,<
m+D)VZ ' n+l

Déterminer la limite de (u,,).

1)

1
3. Pour tout entier n > 3, on pose : I, = f x"72V1+ x2dx.
0

a. Vérifier que pour toutentier n >3,0na: u, + u,—» = I,.
Par une intégration par parties portant sur /,,, montrer que pour tout entier n > 3,
ona:

nup+ -1y = V2.

b. En déduire que pour tout entier n >3 ona:

Cn-Du,<vV2. (2

c. ATlaide des inégalités (1) et (2), montrer que la suite (nu,) est convergente et cal-
culer sa limite.

PROBLEME 11 points

Lobjectif est de déterminer les droites tangentes a la fois a la courbe représentantla fonction
logarithme népérien et a celle de la fonction exponentielle, puis d’étudier la configuration
obtenue. N

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O A | ), unité graphique 1 cm.

On note:

T et C les courbes d’équations respectives : y =e* et y =In x;
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T, la tangente a la courbe I" au point A d’abscisse a, a étant un nombre réel.
D, estla tangente ala courbe C au point K d’abscisse A, A1 étant un nombre réel strictement
positif.

Partie A

Dans cette partie, on cherche le lien entre des droites, tangentes aux deux courbes I et C et
qui sont paralléles; puis a quelle condition une droite tangente a la courbe I" est également
tangente a la courbe C.

1. a. Déterminer une équation cartésienne de la droite T,.
Déterminer de méme une équation cartésienne de la droite Dj.
b. Déterminer A en fonction de a pour que les droites T, et D, soient paralleles.

On notera b la valeur de A ainsi obtenue, B le point de la courbe C d’abscisse b et
Dy, la tangente correspondante.

2. Montrer que les droites T, et Dy, sont confondues si et seulement si :
b=e™® et (a+De *=a-1.

Partie B

Dans cette partie, on se propose d’étudier les solutions de I'équation :

x—-1
(D et =——.
x+1
Pour cela, on consideére la fonction f définie pour tout nombre réel x, x # —1, par f(x) =
x-1
X

x+1
) Loy x—1
a. Montrer que f(x) = 1sietseulementsie ™ = 1
b. Etudier les variations de f surI=[0; +oo et la limite de f quand x tend vers +oo.
c. Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet, dans I, une solution unique y, et que u

appartient a I'intervalle [1,5; 1,6].

1.

2. a. Pour tout nombre réel x, différent de 1 et de —1, calculer le produit

fx) x f(=x).
b. Déduire des questions précédentes que I'équation (1) admet deux solutions op-
posées.

c. Déterminer les tangentes communes aux courbes I" et C.

d. Tracer dans le repere orthonormal (O ; 7, 7) les courbes I et C. On rappelle que
les deux courbes sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.
Tracer également les tangentes communes Ty, et T—,.

On prendra pour p la valeur approchée 1,55.

Partie C
Etude géométrique du probléme
On considere I'application S du plan dans lui-méme qui a tout point M de coordonnées

(x; ¥), y non nul, associe le point M’ de coordonnées (x'; y') avec

X=-x et y=

1
y
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1. Déterminer S(M’). Montrer que, si le point M appartient a la courbe T, alors le point

M/

appartient aussi a la courbe I'.

2. Soit A le point d’abscisse u (u étant le réel défini a la partie B. 1. c.) de la courbe I';
Ty, est donc tangente a la courbe I' au point A et tangente a la courbe C au point B
d’abscisse e™*.

a.
b.

Déterminer en fonction de u les coordonnées de A’ = S(A).

Vérifier que la droite T_, est tangente a la courbe I au point A’ et qu’elle est aussi
tangente a la courbe C en un point B, dont on donnera les coordonnées en fonc-
tion de u. Compléter la figure en placant les points A, By, A’ et B.

. Justifier les coordonnées suivantes :

1 -1
A(,u;&) B 'u—;—)
p—-1 p+1

-1 +1
A’(—u;”—) By “—;u)-
p+1 pu-1

. En déduire que les droites T, et T_, sont symétriques par rapport a la droite

d’équation y = x.
Déterminer la nature du quadrilatere AB;BA'.

4. Montrer que l'aire du domaine limité par le segment [AA’] et I'arc de la courbe T
d’extrémités A et A’ est égale a 2u. On admettra que cet arc est situé en dessous du
segment [AA'].
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