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EXERCICE 1 3 POINTS

Si p et g sont deux éléments de Z* le plus grand commun diviseur de ces deux nombres sera
noté pAg.
1. a. Déterminer '’ensemble des éléments x de Z qui vérifient :

3x=23 [7].

b. En déduire 'ensemble des couples (x, y) de Z? qui vérifient :

3x-7y=23 (1)

2. a. Soit k un élément de Z, k # 7. Démontrer I'égalité

B+7k)A(-2+3k) =(k+7) A23.

b. En déduire 'ensemble des couples (x, y) de (Z*)2 vérifiant (1) et tels que

XAy #L

EXERCICE 2 5 POINTS
1. Soit g I'application de R* dans R définie par

gx)=2—x+1In]x|.

a. Ftudier les variations de g et ses limites aux bornes de R*.
b. Démontrer qu'il existe trois nombres réels a;, a», a3, qu'on ne cherchera pas a
calculer, tels que :

a;<0<az<l<asg

g(a) =g(az) = g(as)=0.
2. Soit f I'application de R—{0; 1} dans R définie par

x(1+1In|x))
f(x) = —||.
1-
Calculer la fonction dérivée f’. Déduire de la premieére question I'étude du signe de

f'(x).
3. Soit F I'application de R — {1} dans R définie par

F(x) = f(x) six#0
F(0) 0
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a. F est-elle continue en x = 0? Est-elle dérivable en ce point?

b. Etudier les variations de F.

c. On considere un plan affine rapporté a un repére orthonormé (O ; 7, 7) (7 di-
rigeant I'axe des abscisses, unité 3 centimetres).

Donner I'allure de la courbe représentative ¢ de F dans ce plan. Déterminer les
points d’'intersection, autres que O, de €6 avec la droite d’équation y = —x.

PROBLEME 12 POINTS

—_ —

Soient P un plan vectoriel euclidien, rapporté a une base orthonormée % = ( 1, J ), 2 un
plan affine associé a B, O un point de £2; on note £ le repére (O ; %) de 2.

Pour les représentations graphiques dans &2 on prendra deux centimetres pour unité de lon-
gueur. On désigne par L(P) 'ensemble des endomorphismes de P. On rappelle que £ (P) a
une structure d’espace vectoriel et que, muni de '’addition et de la composition des applica-
tions, notées respectivement + et o, cet ensemble a aussi une structure d’anneau unitaire.
On désigne respectivement par e et ’ 'application identique et I'application nulle de £ (P).
Si f est un élément de £ (P) et si n est un entier naturel, on note f" I'élément de £ (P) défini
par les relations

P=e, fl=f f'=fof™! sin>1.
Partie A

On se propose d’étudier les endomorphismes f de £ (P) vérifiant la relation

f2+%f—ie:w. )]

1. Soit g 'endomorphisme de P dont la matrice dans la base 28 est :

1 7
4 12
7 1
12 4

Vérifier que g est solution de (1).

2. a. Déterminer les deux homothéties vectorielles solutions de (1). On appelle k; et k;
leurs deux rapports avec kj < kp.

b. Démontrer que la relation (1) est équivalente a la relation

(f-kie)o(f-kee)=w. (2

3. Soit f I'endomorphisme de B, autre qu'une homothétie vectorielle, vérifiant (1). On
note de la maniere suivante deux noyaux et deux images :

Ny =ker(f —kie), No =ker(f — kze), I =Im(f — k1e), I =Im (f — kze).
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4.

5.

a. Démontrer que I, = N et I} = N,. En déduire que N; et N, sont deux sous-
espaces vectoriels supplémentaires de P.

b. Soient p; la projection vectorielle de P sur N; de direction N, et
p2=e—-p1.
Démontrer le relation :

f = klpl + kzpz.
En déduire, pour n entier naturel, une expression de f” combinaison linéaire de
p1 et pa.

On désigne par 7 le sous-espace vectoriel de £ (P) engendré par p; et p» de la ques-
tion précédente.

a. Quelle est la dimension de 7 ?

b. Démontrer que (7, +, o) est un anneau unitaire. Préciser I'élément neutre de cet
anneau.

c. Déterminer les solutions de (1) dans 7, autres que f.
On suppose désormais que f est 'endomorphisme g définie a la premiere question.

a. Déterminer N; et N». Donner une base de chacun de ces espaces vectoriels.
b. Vérifier que p; et p, sont des projections orthogonales. En déduire que :

¥x, xeP, Ixl22=|pi ]+ | 2|

c. Démontrer qu'un élément 1; p; + 12 p» de m est une isométrie si et seulement si
Ml =122 = 1.
En déduire que I'’ensemble des applications de 7= qui sont des isométries est un
groupe dont on précisera les éléments.

Partie B

Soit y 'application affine de 22 dans 22 dont 'endomorphisme associé est 'application g du

7
A 1. et telle que y(O) = O;, O; étant le point d’abscisse 3 et d’'ordonnée 5 dans %.

1.

Nantes

Démontrer que y admet un point invariant unique A dont on donnera les coordon-
nées dans %.

a. Démontrer qu’il y a exactement deux droites de &2 passant par A, globalement
invariantes par y. Représenter graphiquement ces droites dans 2 muni de Z%.

b. Démontrer que ce sont les seules droites de £ globalement invariantes par .

—_—

_— — 2 —_ —_ —_
. Soit 2’ le repere (A; u, uz) ou u; = %( 1+ ] ) dirige I'axe des abscisses et u; =

2 — —
\/7_ (— 1+ ] ) celui des ordonnées.

Soit My un point de 2. Si n est un entier naturel non nul, on pose M; =y (Myp),---, M, =
Y (Mn—l)-
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a. Montrer que I'on peut écrire
AM;, = k;lplAM() + klnpzAMo.
En déduire que

“ AM,

< (Il +1k2l™)

|AM0 “

Que peut-on en déduire pour la suite des points (M) ;en ?

b. Déterminer le réel strictement positif a tel que la courbe C du plan £, représen-
tant dans %' la fonction de R* dans R, x — |x|* soit globalement invariante par

Y.
c. Démontrer que si Mpe C,ona:

vn, neN, M,eC.

d. Soit I le cercle de 22 de centre A et de rayon 4. Déterminer une équation de y(I')
dans Z'. Quelle est la nature de cette courbe? Préciser ses sommets.

Représenter graphiquement I et y(I') sur le dessin de la question B 2. a.
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