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Mathématiques élémentaires et mathématiques et technique

EXERCICE 1

Si a et b sont deux quelconques des chiffres de 0 a 9 (inclus), on considere le nombre en-
tier N qui s’écrit de la maniere suivante, a 'aide de 6 chiffres, dans le systéme habituel de
numeération (a base 10) :

N =ababab.

Lensemble, E, des nombres N comprend 100 éléments (par exemple N = 232323, ou bien
N =080808).

1. Montrer que tous les nombres N appartenant a E admettent plusieurs diviseurs com-
muns et, en particulier, qu’ils sont divisibles par 37.

2. Indiquer la liste compléte des nombres entiers qui sont des diviseurs communs aux
100 éléments de E.

EXERCICE 2

Par rapport au repere orthonormé Ox, Oy, on définit deux points symétriques par rapport a
O : le point A, de coordonnées (a ; b), et le point B, de coordonnées (—a ; —b), tels que 'on
ait ab # 0.

Quel est 'ensemble des points M tels que les bissectrices de 'angle AMB soient paralleles
aux axes de coordonnées?

EXERCICE 3

On donne une équation du second degré admettant, par hypothese, deux racines réelles et
distinctes :

xz—sx+p:0.

Les deux racines sont désignées par a et 3.
Partie A

Dans cette question, on désigne par P la fonction qui fait correspondre a tout nombre réel x
le nombre ax + b, ou1 a et b sont deux nombres réels donnés.

A chaque couple (a; b) correspond donc une fonction P.

Onreprésente par P(x) 'image de x par la fonction P, c’est-a-dire quel’on pose P(x) = ax+b.

1. Montrer qu’il existe toujours une fonction P et une seule telle que I'on ait

Pa)=A et P(B)=B,

ol A et B sont deux nombres fixés arbitrairement.
On calculera les valeurs correspondantes de a et b a 'aide de a, 8, A et B.
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2. A chaque entier naturel 7 (n > 0) on associe ainsi la fonction P,, , fonction P particu-
liere, définie par les deux conditions

Pp(@)=a” et P,(B)=p"

On forme une autre fonction P, notée Q,,, définie par

Qn=Pps1—aPy.

Calculer Q. (a) et Q,(B). En déduire que 'on a

1) Qu)=p"(x-a).

Montrer que 'on a les relations

Qn=pQn-1 (n>1)

et (2) Ppy1—-sP,+pPy_1=0.

Partie B

On désigne par u, la dérivée (constante) de chaque fonction P;,.

1. Etablir la relation

n_ gn
3) Up = 'B—
B—a
2. Déduire, d’autre part, des égalités (1) et (2) entre binomes, les égalités numériques

suivantes :
pour n > 0, et
@) upy1—au,=p"

et 4) upy—Puy=a”

et,pour n > 1,

(5) Up+1— SUp+pUy—1 =0.

Prouver, en conséquence, que les deux nombres a et § sont racines de toute équation
de la forme

X"=upx—puy—, (n=1).
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3.

Si n et m sont deux entiers naturels quelconques, on demande de vérifier la relation

m n
Upnim = Un®" +UmP".

(1l suffit d’utiliser les expressions analogues a (3).]
Etablir finalement la formule suivante [qui généralise la formule (5)] :

6) Up+m = S Uplm — P. (UpUpm—1+ U Up-1) .

Partie C

Application a la résolution approchée d’'une équation.

1.

Nice

. Montrer, en outre, d’apres (4) et (4’), que les rapports successifs

Expliquer la possibilité de calculer les termes successifs de la suite (u,) en utilisant
systématiquement la relation (5) a partir de Uy =0, u; = 1.
On suppose, pour fixer les idées, |a| < |B]. Montrer, d’apres (3), que la suite (x,) dont
le n-iéme terme est

_ Un+1

Xn = (n=1)
Un

admet une limite égale a f.

Xn— IB
forment une

Xn

. p o . a
progression geometrique de raison —.

On donne, par exemple, I'équation

x2—6x—1:0,

dont les racines sont

a=3-v10<0 et B=3+V10>0.

Calculer les termes de la suite (u,) correspondante pour #n < 5, puis ceux de la suite
(x,) pour

1< n<4.
x-f_a x-p
X2 — @ ,B X1 —a
Montrer, plus généralement, que le nombre  est encadré par deux termes consécu-
tifs quelconques de la suite (x).

En utilisant I'égalité , montrer que B est compris entre x; et x».
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