«» Baccalauréat C Orléans-Tours juin 1980 &

EXERCICE 1 3 POINTS

Soit I'équation

ax3+x*+x-3=0 (1

1. Montrer, en étudiant la fonction numérique f définie sur R par

fx)=4x>+x*+x-3
que I'équation (1) n'a qu'une solution réelle, qui de plus, appartient a I'intervalle
10; 11.
2. Montrer que si '’équation (1) a une solution rationnelle B, ol p et g sont premiers
entre eux, alors p divise 3 et g divise 4. K
Quels sont les rationnels vérifiant cette derniére condition?
3. Déterminer la solution rationnelle P de I'équation (1) et, apres avoir mis en facteur

(gx—p) dans1’expression de f(x), acheverlarésolution del’équation (1) dansle corps
des complexes.

EXERCICE 2 4 POINTS

Soit A, B et C trois points alignés deux a deux distincts dans un plan affine E associé a un plan

VectorielE
On pose AC =1AB,ou A eR.

1. a. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur le triplet (a, 8, y) de R
pour que le propriété suivante soit vérifiée
A estle barycentre du systeme (B, ), (C, ),
et B est le barycentre du systeme (A, a), (C, 7),
et C est le barycentre du systeme (A, a), (B, f).

b. On vérifiera que 'ensemble X des triplets (@, 3, y) satisfaisant a cette condition
est la droite vectorielle de R® engendrée par le vecteur

U= (A—1; —A; 1), privée du vecteur nul.
2. Soit (a, B, y) un élément de X.
a. Soit f la fonction de E dans E définie par

VMeE, f(M)=aMA+pMB+yMC.
Déterminer I'image de E par f.
b. Dans le cas ou E est euclidien, on considere la fonction ® de E dans R définie par
VMeE, ®M)=aMA?+BMB*+yMC?.

Montrer que @ est constante.
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PROBLEME 13 POINTS

Partie A

Pour tout entier naturel non nul 7, on pose

s

4 n
In:f tan” xdx.
0

1. a. Justifier I'existence de I,,.
b. Sans calculer I,,, montrer que la suite (1) e €St une suite décroissante dont tous
les termes sont positifs.

2. a. Pour tout entier naturel n, calculer la dérivée de la fonction x — tan”*! x. En
déduire

1
VneN*, I,+I,.0=——.
n+1

1 1
. Montrer que VneN*, —— <[, < .
q 2n+1) " T n+1

. En déduire la limite de la suite (1) ,en lorsque 7 tend vers +oo.
. Calculer f(n) = I,+4— I, en fonction de n, ou n € N*.

=2

. Calculer I,.
. Calculer f(2)+ f(6) + f(10)+---+ f(4k—2) en fonction de I, et de I 2, ol1 k € N*.
. En déduire la limite de la somme

®
o T e e

) 1+1 1+ 1 . 1
3 5 7 77 4k-1 4k+1

lorsque k tend vers +oo.

4. a. Vérifier que la fonction x — log(cos x) est définie et dérivable sur [0 ; %] et dé-
terminer sa dérivée.
Calculer I;.
b. Calculer f(1)+ f(5) + f(9) +...+ f(4k —3) en fonction de I et de 451, ou k € N*.
c. En déduire la limite de la somme

1 1 1 1 1
l— -+t ———
2 3 4 2k-1 2k

lorsque k tend vers +oo.

Partie B

b2
Soit @ un réel donné élément de ]0 ; 1 [ On pose

a

VnEN*,Kn(a):f tan” xdx et
0

Sp(a) = Ki(a@) + Kz (@) +--- + Ky ().

Orléans-Tours 2 juin 1980



Le baccalauréat de 1980 A.P.M.E.P.

1. Soit x un élément de [0; a]. Calculer pour n entier naturel non nul,
|tanx + tan® x + - - + tan” x| en fonction de x et de n. Montrer que

tanx tan*! x

tanx+tan®x+--- +tan” x —

l-tanx| I1-tanx’

2. Ftudier le sens de variation de la fonction gp, ol p € N*, définie sur [0; a] par g,(x) =

tan” x )
—— . En déduire que
1-tanx

. tan” x tan” a
VpeN™,Vxe[0; a],0< < .
l-tanx 1-tana

¢ tanx
Spla) -
o l—tanx

3. Montrer que
atana

VpeN*,

S 1-tana’
En déduire I'existence de la limite de la suite (S;(a)) ,e yx quand n tend vers +oco.
4. On se propose de préciser cette limite.

a. Montrer que la fonction x — log(cos x — sin x) est définie et dérivable sur l'inter-
7
valle [0 P [ Calculer sa dérivée.

b. On pose

@ sinx
Ala) = ——dx et
0 COSX—sinx

@ COS X
B(a) = ——dx
0 Cosx—sinx

Calculer B(a) — A(a) et B(a) + A(a) puis A(a) et B(a). En déduire la valeur de la
limite de la suite (S;(a)) ,en* quand n tend vers +oo.

Partie C
Onpose, pour neN*, S, =L+ L +...+ I,.
On se propose de démontrer que la suite (S/,) nen+ tend vers +oo quand n tend vers +oo, C'est
adire que
YCeRy,IxgeN*,Vne N*, n>ng=S,>C.

. . e /4
Dans cette partie, a varie dans I'intervalle ]0 " [

3 /4
1. a. Etudier lalimite de A(a) quand « tend vers T En déduire qu'il existe un élément

o de]O; %[telqueA(ao)>C+1.

b. En utilisant les résultats de la partie B, montrer que

Ing eN*,VneN*, n>ng=|A(ag) - Sp(ap)l < 1.
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2. Montrer que

T
VneN*,Vae]o; Z[’ S\ > Sp(a).

3. Utiliser ce qui précéde pour montrer que lirP S, = +oo.
n—+oo
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