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EXERCICE 1 3 POINTS

1. Calculer la somme

Sp=1+10%+10*+---+10°F, keN*.

2. Exprimer le nombre qui s’écrit en base 10, ababab, 4 'aide du nombre ab et de puis-
sances de 10.
3. En déduire la somme 29 + 2929 4292929 + - -- 4+ 2929...29.
———
nfois 29

EXERCICE 2 4 POINTS

Soit f la fonction réelle de variable réelle, telle que :

e f) X+x+1
— (X)) = ————
x2+1

1. Etudier les variations de la fonction f, et construire la courbe d’équation y = f(x)

dans le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé (O A ) Montrer que
cette courbe admet un centre de symétrie I, dont on précisera les coordonnées.

2. En déduire 'aire du domaine E du plan affine euclidien, ensemble des points M de
coordonnées x et y, telles que :

0<x<1 et 1<y< f().

PROBLEME 4 POINTS
On appelle E le plan vectoriel euclidien rapporté a la base orthonormée (7, 7), et Ple plan

— —

affine euclidien, associé a E rapporté au repére orthonormé (O | )
Z(E) étant I'ensemble des endomorphismes de E (applications linéaires de E dans E), on
rappelle que :

Z(E), muni de I'addition et de la loi externe, est un espace vectoriel sur R,

Z(E), muni de I'addition et de la loi de composition des applications (notée o), est un
anneau unitaire,

et que, quels que soient le réel a et les endomorphismes f et gdeEona:

(af)og=a(fog)=fo(ag).

On notera e I'application identique de E dans E.
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Partie A

Soit ¢ un endomorphisme de E tel que ¢? = —e  ¢? = @ o), c’est-a-dire tel que :

a
. Montrer que (c

— —

VI[EE, (pz(ﬂ)z—euz—u.

Z) estla matrice de ¢ danslabase (7, 7) sietseulementsi: a+d =

Oeta?+bc=-1.

Montrer que ¢ est une application bijective de E dans E. Exprimer I'application réci-
proque ¢! de ¢ en fonction de ¢.

. Si u estun vecteur non nul de E, montrer que (Z, ) ( u )) est une base de E.

Quelle est la matrice de ¢ dans cette base?

Exprimer en fonction de ¢ ou de e 'endomorphisme ¢” pour tout entier naturel 7.
(On posera ¢’ =e et p' = ¢.

Déterminer les éléments de H = {¢"; n € N}.

Montrer que H est un groupe pour la loi o de composition des applications, iso-
morphe au groupe multiplicatif

H' ={i";neN, (*=-D}.

. Soit @ le sous-espace vectoriel de £ (E) constitué par 'ensemble des combinaisons

linéaires des éléments e et ¢ oi1 ¢ est un endomorphisme donné tel que ¢? = —e.
a. Montrer que les endomorphismes e et ¢ sont linéairement indépendants.
b. Soit h l'application linéaire de C dans ® définie par

hl)=e hi)=¢

(1; 1) étant la base canonique de C espace vectoriel des nombres complexes.
Montrer que h est bijective.

c. Montrer que ® est stable pour la loi o, loi de composition des applications.

d. En déduire que & est un homomorphisme de (C, x) dans (®, o) et que (C, +, x) et
(@, +, o) sont deux corps isomorphes.

e. Déterminer les couples de nombres réels (a ; f) tels que (ae + Bp)® =e.

Partie B

p —- P

Soit f: M o— M I'application affine qui au point M de coordonnées x et y dans le re-

pere (O ; 7, 7) associe le point M’ (M’ = f(M)) dont les coordonnées dans le méme repére

sont

x=-2y+2
x—-y+1

—_——
<. =
Il
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1. Montrer que f est une application bijective dont 'endomorphisme associé ¢ est tel
que @? = —e.
Montrer que f n'admet qu'un seul point invariant A dont on précisera les coordon-
nées.
2. Démontrer qu’il existe deux droites affines D passant par A telles que D soit perpen-
diculaire a son image f (D).
3. On prend M = M) et on note M,, = f (M,-1) pour tout entier naturel n supérieur ou
égalal.
a. Montrer que 'ensemble des points M, ainsi définis est réduit a quatre points si
My #A.
b. Montrer que les quatre points My, M, M,, M3 sont les sommets d'un parallélo-
gramme dont on précisera le centre.

c. Déterminer, en utilisant les résultats de la question B 2., 'ensemble des points M,
pour que ce parallélogramme soit un losange.

d. Ce parallélogramme peut-il étre un carré?

—_ —

4. Soit (C) la courbe qui, dans le repére orthonormé (O ; 1, ) ) a pour équation

x* -2y —2x+4y-3=0.
a. Préciser la nature de (C), donner ses éléments caractéristiques et cons- truire (C)
dans le repere (O; 1, ] )
b. Déterminer I'équation de la courbe (C’) = f((C)). Préciser la nature de (C’), don-
ner ses éléments caractéristiques et la construire dans le méme repere que (C).

c. Les courbes (C) et (C') ont les mémes asymptotes A; et A,. Déterminer I'image
par f du couple A} ; A,.
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