Le PLOT ne se fait pas une spécialité des anndversalres, mais
ce numino se penche cependant sun deux vénérables institutions.

TY tout d'abond, dont nous §itons cette année Lo démonAtration
de La transcendance, a Lmspind un anticle sun L'histeire de cetfe
propaiét? mal connue des réels.

Le Calendrier Grégonien ensuite, dont Le mois de dZcembre vodit
eilibrer Le 4002 anniversaire de £a mise en oeuvae en France, méiite
aussi qu'on &'y awnite.

C'est bientot Noll. Pourquod ne pas offrin un PLOT-matinied 7
12 est aussd tarrs de renouveler votne abonrnement poun 1983,
Pensez~y : pius 10t vous Le ferez et plus 10t vous alligerez notre
travail. ’
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Rapide Histoire
de la Transcendance

Pascal MONSELLIER - Orléans

12 y a des gens qui dansent sans entren en transe, ef il y en a d'autres qui en-
trent en transe sans dansern. Ce phénomine 4'appelle fa transcendance ef dans nos

hBgions {0 est font appriedll.
(Prévert. Spectacle)

Les lecteurs du PLOT ne 1'ignorent
pas : le numéro 19 de leur trimestriel
préféré leur a rappelé que la démons—
tration de la transcendance de ™ a 100
ans cette année. Je me suils done mis,
pour féter dignement cet amniversaire,
a chercher un peu partout de la docu-
mentation sur ce sujet. Mon idée de
départ était de fourmir 4 mes éléves
de Second Cycle un théme "historique'
et de réunir une documentation qui
leur soit accessible, sorte de documen—
tation qui, reconnaissons—le, n'encom—
bre pas indiiment les bibliothéques des
établissements scolaires.

De fil en aiguille mes notes ont
grosst... et ont été le prétexte de
cet article. Quant aux textes dirvecte-
ment accessibles aux £léves, tls sont

rares : 1ls restent 4 écrive pour l'es—
sentiel !

" I £ est probable que Le nombie T

n'est méme pas compris dans Les An-
nationnelles algébriques, c'est d dire
qu' i ne peut Etre nacine d'une Zqua-
tion algébrique d'un nombre 4ini de
termes dont Les coefficients sont ra-
tionnels; mais LL paralt thes diffded-
Lo de démontren nigowreusement cetfe
Propni84E". C'est en 1794 qu'Adrien-
Marie LEGENDRE (1752-1833) &crit cette
phrase, aprés avoir amélioré la démons-—
tration de l'irrationnalité de T, Cet-
te intuition de Legendre, qui répond
bien aux questionnements que l'appro-
che des nombres durant tout le XVIIIE
siécle n'a cessé de poser, sera confir-
mée 88 ans plus tard.

UNE VIEILLE AFFAIRE

La preuve de la tranScendance de T
cldt une vieille affaire qu'il convient
de rappeler. On sait que DEMOCRITE
(v.460-v.370) et les Pythagoriciens,
partant de la croyance fondamentale
que le nombre entier gouvernait 1'Uni-
vers, conclurent i 1'existence d'enti-
tés indivisibles, les "atomes". Tout
objet, méme idéal, devait par consé-
guent &tre constitué d'un nombre entier
d'atomes : le rapport de deux longueurs
ne pouvait doné &tre qu'un quotient de
deux entiers, c'est i dire un nombre
rationnel. Cela posa probléme quand
les Pythagoriciens découvrirent que
la diagonale d'un carré est incormensu-
rable au cbté de celui-ei (ce qui, dans
le langage géométrique des Grecs, si-
gnifie que leur rapport n'est pas ra-
tionnel). La légende veut méme que ce
résultat ait €té initialement tenu se-—
cret et qu'un certain Hippasus qui
avait divulgué hors de la secte cette
terrible vérité ait &té condamné 3
mort et noyé... Tragédie inutile puis-
que 1'existence de grandeurs irration-—
nelles devient peu i peu familiére au
monde scientifique grec. C'est m@me
ARISTOTE (384-322), qui ne fut pourtant
pas toujours @ la pointe de la science
de son &poque, qui rapporte le premier
la preuve pythagoricienne de 1'irra-
tionnalité de vZ (par reductio ad ab-~
surdum) .

L'hégémonie scientifique et poli-
tique de la secte pythagoricienne ne
s'en releva pas, mais le reste des ma-
thématiciens supportérent ces 'nombres”




bizarres d'autant mieux que leur systé-
me de pensée privilédgiait la géométrie
et qu'ils n'eurent pas & €laborer une
théorie des nombres réels (1},

De plus, vu de notre E&poque, les
irrationnelles qui avaient ému les
Grecs présentaient un aspect bien sym—
pathique. On pouvait en effet les défi-
nir comme solution d'une équation (ex.
x?=2) qui permettait d'une part de les
nommer (ex. x=V2) et d'autre part de
mettre en oeuvre des algorithmes de
calcul qui permettait de les approcher
d'aussi prés que 1'on voulait {ex.,
pour V2, la méthode de Héron
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A la méme &poque, on se préoccupe
de comnnaltre avec précision le rapport
de la longueur d'un cercle 3 son dia—
métre, que nous nommons . Mais cette
grandeur est pergue comme une rapport
et non commé un nombre, et riem mne nous
dit si les Grecs se préoccupaient de
savoir si ce rapport €tait rationnel
ou non. ARCHIMEDE (287-212), dans son
Traité "Sur la mesure du cercle" four-
nit un résultat qui, interprété dans
notre langage actuel, est

10

3+7—1

10
3 + ==

70
Mais la nature de m ne le préoccupe pas
et, apréds lui, c'est une longue nuit
qui recouvre 1'Occident.

<

B <

En fait, les savants grecs de 1'é-
poque classique se passionnaient pour
trois problémes de construction géomé-
trique "¢ la régle et au compas”, aux-
quels la légende veut qu'ANAXAGORE de
CLAZOMENE (v.500-428), le maltre de
Périclés et de Socrate, ait travaillé
dans la prison ol ses positions non
conformistes 1'avaient amené& :

diviser un angle quelconque en trois
angles égaux (trisection de l'angle).

construire le cdté d'un cube de volu-
me double de celui d'un cube donngé
(duplication du cube).

construire un carré ayant méme aire
qu'un cercle donné (quadrature du
cercle).

Ces trois problémes furent &tudiés
en tous sens, aussi bien dans 1'Anti-
quité qu'en Occident 3 partir de la
Renaissance, Ils furent l'objet d'in-
nombrables "solutions" de la part de

nombreux "amateurs".
jﬁx.prés que 1'Europe fiit sortie de sa
nuit et ait redécouvert, lu, com—
pris et dépassé la science grecque, le
travail sur 7 repartit de plus belle.
C'est 1'époque du début de la "chasse
aux décimales". Le XVIII&@ si&cle, sié-
cle de 1l'analyse et des calculateurs,
s'illustre particulidrement & partir
de 1717, oli de LAGNY fournit 127 déei-
males pour m. Chercher 3 encadrer 7w de
plus en plus finement améne inévitable-
ment 3 se poser la question : 7 est-il
rationnel ?

-
.

n EST IRRATIONNEL

C'est le mathématicien helvétique
Johann Henrich LAMBERT (1728-1777) qui
apporte une réponse & cette questiom.
Dans son Traitéd Vorlafifige Kenntnisse
fiin die so die Quadratun und Rectifi-
cation des Cineuls Suchen (Savoir pré-
liminaire pour ceux qui cherchent la
quadrature du cercle) en 1767, Lambert
développe tanx en fractions continues
et prouve le théoré&me :

Th : S4 x est un nombre rationnel non
nul, alors fanx est Luvationnel.

I1 en résulte que si tanx &tait ration-—
nel, x ne pouvait &tre que nul ou ir-
rationnel. Comme tanm/4 = 1, cela
prouve que /4, donc ©, est irration-—
nel,

Grand amateur de fractions conti-
nues, Lambert en fournit une trés in-
téressante pour T :

1
m=3+=
7+ —

fl) Mis & part, évidemment, Sudoxe de Cnide (v.408-v.355) gqui élabora une "théorie des
grandeurs” qui peut Btre considérée comme un ancétre de la théorie dee réels.
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Si on limite le caleul, cette fraction
continue fournit des valeurs bien con—
nues, a4 savoir :

3 : valeur sous-entendue par la Bi-
ble (Rois I, VII, 23).

majorant de T donné par Archimé-
de.

.

minorant fourni par Adrian Antho-
nisz en 1583,

Q
=3

publié par Adrien Metius, fils
du précédent, en 1625 (2],

—

—

Lo
T

Quelgques années aprés Lambert, le
Francais Adrien-Marie Legendre, dans
ses "ELEments de Géométfrie" (1794), re-
prend sa démonstration, 1'améliore sur
un point, prouve l'irrationnalité de
12 et se pose la question que nous a-
vons signalé en téte de cet article.

C'était une des premiéres fois qu'on
' se posait aussi clairement le problé-
me de la transcendance d'un nombre.

EXISTE-T-IL DES NOMBRES TRANSCENDANTS 7

rlﬂout nombre rationnel p/q est solu-
tion de 1'équation du premier degré
a& coefficients entiers :

gx - p =20

Les irrationnels découverts par les
Grecs n'ont certes pas cette simpliei=-
té, mais ils sont cependant solutions
d' dquations algébriques, c'est & dire
d'8quations polynomiales & coefficients
entiers, mais de degré supérieur d unm.

Par exemple 1
V2 est solution de x2 -2 =0
V3 + V5 est solution de x*-16x2+4 =
73 - ¥2 est solution de-
x%-— 3x8 + 1653 -1 = 0

1 + V2- yg est solution de

x6-6x5+9x" +4x3-9x2=6x+4 = O

I
o

* etc

Cette approche algébrique de ces
nombres irrationnels permet d'une part
de connaftre leur existence et de les
nommer (en les obtenant, comme dans
les exemples ci-dessus, & partir de
nombres 'plus simples") et d'autre part
de les approcher aussi finement que
1'on désire 3 1'aide d'algorithmes de
caleul (mé&thode de Newton par exemple).
On appelle ces nombres des nombres al-
gébriques.

Or au XVIIIE siécle, outre m (dont
1'identification en tant que nombre &-
tait somme toute assez récente (3)),
on commenga & voir apparaitre des ré-
els qui n'étaient pas obtenus comme
solutions d'équations algébriques, com-
me & ou C (4). Il avait fallu leur don-
ner des noms qui ne découlaient pas de
leur statut et inventer des procé&dés
ingénieux et souvent difficiles pour
les approcher,

On commenca donc 3 suspecter qu'il
existait des nombres qui, non seule-:
ment &taient irrationnels, mais en ou~
tre n'étalent pas des nombres algébri-
ques : ces nombres furent appelés trans-
cendants.

(2) En fait, Adrian Anthonisz a trouvé

333

Q.EZZ et son fils Adrien PMetius s'ast

! N 0B 2 A
contenté de faire la moyanne des numérateurs e% ges dénominateurs.

(3) Depuis les Grecs, on cherchait & évaluer le rapport de la longueur du cercle au dia-
m&tte. Méme William Oughtred (1647) et Isaac Barrow (1664} étudient eux aussi le
rapport entre w, longueur du cercle, et §, diamétrs. Il faut attendre William Jones
(1708) pour que la lettrs T désigne clairement un nombre gui intervient en fant que
tel dans un calcul. Cn sait qu'apr2s guelques hésitations (p, c, ...) Euler adopte
définitivement la lettre m pour désigner le nombre en guestion aprés 1738, C'est
justement A. M. Legendre, dans ses "Eléments de Géométrie” (1784) qui wtilise sans
doute le premier de manigre systématique dans un ouvrage €lémentaire la lettre «

pour désigner un nombre.

{4}).e est le nombre dont le logarithme népérien vaut 1, Leibniz désignait cs nombre par
la lettre b (16381). Euler introduit la notation e dés 1727 ou 1728,
e = 2,71828 16284 53745 23536 02874 71352 66249 77572 47083 6B995 .....
.C (ou y selon les notavions) est la comstante d'Euler, c'est la limite de la suite

1,1

U =1 % o 4+ = +
n

5t gt e ¥ % - Logn. Une valeur approchée de C est
¢ = 0,57721 56649 01532 85060 85120 90CB2 .....




I1 n'est nullement &vident que de
tels nombres existent. Par exemple,
1'équation

. 1

S1INX = E
est "transcendante”, au sens ol elle
n'est pas algébrique (sinx n'est &gal
& aucun polynome de degré fini). Une
solution de cette équation est /6,
nombre transcendant. Mais 1'équation

singx = 0

elle aussi "transcendante", admet le
nombre entier 0, nombre algébrique
g'il en est, comme solution.

11 faut donc replacer 1'interroga-
tion de Legendre dans son contexte. En
1794, si on commence & suspecter w, €,
C et d'autres d'@tre d'une autre natu-
re que les nombres connus, on ne con-
natt aucun nombre transcendant, on i-
gnore s'il en existe au moins un et on
n'a probablement aucune idée sur la
maniére de mener i bien une démomnstra-
tion 3 ce sujet.

L'existence de nombres transcen-
dants s'affirme en deux étapes : Liou-
ville en exhibe quelques uns, puis
Cantor les "compte'.

LES NOMBRES DE LIQUVILLE

oseph LTIOUVILLE (1809-1882) n'a

.] pas pour seul titre de gloire d'a-
voir fait publier en 1846 1'ensemble
de 1'oeuvre d'E. Galois. En 1844, il a
mis en évidence la transcendance de cer-—
tains nombres. L'idée de Liouville est
la suivante : il constata "que les
nombres algébriques irrvationnels ne
sont approchés qu'assez grossiérement
par des fractions irréductibles dont
le dénominateur ne dépasse pas une cer-—
taine limite (5)}". Il lui suffit alors
de "eonstruire des nombres qui, appro=
chés de beaucoup plus prés, sont né-
cessairement transcendants (5)7.

Plus précisément, dans une note
adressée 3 1'Académie des Sciences (6)
et datée du 20 mars 1844, il prouve
gque si le nombre irrationnel x est so-
lution d'une équation algébrique de de-
gré n (n>1), il existe une constante
A(x) telle que

vR2eq |x-B »——e (7)
1 REPYCOITT e
Quand on cherche donc une fraction p/q
qui approche 1'irrationnel algébrique
x 8 £ prés (c'est & dire telle que
0« ix - p/q] < €), il est nécessaire,
quand £ diminue, que p et q augmentent
avec une croissance trés rapide en
fonction de e. Fort de cette rémarque,
Licuville construit alors les nombres
qui portent son nom. Un nombre irra-

tionnel est appeléd nombre de Liouville

si, pour tout entier k, il existe un
rationnel p/g qui approche x & une
distance 1/qK.

. _P 1
ie I kK €N Ix ql < e

q

Un tel nombre s'approche '"bien" par des
nombres rationnels, d'"aussi prés" que
1'on désire. Il n'est donc pas algé-
brique : c'est un nombre transcendant.

Comme il existe une infinité de nom—
bres de Liouville, il existe une infi-
nitéd de nombres transcendants. Deux
questions se posent alors : fout nombre
transcendant est-iL un nombre de Liou-
ville ? "Combien" y a-1-4AL de nombres
transcendants dons R 7

A la premiére question, le mathé-
maticien allemand K. MAHLER répondit
par la négative en 1937 : il prouva
que T (dont la transcendance avait &té
prouvée entre temps) n'est pas un nom-
bre de Liouviile (8). Il exhiba méme
un procédé pour fabriquer un nombre
transcendant qui n'est pas un nombre
de Liouville en prouvant la propriété
suivante :

(5) paul Dubreil, in Bfblio n® {5), page 111.

(6) Note intitulée "Sur des classes trés étendues Je quantités dont la valeur n'est ni
algébrique, ni méme réiuctible 4 des irrationnelles algébriques!.

(7) On trouvera la preuve compléte dans le Petit Archiméde, Numéro Spécial T (of Biblio

n® 4}, pages 132-133, -

(8) Plus précisément, Mahler prouva gue :

Y %—E Q, sl g>1, alors ]H - %4 > q

42

Depuis, M. Mignotte a affiné le résultat précédent en montrant (1974) gue

v E-E Q. st g>1, alors q—ZD > |H—%1 > q_z

e

1



LES NOMBRES DE LIOUVILLE

Les exemples de nombres de Liouville sont nombreux.

+ 0% 1
1] Z--'—-l-
n=12n
. Ll | ‘
2) Plus généralement,dEI—ET (A entier supérieur ou égal & 2)
A

~ Par exemple, pour A = 10, le développement décimal du nombre de Liouville cor-
respondant est @
‘ % =.0,11000 10000 00000 00000 00010 00000 .awwe
+4 + 4
12 7) 24

Ce dévéloppemant n'est formé gus de O st de 17 Les "1" occupent les rangs des
factorielles (1,2,6,24,120,720,....]

3) Soit (ng) une suite d'entiers positifs tels gue lim (ngd = +0e,
Soit x un réel développable en fraction rontinue : :

.1

- x:bg.'l-_'—-—T——.

by +
bz +... Ap
Considérons la réduite d'ordre p de ce développement, st écrivans la N
- p
%4, quand k1, b > (B 17k 2 ., alors x est un nombre de Liouville.
. nk+1 B nk
Par exemple :
X = 1 3 est un nombre de Liouville.
10 +
102! . 1
1
12t . L,

Th : Sodit 4{x) une fonction polynomia-
Le non constante. Alons Le nom-
bre qui &'éenit

0,4142Y3++ Y, .
dans Lequel v n € N y_ = §(n}
est un nombre transcenfant qul
n'est pas de Liouville.

Par exemple, si £(x) = x, la proprié-
té de Mahler donne comme nombre trans-—
cendant qui n'est pas de Liouville :

x = 0,1234567891011121314151617181920...

C'est Georg CANTOR (1845-1918) qui
répondit & la seconde question. Ayant
démontré que 1l'ensemble des nombres
algébriques est dé&nombrable, il en dé-
duisit que l'ensemble des nombres trans-
cendants a la puissance du continu.
D'une mani&re imagée, disons que si on
choisit un nombre réel "au hasard",
on a la quasi—certitude qu'il sera
trangcendant.., Situation d'autant
plus troublante qu'on ne "connailt" ac-
tuellement que fort peu de nombres
transcendants...

t v 7 A partir du moment ol Liou-

ville avait prouvé 1'existence de
nombres transcendants, cela devenailt
intéressant d'essayer d'étudier la
transcendance d'irrationnels ecé&l&bres.
Charles HERMITE (1822-1901), le pre-
mier, démontra la transcendance de ¢
en 1873. Sa méthode "repose sur [ 'uti-
lisation de formules fournissant des
approximations de quotients de plu-—
steurs fonctions exponentielles par
des quotients du méme wnombre de poly-
nomes (9)". Mais Hermite ne s'essaya
pas a4 faire le méme travail pour m. Il
écrivit & son ami Borchardt :
"Te ne me risqueral pas & essayer de
démontren La transcendance du nombire
. S4 d'autrnes L'entreprennent, nul ne
sena plus heureux que mod de Leurn réus-
site; mais, choyez-mod mon cher amd,
cela ne manguera pas de Lewr coiten
quelques effonts™.
Ces efforts, ce furent Carl Louis Fer-
dinand LINDEMANN (1852-1939) qui les
fit, avec une méthode qui reprend les
idées d'Hermite.

(8} Petit Archiméde ; Numéro Spécial T (cf Biblio n® 4); pages 138 et suivantes
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AT EST TRANSCENDANT

Le résultat d'Hermite avait la con-
séquence suivante : puisque ¢ est
transcendant, 1'équation

X
pre®l + ppe™2 + ... +p =0

ne peut &tre satisfaite si Xy, Xp,..-

X, sont des entiers naturgls et pi,

P2s..-,Py des nombres ratlonne%s nomn

nuls. En 1882, Lindemann &tendit avec

succds ce résultat d'Hermite aux cas
oii les x; et les p; sont des nombres
algébriques non nécessairement réels.

Le théoréme de Lindemann s'é&nonce ain-

si @

Th : Si Xy, Xo,...,Xpy S0t des nombres
algébriques distinets (n2els ou
complexes) et p1, pz2,-.-,pn des
nombres algébriques non fous nuls,
alons

X X %
prel 4 et 4 i et
n'est pas nul

Ce théoréme (10) permet de trou-
ver des résultats simples., Il suffit
de faire n=2,p; =1 etx =0
pour affirmer que

Qxl + pa

ne peut &tre nul; e*l ne peut donc &-
tre un nombre algébrique pour toute
puissance x; algébrique et non nulle.
I1 s'ensuit que

e, ¢% ,e‘/i

sont transcendants.

Mais ce théoréme est également va-
lable si les x;{ sont complexes. En rai-
sonnant de méme, on trouve que

et 41
ne peut @tre nul si im est algébrique.
Or, depuis Euler, on sait que

e+ 1 =0
Ceci prouve que im n'est pas algébri-
que. T est donc transcendant puisque
i est algébrique (solution de x2+1=0)
et que le produit d'un nombre algébri-
que pat un nombre non algébrique n'est
pas algébrique.

La démonstration de Lindemann, 838
ans aprés l'interrogation de Legendre,
tient en 13 pages. Karl Wilhelm WEIER-

STRASS (1815-1897) simplifia celle-ci
trois ans plus tard, avant bien d'au-
tres (Stieltjes, Hurwitz, Hilbert...).

EXIT LA QUADRATURE

es trois problémes c&lébres que la

Gréce antique s'&tait posé&s, deux
avaient déja &té réglés dés 1837, Cet-
te année 13, le Francais Pierre Lau-:
rent WANTZEL (1814-1848) montra que,
51 un probléme de géométrie conduisait
& une équation du 3& degré ind&compo-
sable sur le corps de ses coefficients,
ce probléme n'était pas résoluble "3
la régle et au compas'. Il en E&tait
ainsi des deux antiques questions de
la trisection de l'angle et de la du-
plication du cube. Il ne restait que
la quadrature du cercle pour jeter un
d&f1 aux mathématiciens.

Or le résultat de Lindemann met-—
tait un point final & vingt-quatre
sidcles de tentatives pour carrer le
cercle. En effet, la quadrature du cer-
cle revient & construire 3 partir de
1'unité un carré de cdté V7. Or /y &-
tant un nombre transcendant, le problé-
me posé devient alors : en partant de
1'unité, construire "3 la régle et au
compas" un nombre transcendant.

Or toute comstruction "& la régle
et au compas" revient a r8aliser des
intersections de droites et de cercles,
intersections dont les solutions sont
analytiquement des solutiouns d'équa-
tions algébriques. Itérer un tel pro—
cédé de construction (de maniére finie)
ne permet d'atteindre que des solu-
tions d'équations algébriques de degré
pair. Seuls des nombres algébriques
sont constructibles "4 la régle et au
compas' 3 partir de 1'unité : la qua-
drature du cercle est impossible,.

I_J a démonstration de la transcendan—
ce de T mettait un point final au
probléme de la quadrature du cercle.
Mais c'était en fait un point de dé-
part pour les problémes de théorie

des nombres. Au Second Congrés Inter-
national des Mathématiciens (Paris, du
6 au 12 aofit 1900), David HILBERT énon-
ce 23 problémes non résolus qui doi-
vent, & son avis, concentrer 1'atten—
tion de ses collégues dans le siécle

(10) On en tronvera la demonstration dans le Petit Archiméde, Numéro Spécial T (of Biblio

n® 4), pages 141 & 143,



VII. — Irrationalité et iranscendance de certains mombres,

Les théorémes arithmétiques de M. Hlermile sur la function expo-
nentielle ot leur extension par M. Lindemann feront cerlainement
I'admiration de toutes les générations lutures de mathématiciens.
Cette adiralion neeroit encore notre disiv de continuer dans cette
voie. Clest ce qu'a fait M, Hurwits dans deux inléressants travaux
sur les proprictés arithmitiques de certaines fonctions transcen-
dantes ('), Aussi indiquerni=je ict une elasse de problimes qui me
semblonl devoir #ee attaqués les premiers. Lorsque nous savous de
certaites functions transcendantes importantes de PAnabyse quieltes
prennent des valenrs algebriques pour cerluins arguments algé-
brifgaes, cela uous semble toujours paclieuliérement remaruble
et digne d'une éuade approfundie. Nous nows atlendons towjours
i voir fes fonclions transcendantes prendre, en géuéraly, pour des
anmuents algehriques des valenrs transeendantes, et quoirue Fon
sache bien (il existe des fonctions transcendantes entidres possé-
dant des valenrs vationnelles pour tous leurs arguments algébriques,
néanmoins nous regardons comme extrémenent probable que T
fonetion expomenticlle ™, par exemple, qui, pour loutes les valeurs
rationnelles de Pacgunient 3 prend évidemment toujours des valewrs
algéhrigues, prenne d'antre part, pour toules les valeurs rrutlon-
nelles alpehrigques de Pargument 5, des valeurs loujours transcen-
dantes. Nous peuvons donner it cet tnoneé la forme ghumdtricue
suivante : Lorsgue, dans un triungle isoscéle, le rapport enlre
Pangle ¢ I base et Uangle au sonunel est algébrigue, mais
non rativenel, le rapport entre lu base of Uautre cdté sera tou-
Jours trunscendant. Malgré la simplicité de cet énoneé el sa res-
semblance avee les propositions découvertes par MM. Hevmite ¢t
Lindemanu, jen rvegarde la démonstration comme extrémement
diilicile, el il en sera de méme de la proposition suivante : La pais-
sunce ab, pour une base algébriqgue w et un exposant algébrique
irrationnel B, comme purercmple le nombre oot = -3, repre-
sente toujours un nombre transcendant ou pour le moins irra-
tionnel. Tl est certain ue la résolution de ces probldmes et d'autres
analogues doit couduire it des méthodes nouvelles, ainsi qu'i de nou-
veaux points de vue relativement & la nature de nombres irration-
nels et transcendants particnliers,

Le VIIé problémz d'Hilbert, tel qu'il l'a exposé
& ses collégues, lore du fongrds International
des mathémeticiens de Parts, en 1500.

4 venir. Parmi ceux-ci, le septidme
porte justement sur "I'irrationmnalité
et (la) transcendance de certains nom-
brea". Hilbert se pose_la question de
la transcendance de 2V2 et, plus géné-
ralement, de la validité du théoré&me:

o algébrique
= of transcendant
B algébrique

et Luaticnnel

I1 faudra attendre un peu plus de 30
ans pour que ce théoréme soit effec-
tivement prouvé (11)

A QUOT SERT LA TRANSCENDANCE 7

Mais 1'étude de la transcendance
ne s'arr@te pas 13 et les travaux vont
se succéder tout au long du XXé siécle.
La question peut se poser : 3 part une
curiosité purement gratuite, 3 quoi
sert de prouver la transcendance d'un
nombtre ?

La premi&re ré&ponse qu'on peut fai-
re & cette question est la suivante :
comme 1'ensemble des nombres transcen-—
dants a la puissance du continu, le
fait pour un nombre d'8tre transcen—
dant est une propriété banale; mais
c'est en outre une propriété négative
{ce nombre n'est solution d'aucune &-
quation algébrique). La démonstration
de la tranmscendance d'un nombre est
souvent fort difficile; sa complexité
la rend beaucoup plus intéressante et
elle dpprend beaucoup plus de choses
que le résultat en lui-méme.

Une seconde réponse s'impose quand
on regarde 1l'évolution des travaux sur
ce sujet depuis un siécle : ce n'est
pas tant la transcendance en tant gque
telle qui inté&resse les chercheurs que
les résultats qu'elle permet d'établir
en théorie des nombres, domaine qui
connait de nouveau un intérét crois-—
sant.

8s le travail de Liouville 1'orien-
" tation est domnée : relier les pro-
priétés de la transcendance aux appro—
ximations diophantiennes, c'est 3 di~
re 4 1'étude des approximations d'un
réel par des nombres rationnels. La
théorie de la transcendance développe
donc des techniques d'estimation de
nombres rationnels : c'est pourquoi
son int&rét s'explique dans de nom—
breuses questions d'arithmétique.

f11) Ce probldme résulte d'une affirmaticn sans preuvs d'Euler dans son Introductio in
analysts tnfinitorwr (1748). On y lit en effet (I. 6] :
" .. 81 un nombre D n'est pas une puissance de la buse a, son logarithme ne sera pas
non plus un nembre trrationnel. En effet, si om avait loge(b) = /n, alors on quroit
a'h = B, ce gui est Tmpossible si les nombres a et b sont rationmels. Done ces lo-
garithmes de nombres qui ve sout pae puiseances de la base a seromt nommés 4 Juste

titre transcendants”.
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LES PROBLEMES DTOPHANTIENS

Une équation diophantienne est une
équation polynomiale & coefficients
entiers dont on cherche les solutions
entidres ou ratiomnelles. L'adjectif
rend hommage & DIOPHANTE d'Alexandrie
(325 Ap J.C. = 409 ) qui avait ré-
fléchi 3 un grand nombre de problémes
géométriques qui se ramenaient a de
telles &quations.

Par exemple, le probléme: Trouver
un trniangle rectangle dont La somme
de £'aire et de L'hypothinuse so4t un
cannd, et dont Le périmetre soif un

(1) y2=x%-2

dont on cherche les solutions ration-
nelles et, dans un premier temps, les
solutions entidres. En généralisant
cette 8quation, on se pose la méme
question sur 1l'équation

(2) y2 =%x3 +k (k € M)

En 1923, L. J. MORDELL a prouvé que,
pour k fixé, cette Equation n'a qu'un
nombre fini de solutions entigres, et
donna méme un majotrant trés &levé du
nombre de ces solutions. Reste d& trou-
ver les dites—solutions ! Ce qui fut

C.u.be,, conduit & l'équation fait en- 1967 pax A. BAKER.

LES NOMBRES TRANSCENDANTS

La transcendance des nombres swivants esf prouvée :

* g (Hermite 1873) *¥ Tous les nombres de Liouville
* 1 (Lindemann 1882}, e2, EJE, e * Log2 (Weierstrass 1885]
* o' (Guelfond 1929) . g4 (Stegel 1929)
* 51 o est algébrique et non nul, 2+ -*1———i—-—
alors e” est transcendant 3+ 4+ ...

(Lindemann 1882)
* g1 a est algébrique (distinct de O et de 1) et si B est algeébrigque et non

;afidnnel, alors aB est transcendant (Siegel (1929) st Schneider (1835}, puis
Guelfond (1934), indépendamment des précédents).

we+s logn, pour tout entier n qui n'est pas puissance de la bass.
« Loga lorsque ce nombre est irrationnel et que a et B sont des nombres algé-
LogB ; !
briques différents de 1 (Guelfond).
¥ 0,123456783101112131415184718192021222324252627262930, , .., (Mahler 1837)

Toutes les fonctions zéta de Riemann pour un ertier pair.

(rappel ¢+ g{g) = L L ). oOn sait en effet depuis Euler que ¢(2K) = T w’k
g k
n Les nombres L gtant rationnsls. A
Par extmple : g(2) = g2 gl4) = L
3 90
* 2 &+ Logw (Baker 1985}; i
1 1
* — ii o - -
Pig) (Cudnovskii 1976) et Tlx) (s o prgy = I et o€ [0, 4]

0 .
et pour n entier : T(n) = (n-1}!)

* j'un au molns des nombres (e + mw} ou (em}l est transcendant.

On dgnore pan contre fa nfponse aux guestions suivantes :

* (a + 7, n“. e®, ne. C (ropstante d'Euler)... sont-ils des nombres rationnels ?
8

* 31 g v B sont oes nombres transcendants, & est-il un nombre transcendant ?

* r{s), pour s entier fmpair, est-il un nombre irrationnel ?
Le seul résultat conmu & ce propos a été montré en 1978 par R. Apéry, qui a

prouvé que (3) =1 ‘-3§-+'£g-+‘£;-+ vvo Staic irratrtonnel. Mais on ignore &t
2 3 4

ce nombre eet trancegndant (voir Biblic n° 2).)

On déduit de c¢e résuliat la transcendance, pour tout logarithme, de log2, log3d, ..
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du ‘cercle. travaillent Thuttlement).
{Michael Stifel. 1544).

Frustra Laborant quotquot se calculationibus fatigant pro inventione quadraturae
eineuli (Cenx qui se fatiguent & faire des caleuls pour résoudre la quadrature

Dans toutes les démonstrations em-—
ployées pour majorer le nombre de so-—
lutions entidres de telles &quatioms,
on s'apercoit que toutes les méthodes
utilisées relévent de la méme démarche
que celle qui permet d'approcher un
irrationnel par une suite de ration~
nels pour &tudier s'il est, ou non,
transcendant.

Vieille histoire que celle de w,
close en 1882 (12). Mais on s'apergoit,
i suivre cette histoire et ses prolon-
gements, de la multitude des problémes
variés qu'elle aborde. Un sujet de ré-
flexion, peut-&tre, pour ceux qui re-
gardent d'un air légérement distant
les pages "historiques" qui parsément
parcimonieusement les 'mouveaux" ma-
nuels du Second Cycle : étudier 1'his-
toire des maths, c'est, aussi, faire
des mathématiques...

BIBLIOGRAPHIE

(1) M. Waldschmidt et J. VElu. Les vdc-
foines de La transcenaance (in
La Recherche. n® 84. décembre 77)}.
Un bon article de vulgarisation
sur la transcendance et sur les
rapports gu'elle entretient avec
1'arithmétique diophantienne.

(2) C. Batut et M. Mendés France. A
propos de £T.omationnadite de

®
£(3) =z —
n=l

(in Bulletin de 1'APM.
n

n® 338. février 1980).

Des indications sur la preuve de

1'irrationnalité de z£(3) établie

par R. Apéry en 1878. Une réfle-

LIV

(4)

(5)

(7)

xion intéressante sur la maniére
de prouver qu'un nombres est irra-
tionnel.

M. Mendés France. Rogern Apéry et

Elinnationnel (in La Recherche

n° 97 février 1879).

Ne contient aucune démonstration.

D'aprés l'auteur, c'est un "compte
rendu style "France-5Scir” del'ir-

rationnalité de z(3) par un jour-

naliste qui n'était pas présent au
congras” ...

RES & AUTRES

Petit Archiméde. Numéro Spécial T
(m°® 64-85. mat 1980. Edité par
1'ADCS. 61 vue St Fuseien. 80000
Amiens).

La Bible actuelle des renseigne-
ments sur w. Un foisonnement. Un
peu désordonné mais (donc ?) ri-
che.

Paul Dubreil. L'histoire des nom-
bres mysienieux (in Les Grands Cou—
rants de la Pensée Mathématique.
Blanchard).

Cet ouvrage, présenté par F. le
Lionnais, reste une scource inépui-
sable.

P. Dugac. Option d'histoine des
maths len ponticuliern Le chap. V:
Intégrales gonthalistes et trans-
cendance de e). Polycopié de 1'U~
niversité P. & M, Curie (Parts VI)
octobre 75 — auril 76.

Une mine, un trésor. Quvrage inac-
cessible, sauf au centre de docu-
mentation de votre IREM, si per-
sonna ne l'a valé.

NTCM. Histonicak Topics fon the
Mathematics CLlassroom (National
Council of the Mathematics Tea-

(12) Pas tout & fait close & cette date d'ailleurs. La "ciasse aux décimales” s'’est acti-
yement poursuivie caouis,,.. Et le Petit Arzhiméde (Numéro Spéeial I , voir Biblio
n® 4) expligue remar-Jguablement & guol peuvent servir 12 million de décimales gue J.

Buillioud a calculé en 1876 |




(8)

(9)

(10)

chers. 31 Yearbook. Washington 69)
Des notes historiques & destina-

tion de la classe édiiées par 1'é-
guivalent américain de 1'APM. Des

articles courts portant sur un tha-

me donné et accessible aux éldves.
Plusieurs articles concernent le
sujet. En anglais.

Petr Beckmann. A history o4 PI.
(5t Martin Pregss. New-York 1971),
Un ouvrage de niveau simple sur

la questicn, de type vulgarisa-
teur. Sur chague theme une biblion-
graphie, essentisllement de languec
anglaise. En anglais.

F. Cajori. A history of mathemati-
cal nofations (volume 2. Open Court
Publishing Company. Chicago).

ne mine sur 1'histoire des nota-
tions mathématiques ... ou autres.
Par exemple, aprés les lettres

et 1 , l'auteur &tudle la genese
de la notation duo dollar...

F. Lindemann. Uber die Ludofphsche
Zahl (Berichts des Berliner Akade-
mie vol. 2 1882). Uber die Zahl
(Mathematische Annalen vol. 20
1882).

Les travaux originaux de Lindemann
sur la transcendance de 7, qui
s'appelle en Allemagnhe le nombre
de Ludolph., En allemand.

QUELQUES SOURCES THEORIQUES

———

(11)

(12)

(13)

r ————————— T — A i} tgip T S W o —— —

Th. Schneider. Introduction aux
nombres trnanscendants (Gauthier-
Villars 1958).

‘M. Waldschmidt. Nombres Trhanscen-

dants (in Lecture Notes in Mathe-
matice, vol. 402. Springer-Verlag
1874).

S. Lang. Introduction fo trandcen-
dental Numbens (Addison & Wesley
1968),

Trois ouyrages sur le sujet. Ce-
lui de Lang est le plus abordable,
mais 1l est rédigé en anglais... e
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Horizontalement

I Nom pour une relation. II Mesure d'une sur-
face - Pronom réfléchi. III ¥2 et T par exempla.
IV Dénominateur. V Mis & une puissance VI Pris
~ Tel certain prix. VII Marque une hypothése =
Volouwn méditerranden. VIII Séparent les mots
guand ils sont composés.

Verticalement

1 Qualifient des racines. 2 Demoiselle pour pa=
var = Brille. 3 B3ur un cube. 4 A 1l'envers :
Basses,~ Erbium, 5 Ca va., 6 Entre maltrise et
mothématigues = Sant favorables., 7 A ne pas con=
fondre avec 1la direction = Enszmbles.

solution page 29
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Sur les Nombres
de Mersenne et de Fermat

Pierre BERNAT - Poitiers

1 - Il est bien connu gue les seuls nombres premiers de la forme m" 41
(n>1) figurent parmi les suivants

n
a)® +1, M= 2P-1 (el p premien

Les Mp sont les nombres de Mersenne, les nombres

n
Y )

N +1 Lles nombres de Fermat. Il s'avére gue beaucoup de M

sont premiers, et fort peu de Fn. On voudrait montrer comment un peu

d'algébre élémentaire permet d'étudier ces nombres, et quelques autres.

2 - Fixons quelgues notations. Si a,b,ceZ, alb se Lit "a divise b",

a = b signifie c|a-b, P est L'ensemble des nombres premiers ; si
peP et p f a, Op(a) est L'ordre de a dans (ZVD)* Con identifie
a & son image dans 'le ), et (g) le symbole de ngendre, énal a 1 si
a est un carré dans ij, a -1 sinon. On rappelle gue (Zyp)* est

un groupe cyclique, Op(a)jp-1, done ap_1 = 1 (Th. de Fermat). On a

les relations suivantes ol p,geP sont distincts et > 2, et ¢ = 11
- ‘ 1 si pze
0—1) =eg. 81 p 7 e Gg) = 8
-1 5§ p g 3e
{(p-1)(g-1)
Byedy _ 4 . . .. .
(EJ(E) = (-1 (Loi de réciprocité quadratique)
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Enfin, il est clair que (EJ(%J = (E%) (le quotient de deux carrés est

un carré.

+
Si n»2, peP, p|Fn, alors 2" 2|p--1

n nt1
En effet, 22 ° = -1, donc 2% ) =1, o @ =2,
. ™ _
O<a<n+l. Si a<ntl, 2 : 1 ; -1, p =2, c'est exclu. Donc
a = n+l, 2”+1|p—1, pgl, & =1 ;

Soit aelN tel que 32

ol

+
2 ; alors Op(a) = 2" 2, d'ou la
conclusion.

Application : F, P : sinon F, = (26a+1)(26b+1); a,b eW*, d'ou

6 10

2 ab+ath = 2 ab<16 et atb 0, atb=z6é4, impossible.

64
. x f-1 .

Soient n,meIN,f=Fn, r=-35- ;si feP et f J’m, Lles

propriétés suivantes sont équivalentes :

a) Of(m) = f-1 (i.e. m est un générateur de (I/f)*)
m = -

b) (?J = =1

) f|m +1

Soient a un générateur de (Zlf)*, et Ve{l,...f-1} tel que

VOf(m) n
mza ;ona donc a F 1, donc f-1 =2 IVOf(m), et par suite
= s s . 2 f-1

V50 équivaut a 0.(m) <f-1. §i (2) =1, m3zb, m" ;b 1,
d'ol les éqguivalences

Vs0<0,m<f1<= @ =1 < f|mr-1

2 f f
. -1 _ r r : .,
Par ailleurs, f‘m -1 = {m +1)(m -1). On conclut alors aisément.
")

Application : 216+1I10 +1. En effet, F4e P, (E) =1

£ = 2
Cear 0.(2) = 22<f-1), & = hentT=2 &
§02) ° 7 5 57 -
14
5 @) f 2
f = (2 +1 g 2, (g) = (30 = -1, et par conséquent
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Nombre Année de fa

Nombre premier de chiffres découverte Auteur
217y 39 1876 Lucas
{21 + )17 44 1951 Ferrigr

1807 17 +1 . 78 1951 Miller, Wheater*
26 €87 . 1952 Leh'mer, Robinson®
BTt 969 1957 Rirsel®

Les plus grands nombres premiers
qesm 4 - 1332 1984 Hurwitz, Selfridge* connus sont des nombres de Mersen-—

ne, c'est 4 dire des nombres de la

grm__ 4 3376 1963 Gillier* forme 2"-) {n premier). Le tableay
ci-co indi
v 1 o002 1971 Tuckerman® contre indique les re?ords dgs
plus grands nombres premiers, ain-
anmr_ Y 8533 1978 Noll, Nickel* 81 que leur découvreur (1'astéri-
: que indique 1'usage d'un ordina-
2mae g 6987 1979 Noll* | teur).(Tableau extrait de "Pour
la Science® n° . —
o1 \aa38 179 Slowinaid" ce” n° 64, avril 1982, pa
ge 111).

5 - Un critére de primarité pour les Fn. Avec les notations de 4, on a

les éguivalences

a f=F eP by £]3"+1 ¢) ImeiN  tel que f|m +1
| 2(f-1)
a) =b) d'aprés 4 car (%J = -1 (%J = (%)(-1) 4 = (;J ; or
fz-1 et (Ch = -
3 3 y

b) =>c¢) est trivial.

¢)=>a) : Soit peP diviseur de f ; p|m'+1, donc p [ m, m" = -1,
n
mer 20 ot 0 (m = 2%, o<’ si a<2’,

=1, 0p(m)|2r
r r
Op(m)|r, m -1

0=m+1, p =2, c'est exclu. Donc

ol

n n )
0, (m) = 2 5-1, 229741 = ¢, donc p = f.

Application = il "suffit", pour tester la primarité de Fn de 2"+

_ 2 ) 2 _ 2" _ T
opérations : soient a, = 3, a, = 3 T (an1) =3 ,..azn_1~ 3

r , . .. . . s g
le calcul de 3'+1 nécessite 2" multiplications, il reste & diviser

.
r

par f. Il est d'ailleurs plus simple d'en effectuer le double : construire

la suijte bo’b1""br’ ol b0 =3, bV+1 est le reste de (bv)2 medulo f.

Si ('un des bV est nul, c'est "plus court” : f¢P.
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é_

Les Fn sont premiers entre eux : de L'égalité

n-1 n-1
1= @% Ve vy =G -2F

n=1 -1

on déduit par récurrence que F ...F,.3+2, d'ol le résultat.

n - Fn"-1Fn—-2

Ceci, joint & 3, montrer que, pour tout n

1

En = Pr1{2na+1, aeIN*} est un ensemble infini

il contient tous les facteurs premiers des Fm’ pour m=n-2 (c'est un
cas trés particulier du Th. de Dirichlet, qui dit que si a, b sont !

. . * . e s
des entiers premiers entre eux, Pn{antb, neN } est infini).

Les ‘nombres de Mersenne Mp s'etudient de maniére analogue.
Si qeP divise M = 2P-1, j.e. 2P =1, alors p = 0. @] a-1 ; par
ajlleurs g 5 1, donc, si p>2, 2p|q—1, les diviseurs premiers de Mp
sont de La forme Z2pntl.

C'est parmi les nombres de Mersenne au'on a trouvé les plus grands
nombres premiers connus ce jour.

Signalons enfin un critére permettant de trouver de trés grands

nombres de Mersenne non premiers -:

Si peP, pz73,etsi g= 2pt1 e P, alors q|Mp : en effet

0q(2)/q—1 = 2p ; donc Oq(Z) =2,p ou 2p ; si 0q(2) 2, aq =3,

c'est exclu ; si 0q(2) = 2p, 2 est un générateur de (Z/q)*, donc

2, _ . _ . . _ 2
Ga) ==1; or p A 3 implique g g 1. donc (q)

1, c'est encore
exclu : donc Oq(Z) = p, fi.e. q|2p—1 = Mp.

Ainsi, 107|M 47|M23.

537

Bibliographie :

Hardy and Wright : An introduction to the theory of numbers

Oxford University Press

J.P. Serre : Cours d'Arithmétique P.U.F. °

16



Du Calendrier

Grégorien

Alfred GIRY

Il y a exactement quatre siécles, l'annde 1582 voyait la premulgation de la
bulle "Inter gravissimae" du Pape Grégoive XIII qui fimait la réforme du calen—
drier Julien. 4 la fin de cette méme année, plusieurs pays d'Eurcpe, dont la

France, appliquaient la réforme grégorienne.

Le PLOT aime bien mettre son nez dans les bibliothéques, ausst plutﬁ? que
dléerire un n—idme article sur ce sujet, nous avons extrait le texte sutvani du
"Manuel de Diplomate" d'Alfred Giry, qui expose la gendse de vcetie réforme et son

application et, qui est parug.v... en 13854,

DE LA REFORME GREGORIENNE DU CALENDRIER

L'astronome Scsigéne,
collaborateur de César dans la
réforme du calendrier romain,
avait établi la durée de 1l'année
civile sur 1l'hypothése que le
soleil met & revenir & un méme
point de son orbite 365 jours et
un guart de jour ; il ne devalt
pas ignorer cependant que, prés
d'un siécle auparavant, Hippar-
gque avait reconnu que l'année
solaire était en réalité plus
courte ; mais cette différence,
gui ne porte gue sur gueldques
milliémes de jours, luli avait
peut-&tre semblé négligeable.

La révolution apparente moyenne
du soleil, gui détermine l'année
tropigue, dure en réalité 365 jJ.
5 h. 48" 47" 51 ; l'année Jjulien-
ne avait donc sur l'année astro-
nomique un excédent de 11' 13 ".
8i petite que soit cette diffé-
rence, elle devait, en s'ajou-
tant chague année & elle-méme,
produire &4 la longue des jours
entiers et ramener le désordre
‘dans le calendrier. Chaque année,
en effet, le soleil retrouvait un
peu plus tSt la peosition qu'il oc-
cupait & une date guelcongue de
l'année précédente.

€1 l'on considére, par
exemple, le point de l'équateur
gue rencontre le soleil en allant
du sud au nord, ou égquinoxe du
printemps, on sait gue ce passage
était observé au 25 mars, & l1'é-
pogue de la réforme julienne. Mais
le soleil devangant, aprés chague
intercalation, cette date de plu-
sieurs minutes, guelgues centai-
nes d'année plus tard, au temps du
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concile de Nicée, c¢'"était déjid au
21 mars gue l'église d'Alexandrie
devait fixery la date de 1'éguinoxe
de printemps. On a vu plus haut
gue cette date, que l'on cro-
vait alors devoir ramener in-
variablement 1'éguinexe, fut
adoptée comme 1l'un des termes

de la fé&te de Paques. Mais le
gsoleil continuant &4 la devan-

cer chague année, l'anticipa-
tion de l1l'éguinoxe vral sur sa
date conventionnelle atteignait
déja dix jours & la fin du XVIe
siédcle.Si l'erreur avait con-
tinué &4 s'accroitre, on aurait
dd, pour se conformer aux régles
é€tablies, célébhrer successive-
ment la Pdgue dans toutes les
salsons de l'année, et, chose
plus grave, les mois auraient
complétement cessé de corres-—
pondre aux saisons. Pour cor-
riger l'erreur commise, il fal-
lait nécessairement modifier le
systéme d'intercalation Julien.

Leg computistes du
Moyven BAge ne tardérent pas &
entrevoir le défaut du calen-
drier en usage, mais il fallut
longtemps pour déterminer nette-
ment l'erreur, et plus longtemps
encore pour s'entendre sur les
movens d'y remédier. Au milieu
du XIIiIe siécle, 1'éguinoxe vrai
précédait de 7 jours d4déja le
terme conventionnel du 21 mars.
Un moine écossais qui séjourna
longtemps & Paris, John de Holy-
wood, dans un traité compecsé en
1232 et intitulé : De anni ra-
tione sen ut vocalur vulgo com-




putus ecclesiasticus, chercha &
précigser la nature et 1'étendue
de l'erreur et semble avoir,le
premier, mis en avant 1l'idée
d'un remaniement de l'intercala-
tion julienne. Bientdt les Ta-
bles alphonsines, dressées en
1252 par une réunion d'astrono-
mes convogués par Alphonse X de
Castille, donnérent & la dig-

cussion une base gdre en fixant
&2 365 j. 5 h. 49' 12" la durée
de l'année tropique. Vers le
méme temps, Robert Grosseteste
#.253) , chancelier d'0Oxford,
puis évéque de Lingoln , Cam-
panc de Novare ($vers 1300),
chapelain du pape et chanoine
de Paris ; Roger Bacon (f1299),
agitérent la question et firent
mieux sentir la nécesgssité d'une
réforme ; le dernier surtout
fit au pape Clément IV des pro-
positions formelles de changer
les régles de l'intercalation.

Au XIVe giécle, le
Ppape Clément VI s'intéressa &
la question et demanda des étu-
des & diverses personnes, et
notamment & deux mathématiciens
frangais, Jean des Murs et Firmin
de Belval, gui composérent un
traité en forme sur la matiére,
et l'adressérent en 1345 au pape,
accompagneé d'une lettre super
reformatione Kalendarii. Mais
le pontife mourut avant d'avoir
pris aucune résolution, et =es
successeurs paraissent ne plus
s'8tre occupés de la guestion
pendant assez longtemps.

L'affaire fut soule-
nouveau devant les deux
conciles de la premiére
moitié du XVe siécle. Le cardinal
Pierre d'Ailly, qui en avait fait
une étude approfondie et avait
déja provoqué un décret du pape
‘Jean XXII, en saisit en 1417,
mais sans aboutir & aucun résul-
tat, le concile de Constance.
Elle fut reprise et étudiée, de
1437 &4 1439, au concile de Bile,
sur les propositions du cardinal
Nicolas de Cusa, et un décret fut
méme préparé gul ne fut jamais
promulgué. Plus tard, le pape
Sixte IV voulut confier le soin

vée de
grands

de préparer la réforme au savant
astroname Jean Miller de Koenig-
sberg (Regiomecntanus}, que son
fameux "Almanach", publié pour
la premiére fois & Nuremberg en
1473, avait rendu c¢élébre ; mais
celui-ci mourut prématurément en
1476, avant d'avoir pu répondre
aux voeux du pontife.

Au siécle suivant, Paul
de Middelbourg sollicita succe-
sivement les papes Jules II et
Léon X d'entreprendre la réforme
du calendrier. De concert avec
l'Empereur Maximilien, le pape
porta la question devant la dixié&-
me session du concile de Latran
{(mai 1514) ; on demanda l'avis
des mathématiciens allemands et
l'on provogqua une vaste enguéte
dans toute la chrétienté, sans
Ccependant aboutir encore. Au
cours du XVIe siécle, les tra-
vaux sur la guestion se multi-
pliérent avec Pighius, Lucidus,
PitatugSepulveda, etc..., et
d'autre part, les calculs de
Copernic corrigérent encore 1'é-
valuation de la durée de l'année
tropique ; enfin, le concile de
Trente, dans sa derniére session
(4 décembre 1563), s'en remit au
pape du soin de décider l'affai-
re en méme temps gque la réforme
du bréviaire et du missel.

LE PERE du calendrier prégorien fut Aleisius Lilius
(forme latinisée de Luigi Lilio). A sa mort, en 1576,
son projet de réforme du calendrier fut sauvé de
t'oubli par son frire Antonio Lilio qui remit le ma-
nuscrit au Pape Grégoire XILI. Le prejet fut adoptéd

tel quel par le Pape et par ses conseillers, hormis

une petite wmodification apportée par Christoph Clavius,
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DATE DE L'EQUINOXE DE PRINTEMPS

-

0l elles étaient & l'époque du
concile de Nicée, c'est-a-dire
replacer 1'éguinoxe de printemps
13 B : au 21 mars, afin de n'avoir pas
; ’ i toucher aux régles pascales ;

n

2° Empécher un pareil déplace-
ment & l'avenir en coordonnant
mlieux gue par le passé la lon-
gueur de. l'année civile avec

; //ﬂ celle de 1l'année astronomiqgue.
Vs

v Sur le premier point,
comme l'égquinoxe arrivait alors
le 11 mars au lieu du 21 mars,
ou, en d'autres termes, gu'il
anticipait de dix jours, on dé-
cida de supprimer dix Jjours
dans l'année de la réforme ;
cette suppression fut fixée au
22 mois d'octobre, et le lendemain
du 4 octobre fut réputé 15 oc-

2¢

//

0 2000 4000 5000 8000 tobre. Telle est ¥origine de
LA COMPARAISON des dérives de la date de 1'équinoxe la différence primitive de dix
de printemps dans les calendriers grégorien et julien jours qu.i. exlste entre les da-

est indiquée sur cette figure. Dans le calendrier julien tes des pays ol la réforme
la dérive est assez rapide ; dans te calendrier grégo-

rien, elle est plus lente parce que le découpage du grégorienne a €té acceptée et
temps s€ rapproche davantage de 1'annde tropique. de~ceux qui ont continué a se

gervir de l'ancien calendrier.

Ce fut 1 P Sur le second point,
RIII e 4 ,te p;ge 9reg?lre comme l'erreur provenait d'une
qui reussit entin a operer exagération dans 1l'évaluation

1 2] i i . - .
dz %iformg‘de?ulz'Eltlgngtemps de la durée de l'année astro-
siree. Pes -e debut de son nemigue, -l'intercalation julien-
pontificat, il réupn it, sous la 1 R
L ! ) .ne d'un jour tous les guatre
prégsidence du cardinal Sirlet, . s R -
- . ~ . ans ajoutait, d'aprés les ta-
une commigsion de théologieng et bl 1 -
de savants. Parmi ceux-ci, il £8 a,ors eh usage, un exce-~
- ’ dent d'environ 42', gui attei-
fauF nommer': lg gavant cala--f . gnait par conséquent 1 jour
brais %n?on%o Plll?' dont é? re- aprés 32 intercalations, c'est-
re 510151? EtalF 1'auteur ¢ un d-dire aprés 128 ans. Le nom-
projet qui servit de base a la bre des intercalations, c'est-
commission, Ignazic Dantés, le 4 dire des annédes bissextiles,
constructeur du gnomon de San ge trouvait donc trop élevé.
Petrnio de Bologne ; le jésuite Pour modifier le moins possi~
allemand ChFlétophe Clavius gt ble les anciens usages, on dé-
le mathématicien esp;gnol Pelro cida de faire porter la suppres-
qha?ou (Clan?l?S). orsdque ‘e sion de l'intercalation sur les
projet eut ete ela?ore, a la années séculaires, qui é&taient
suite de longues discussions, le toutes bissextiles dans le ca-
pape le communigua aux princes, lendrier Julien. Si l'on avait
aux républiques, aux- académies supprimé une intercalation de
catholiques, et, assuré de leur 24 heures tous les 100 ans, on
consentement, promulgua enfin, serait tombé dans une erreur
le 21 février 1582, par la bulle opposée & celle & laguelle on
Inter gravissimas, la réforme de voulait remédier ; on s'arréta

; . : - . :
l'ancien calendrier. 4 la suppression de 3 interca-

Cette réforme avait un lations en 400 ans. De méme que
double objet : trois années communes sont sui-
1° Ramener les choses au peint vies d*yne année bissextile, de
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méme, dans le systéme grégorien,
trois années séculaires commu-
nes dolvent &tre suivies d'une
année séculaire bissextile. '
Ainsi, l'année 1600 est demeu-
rée bisséxtile dans le calen-
drier grégorien, mais les an-
nées 1700, 1800, 1900, gui sont
bigsextiles dans l'ancien ca-
lendrie¥, pe 1e .sont plus dans

le nouveau ; l'an 2000 le sera:
dans les deux calendriers. La
régle pour déterminer si une an-
née séculaire doit &tre bissexti-
le est, par conséquent, trésfsim-
ple : il guffit de vérifier si
les deux premiers chiffres du
millésime, exprimant le nombre

de giécles, sont divisgsibles par

4 : l'année est bissextile s'ils
le sont, commune s'ils ne le sont
pas.

De ces modifications il

PROPAGATION

La réforme grégorienne,
quoi gu'on en ait dit, ne fut
pas adoptée immédiatement ni
surtout sans résistanc¢e, méme
dans les pays catholigues. In-
dépendamment de l'erreur, sans
importance pratigue, dans l'éva-
luation de la durée de l'année,
et des erreurs plus graves sur
les dates des phases de la lune,
on lui reprochait d'aveir com-
pliqué sans profit les anciennes
méthodes en persistant & cher-
cher, par des artifices aussi
ingénieux qu'inutiles, & se rap-
procher du but vainement pour-
suivi par les computistes et
imposgible a atteindre : la co-
ordination des mouvements du so-
ijeil et de la lune.

L'Italie, l'Espagne et
le Portugal furent les seuls
pays qui adoptérent la réfor-
me du calendrier dans les condi-
tions indiguées par Grégaire XIII,
c'est-a-dire que l'on y passa du
jeudi 4 octobre au vendredi 15
octobre 1582. Le Danemark accep-
ta aussi la réforme la méme annece.
En France, on en recula l'appli-
cation jusqu'au mois de décem-

résulte que la différence pri-
mitive de dis Jjours entre les
dates, selon gu'elles sont expri-
mées d'aprés l'ancien ou le nou-
veau calendrier, s'est accrue
d'un jour en 1700 et d'un second
jour en 1800 ; elle est, par con-
ségquent, aujourd'hui de 12 jours:
elle sera de 13 jours & partir de
1900, mais ne s'accrojfra pas au
XXIe siécle.

Entre la longueur de l'an-
née actronomigue et celle de 1'an-
née civile, corrigée par la ré-
forme grégorienne, il n'y a plus
gu'une différence de 24" 36, qui
n'atteint, par conséqguent, un
jour qu'au bout d'environ 35 sié-
cles. C'est dire gu'on est arri-
vé aux limites de l'exactitude
possible en conservant des régles
trés gsimples 4'intercalation.

DU CALENDRIER

bre le lendemain du dimanche
9 décembre fut le lundi 20 dé-
cembre 1582. Il en fut de méme
en Lorraine en vertu d'un é&dit
du Duc Charles III. Dans les
Etats catholigues de l1l'Allema-
gne et des Pays—-Bas (Brabant,
Limbourg, Luxembourg, Gueldre,
comtés de Flandres et d'Artois,
de Hainaut et de Namur, Anvers,
Malines) ainsi qu'en Savoie, on
supprima aprés le vendredi 21
décembre la fin de l'année 1582
et le lendemain samedi fut ré-
puté ler janvier 1583. Il en fut
de mé&me en Hollande (Rotterdam,
Amsterdam, Leyde, Delft, Harlem
et La Haye) et en Zélande, en
vertu d'un placard de Frangois
de France, Duc d'Anjou, du 10
décembre 1582, modifié bientdt
par une résolution des Etats

de Hollande. Le 10 janvier
1583, Philippe II £it publier
un édit prescrivant 1'adoption
de la réforme au mois de fé-
vrier (du 11 au 22), mais il
n'en fut tenu aucun compte par
les provinces qui n'avaient pas
encore accepté le nouveau calen-
drier. A Groningue méme, oll la
réforme avait été introduite le
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ler mars 1583, le calendrier
Julien fut réintroduit aprés

la prise de la ville par Maurice
de Nassau le 24 juillet 1594.En
Autriche, la réforme fut adop-
tée & dater du mois de Janvier
1584. En Suisse, les cantons de
Lucerne, Uri, Schwyz, Soleure

et Fribourg, dans un synode tenu
& Baden le 10 novembre 1583,
décidérent d'adopter le nouveau
calendrier en 1584 ; on suppri-
ma les dix jours entre le 12 et
le 21 Janvier de cette année.
Unterwalden accepta et opéra

la réforme au mois de juin sui-
vant. Dans le canton d'Appenzell
qul avait accepté la réforme i
cette époque, les différends
furent si violent qu'en 1590

les protestants furent autorisés
a4 employer l'ancien calendrier.
En Pclogne, on attendit 1a fin
de l'année 1585, le lendemain

du 21 décembre 1585 fut le ler
jJanvier 1586. En Hongrie, le
nouveau style fut introduit en
1587.

Prés d'un siécle s'é-
coula ensuite avant que le ca-
lendrier grégorien fit de nou-
veau progrég. Adopté d'abord
par les pays catholigues, il lui
&était naturellement plus diffi-
cile de s'introduire dans les
Etats protestants, qui préféré-
rent longtemps, comme on l'a dit
"n'é&tre pas d'accord avec le so-
leil plutdt gque de 1'E&tre avec
la cour de Rome". Il faut ajou-
ter gue leurs répugnances se
fondaient,moins sur le rema-
niement de l'année solaire, gui
constituait un progrés réel,
gque sur l'invariabilité con-
ventionnelle de l'égquinoxe et
surtout sur la méthode, assez
défectueuse en effet, de déter-
miner les dates des phases de la
lune et de fixer la féte de PEi-
gques. Aussi, les protestants
d'Allemagne n'admirent-ils le
nouveau calendrier gue corrigég
par Echart Weigel d'aprés les
takles de Kepler ; 1ls accep-
térent la réforme de l'année
sclaire, mais au systéme com-
pliqué des épactes gqui ne don-
nait gqu'une approximation, ils
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CHRISTOPH CLAVIUS est représentd ici en
1606, & 1'8ge de 69 ans. Clavius fut
un farouche défenseur de la réforme

grégorienne.,

substituérent la détermination
de l'égquinoxe et des phases de
la lune, régulatrices des fé&tes
mobiles, d'aprés les tables as-
tronomigques. Il en résulte que
dans les pays oid le nouveau sty-
le a été introduit sous cette
forme, la féte de Pigques et les
autres fétes qui en dépendent
pourraient tomber parfoisd un
jour autre gue dans les Etats
catholigues.

Le calendrier grégorien
fut naturellement introduit en
Llsace par la France, en 1648,
et 4 Strasbourg en 15682. En
Suéde, le roi Charles XI, crai-
gnant gque la suppression de 10
jours d'un seul coup ne nuisit
aux transactions commerciales
ou ne preoduisit des troubles
comme 11 yv en avait eu & Riga,
s'avisa d'un moyen ingénieux :
d'amener insensiblement l'ancien i
calendrier &4 colIncider avec le
nouveau : il décida la suppres-




sion des années bissextiles de-
puis 1696 jusqu'en 1744 ; de la
sorte, aprés 11 suppressions
d'un jour, l'année 1744, se
trouva concorder avec le nou-
veau style. '
En Allemagne,
veaw calendrier,
Weigel, comme il a été dit plus
haut, fut adeopté le 13 septembre
1699, a4 la diéte de Ratisbonne,
par les Etats protestants ; on
y décgida la suppression des 11
derniers jours du meis de fé-
vrier 1700. Le Danemark, gui
avait admis la réforme de 1582,
adopta & la méme é&épogue les cor-
rections de Weigel en vertu d'un
édit royal du 20 décembre 1699.
A l'exemple de 1l'Allemagne, les
provinces protestantes des Pays-
Bag, restées fidéles jusgqu'alors
a4 l'ancien style {(Gueldre, Utre=.
cht, Frise, Ocer-Yssel, Zutphen,
Groningue), adoptérent successi-
vement le nouveau calendrier au
cours de l'année 1700 ou au com-
mencement de 1701. Il en fut de
méme en Sulisse des cantons de
Zurich, de Berne, de Bdle et de
Schaffhouse, des villes de Gené-
ve, Bienne, Mulhouse, du comté
de Neufchdtel et des bailliages
de Baden,Thurgorie, Sargans et
Rheinthal, qui passérent du 3!
décembre 1700 au 12 janvier 1701.
LLa ville de Saint-Gall n'accep-
ta lacréforme gqu'en 1724, et
encore ne fut-elle pas-suivie
par tous les protestants du
pays, gui s'obstinérent long-
temps & observer l'ancien style,
ainsi que la partie é&vangéligue
des cantons de Glaris et d'Ap-
penzell. Les Grisons demeuré-
rent réfractaires au nouveau
calendrier jusgqu'en 1811;

le nou-
corrigé par

L'Angleterre et L'Ir-
lande conservérent jusgu'au mi-
lieu du XVIIIe siécle, avec le
terme du 23 mars comme point de
départ de l'année, l'usage du

calendrier Julien.Ce ne fut gu'en

1751 gqu'un acte du Parlement dé-
cida gqu'd dater de 1752 1l'année
commencerait au ler Janvier et

gue, pour la ramener au nouveau
style, on passerait du mercredi
2 septembre au jeudi 14 septem-

bre 1752.

Ce n'est donc gu'ad da-

ter de ce moment gu'il y a con-
cordance entre la chronologie

-anglaise et la ndtre.

I.a Russie et la Gréce

sont les seuls pays de 1'Europe
qui n'ont pas adopté la réforme
et gqui se servent encore du ca-
lendrier Julien. (1}

Pour ramener une date de

l'ancien au nouveaun style, il

faut :

entre 1582 et la 28 Fé-

vrier 1700 ajouter 10 jours ;

28 février 1BOO,

entre le ter mars 1700 et le
en ajouter 11 ;
et 12 depuis le ler mars 1B00.

(2)

Bibliographie (NdLR)

Elle serait treés vaste sur un
tel sujet.

Citons simplement,

en premiére approche
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Paul Couderc le calendrier
(gue sais-je - PUF 1961).
Pour une mathématigque vivante
en seconde (publication APMEP
Ne 27) -

Dans cette brochure, l'acti-
vitéd IX - le Calendrier (P.45
a4 51) propose un travail ac-
cessibhle aux éléves de Second
Cycle (de la fin du Premier
Ccycle éventuellement) et con-
tient une petite biblliographie.

(1) Rappelons que ce texte est paru en
1894. A partir de 1920 les Russes, les
Grecs, les Bulgares et les Yougoslaves
se sont ralliés, dlabord pour les usa—
ges civile, au nowveau calendrier. Les
Eglises orthodoxes de ces pays ont par
la suite rallié la réforme (NALR).

(2) A partir du ler mars 1800, le déca-
lage est de 13 jours. Ce qui explique
que la "Révolution d'Octobre" en Russie
en 1917 se soit passée en Novembre dans
notre calendrier. Toutes les dates rus—
ses de cette époque sont 4 augmenter de
13 Jours pour établir leur équivalent
dane le calendrier grégorien (NALR).



VOUS PROPOSE POUR 1983
3 NOUVEAUX NUMEROS HORS-SERIE DU P L O T

Deux pochettes permettant de réaliser et faire réaliser avec du
carton, d'utiliser au ré&troprojecteur

Supplément n° 3 : Des TRANSFORMATEURS

~ classiques : translateur, homoth&tiseur, symétriseur, inverseur, ...

- moins classiques qui ... transportent la figure comme la grande roue,
la pompe, le glisseur,...

— non standards comme ceux quil transforment une droite en ... haricot,
un cercle en spirale,...

@ﬁ;

avec
carton
et rivets

pour les jeunes
et..., le rétreo !

Supplément n° 4 : Des PENTIMETRES :

- celui qui domne la pente d'une droite ou d'une tangente,

— un inté@graphe qui permet de construire des courbes intégrales,

- un dérivographe qui permet de construire la courbe dérivée i
partir de la courbe image d'une fonctienm.

DE PLUS ....pour compléter les suppléments ! et 2 de 1982 nous vous proposons en

Supplément n° 5 : un dossier complet de fiches cartonnées (15x21) sur les poly&dres
donnant toutes les informations techniques avec dessins ou photos pour
réaliser et colorier avec les PLOT-MATERIEL 1 et 2

- les 9 poly@dres réguliers convexes ou &toilés,

les 13 semi-réguliers convexes et leurs duaux,
- les 92 autres polyédres convexes & faces réguliéres,

.= d'autres polyédres 3 fossettes ou &toilés comme ceux qui sont composés
d'un poly&dre et de son dual.

-

Les numéros 1983 (22 3 25) du PLOT fourniront des exemples d'activités a
faire avec ces différents matériels.

Pour recevoir ces numéros hors-série, il suffit de souscrire aux suppléments
en méme temps que vous rencuvelez votre abomnement au PLOT (voir page 34)
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Des Groupes de Niveau

LES GRANDES LIGNES DE L'EXPERIENCE

Pendant 1'année scolaire 1981-1982, I - Les objectifs généraux

oing professeurs du lycée de JONZAC en
Charente-Maritime (Guy BENAOUIN, Miché-
le CHAURIAL, Gérard COURCOUL, Daniel DA-
VIAUD et Jean-Robert SERNY) ont tenté
une expérience de 'groupes de niveau"
dans le cours de mathématiques de cing
secondes. indifférencides. Ils se deman—
datent Yeomment conjuguer les secondes
de détermination avec L'autonomie des é-
tablissements, sans trahir l'esprit de
la véforme".

Voiei leur réponse, qui n'a bien silr
rien de définitif.
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permettre & chague éléve de
progresser & un rythme corres-
pondant & ses possibilités et

gses motivations ; individua-

liser l'enseignement en 1l'a-
daptant au profil réel des éléves,
lutter contre l'échec sceolaire,
faire jouer 4 la classe de secon-
de son role de détermination.

- Les objectifs plus technigues

Obtenir plus d'efficacité dans
les apprentissages,

Ne pas abandonner les éléves
en difficulté,

Ne pas gaspiller les potentia-
lités des plus habiles.

- Organigation pratigue

Cing groupes d'éléves ont été .
constitués & partir des 5
classes de seconde (leurs
numéros sont arbitraires).

Les séances de maths sont
simultanées dans les 5 grou-
pes ; ce qui exige des emplois
du temps confectionnés & cet
effet. Des &changes entre le
lycée et le collége ont permis
de rassembler les cing profes-
seurs nécessaires.

Une heure {environ) de concer-
tation hebdomadaire bénévole

‘permet de synchroniser les

travaux des groupes, de pré-
parer guelgques tests communs
et de gérer les passages d'é-
lédves d'un groupe a4 l'autre.
Dernier détail l'expérience
n'a bénéficié d'aucune mesure
particuliére favorable sur les
effectifs ou les horaires.



Seconde

GrT é 1
Gr 2 I
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4 - Description des cing groupes

- 3 groupes standards constitués
de bons éléves mais aussi d'&-
léves moyens ou médiocres, tra-
vailleurs et susceptibles de
progresser au voisinage des
meilleurs. La pédagogie y est
active et expérimentale, les
€léves sont mis en situation
pour élaborer leur propre sa-
voir.

. Groupe & soutien systématique
{I H hebdomadaire) dans le but
de rattraper les groupes stan-
dards. Des échanges péricdigques

. Groupe d'éléves ne pouvant pas
suivre dans les groupes stan-
dards (lacunes graves ou ab-
sence de motivation) et ne
désirant pas poursuivre des
études & caractére scienti-
fique. Révigion des bases,
rythme plus lent et explica-
tions plus détaillées caracté-

au Lycée de Jonzac

5 - Remarques

. Les reproches de reconstitu-
tion de filiéres ou d'élitis-
me ne tiennent pas car il n'e-
Xxiste pas de groupe homogéne
fort. _

. Pourquoil des groupes en maths
et pas dans une autre disci-
pline ? En effet, nous rappe-
lons gqu'en cas de nécessité,
nous ne verrions aucun incon-
vénient 4 laisser la place &
une autre digcipline intérescsée.

. Les classes de seconde, 3 et 5
ont totalement éclaté, ce n'est
pas le cas des 3 autres ; cet
agpect est & reconsidérer.

BILAN EN AVRIL 19827

Désirant savoir comment l'ex-
périence a été vécue par les élé-
ves, nous avons demandé & 80 Ad'en-
tre eux d'indiguer leur opinion
par écrit. La moitié des éléves
a ainsi é€té consultée, en parti-
culier ceux de seconde 3 (l'une
des 2 classes éclatées) et ceux
du groupe 3 (dont on avait prédit
gu'ils souffriraient d'un "han-
dicap moral™ et d'un "effet de
halo"). Parmi ces BO éléves :

. 58 % se déclarent favorablesg ou
trés favorables &4 cette initia-
tive pour des raisons variédes
qui montrent que les buts visés
sont globalement atteints,

. 30 % décrivent simultanément
des avantages et des inconvé-
nients,

. 12 % sont cantre.

L'expérience est donc massive-
ment approuvée, et sa reconduction
pour 1982/83 a été décidée, aprés
une intéressante discussion, par
les 24 collégues présents & la

risent la pédagogie de ce groupe. réunion du ler Avril.
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REFLEXIONS SUR DEUX OBSTACLES RENCONTRES CETTE ANNEE

1 - L'inconvénient &vogué le plus
fréguemment par les éléves est la
difficulté de s'adapter a un au-
tre groupe. Remarquons qu'un mé-
mé phénomé&ne est vécu positive-
ment ou négativement selon 1l'in-
dividu : d'autres &léves ont €&té
ravis de pouvoir connaftre un
plus grand nombre de camarades.

Pour adoucir le choc des chan-
gementsde groupes, nous pensons

4 faire éclater également tou-
tes les classes, et ceci assez
t8t dans l'année scolaire ; d'au-
tant plus gue nous avons Cons-
taté une stabilisation crois-
sante des groupes.

2 - Bnfin, 4 élé&veg hostiles &
l'expérience ont écrit

"On" ou Meertains professeurs”,
"wous font ressentir que L'on est
inférieur™. "On passe pour des 1-
diots™",

L'expérience des groupes a donc
édchoué pour ces 4 Eléves (5%).

Mé&me s'ils cherchent un motif ex-
térieur & eux-mémes pour expli-

guer leur situation, il n'y a au-
cune raison & priori de prendre

ces 4 é€léves pour des menteurs.

Nous devons nous demander si c¢er-
tains collégues, parents, ou &lé-
veg, dévaforables & l'expérience,
ou mal informés sur ces vérita-
bles buts, n'auraient pas laissé
échapper des parcles imprudentes
devant des éléves ou d'autres pa-
rents.

Le harndicap moral ne serait-il
pas l'aeuvre de ceux gui le crai-
gnaient ? Dans une expérience pé-
dagogique, les expérimentateurs
et les observateurs exercent, par
leurs comportements et commentai-

res, une influence (consciente ou
non) sur le déroulement du phéno-
méne. Tout simplement parce gu'il

s'agit d'éléves et non de poulies
d'électrons ou autre matiére ina-
nimée. :

Noug affirmons que la réussite
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de ce genre d'expérience impli- mentateurs, La remise en cause

gue l'adhésion de tous, pas seu- périodigque et la contestation,
lement des professeurs de maths. en son lieu et en son heure.

Bien entendu, cela n'entrave en Telles sont les réflexions de
rien l'observation attentive, l'éguipe des professeurs de maths
la réflexion critigue, le dialo- qui espére surmonter & l'avenir
gue permanent avec les expéri- les difficultés de cette année,

ANNEXE : ORIENTATION DES ELEVES

Les 157 &l&ves de seconde concernés par cette expérience, ont &té orientés comme sult :

: lere : 1 ére: lére : lere : lére : lére : Red. : BRP : CAP
Al : A2 : B : Gl : G2 : S .'
22 : 23 : 6 : 7 : 4 : 73 -3 18 : 2 : 1

Arpentage

James TOUILLET - Parthenay

Voici un petit probléme : &valuer -on applique la formule
1'aire d'un champ de forme irrégulidre . A = - - -
représenté dans la figure (&chelle VP(P 2) (p=b) (p—c)
1/10008). On trouve

e méthod (FAE)  1739,8
Premiére méthode (EAB) 2186,7 Total
On décompose le champ en triangles et (BEC) 2574 7440,3

(ECD) 938,8

Seconde méthode

Elle &tait proposée par un atpenteur qui
1l'avait apprise de son pére ou de son
oncle., Cet arpenteur &tait considéré
comme expert dans le monde paysan en Poi-
tou vers 1949, '

On cherche & inscrire le plus grand qua-
drilat&re possible qui soit presque un
rectangle (trait noir &pais BCDG). Ses
dimensions sont

(78, 87, 52, 99)

Les moyennes des cOtés opposés (65 et
93) ont pour produit 6045. Il ne reste
plus qu'ad é&valuer les aires des petits
triangles de base BG (78) et EG (64)

qui ont pour hauteur respective 20 et
19. Ces aires sont donc 780 et 608.

Le résultat trouvé par 1'arpenteur est

6045 + 780 + 608 = 7433

résultat assez proche de 7440, °
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- Cicéron et les

Astres

Club Astronomie - Limoges

Les Membres du Club d'Astronomie du Lycée Léonard Limosin a4 LIMOGES

ont pris connaissance

nistes- d'un extrait du

~par I'intermédiaire de leurs camarades lati-
"Songe de Scipion"

{de Républica Livre VI) ou

Cicéron expose en ces termes le systeéeme du monde

"Tout est relié par neuf cer-
cles, ou plutdét neuf sphéres,
dont l'une est celle du ciel,
la plus extérieure, celle gui
embrasse toutes les autres ;
est le Dieu lui-méme ygui cir-
conscrit et contient les autres
globes ; sur elle sont fixées
les trajectoires décrites é&ter-
nellement par les étoiles guil
tournent avec elle ; placées
sous elle, il ¥y en a sept, gui
tournent en sens contraire,
d'un mouvement ocpposé & celui du
ciel.L'un de ces globes est oc~
cupé par l'astre gue, sur la
Terre, on appelle Saturne. En-
suite vient l'éclatante lumiére
favorakble et salutaire au genre
humain, gue l'on appelle Jupiter;
Puis le feu rougeoyvant et effra-
vant pour la Terre, gue vous
nommez Mars ; Puisg, au-dessous,
la zone approximativement médiane
est le domaine du Soleil, guide
et chef et pilote des autres
astres, dme et régulateur du
monde , d'une dimension telle
gqu'il visite toute chose et
l'emplit de sa lumiédre. I1 a
pour ainsi dire comme compa-
gnons d'un cdté l'orbite de Vénus
et de l'autre celle de Mercure,
et sur le cercle le plus bas,
c'est la Lune, illuminée par les
rayons du soleil qui décrit ses
orbes. Au-dessous encore, il n'y
a plus rien gue de mortel et de
passager, 4 l'exception des &dmes,
dennées en présent par les Dieux
4 la race humaine. Car le neu-
viéme astre, gul est au milieu du

la Terre, ne se meut point

elle

monde ,
elles se trouve en bas et c'est
vers elle que tombe tout ce gui

Un peu plus loin, d propos du
son "si intense et si suave' qui
emplit l'espace, Cicéron écrit :
"C'est celui qui, formé par 1'al-
liance d'intervalles inégaux,
mais cependant séparés par des
rapports proporticnnels, est pro-
duit par l'élan et le mouvement
des sphéres elles-mémes et, as-
sociant le grave et l'aigu, donne
naissance a des accords variant
selon les degrés €gaux ; car de
si grands mouvements ne peuvent
pas &tre mis en branle dansg le
silence, et les lois physiques
veulent gque les corps extrémes
produisent, d'un cdté, un son gra-
ve, de l'autre un gon aigu. C'est
pourquéi le déplacement de la
sphére des fixes, dont la rota-
tion est la plus rapide, se pro-
duit avec un son aigu et violent’
tandis gque le son le plus grave
est celui gui accompagne le dé-
placement de la Lune, le plus bas.
La Terre, elle, neuviéme, restant
immobile, demeure touiocurs fixée
au méme endroit, et occupe le
centre de l'Univers. Or ces huit
trajectoires, parmi lesquelles
chacune entre dans deux combinai-
sons sonores produisent sept sons
& intervalles séparés, nombre gui
constitue la structure de la plu-
part des choses. Des hommes doctes
immitant cette musigque & l'aide
des cordes de la lyre et du chant,
se sont ouvert le chemin gqui les
ramenait dans ce lieu (1) ol nous
sommes, comme ont fait tous ceux,
gui, grdce & leur génie éminent,
ont pratigué, pendant leur vie hu-
maine , des activités divines."

(1) Scipion Erilien a vejoint ewn songe son grand
pére Scipion L'Africatn gui Lui montre ['Untvers,

est entrainé par son propre poids. § partir de la Voie Lactée.
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Ce passage qui'résume toute une conception de l'Univers essen-
tiellement platonicienne, a amené les éléves du Club & réfléchir sur
les rapports entre la science et la philosophie dans l'Antiguité
Gréco-Romaine.

Ils nous ont rendu compte de leur travail dans le texte suivant

Les Anciens ont associé
les accords "parfaits" des lyres,
gu'ils considéraient comme une
expression du divin, aux mouve-
ments des planétes. Ils ont ainsi
trouvé 7 sons fondamentaux, "nom-
bre gul constitue la structure
de la plupart des choses." (Le
nombre 7 a eu de tout temps une

valeur symboligque).

Ces congsidérations philo-
sophiques ont une origine con-
créte liée &4 l'observation des
instruments de musigque. En effet
les accords parfaits sont obtenus
en jouant des notes dont le rap-
port des frégquences est é€gal & un
rapport d'entiers simples (octave
2, quinte 3, tierce 3). Les fré-
guences n'etaient évidemment pas
accessibles & la mesure en ce

temps-14 ; mais nous savons main-
tenant gue la fréguence d'une note
est inversement proportionnelle
4 la longueur de la corde qui
l'émet. Ainsi les Anciens ont

pu trouver des rapports (in-
verses) simples entre les lon-
gueurs des cordes produisant

les accords. Mais la perfection
mathématigue, assocciée & la pex-
fection acoustique, a bientdt
occulté l'origine expérimentale
de c¢es notions ; et Cicéron loin
de rappeler que l'invention des
instruments de musique ait été
le fruit de la technigue, insis-
te au contraire sur leur origine
théorigque, raticnnelle, donec
divine. De méme 11 se refuse &
toute explication physigque de
1'Univers puisque celui-ci est
d'essence divine. ]

au PLOT
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Le Latin de C-F GAUSS

' Frangoise GAUDY - Limoges

Frangoise Gaudy était en 1981-1382 éldve de Terminale C au lycée Léonard Limosin
de Limoges. Elle nous fait part d'un travail véalisé en cours de latin.

C'est en 1801, & L'age de 24 ans,
que Charles-Fredénic GAUSS, cilibre as-
trhonome allemand, écrndt un thalité ma -
thematique d'une grande ordginalite.
Avant meme de connatire La valeur et La
portée scientifique de £'ouvrage, notre
curiosdlle s'éveille & son tithe : Dis-
quisitiones arithmeticae (en frangais :
Recherches arithmétiques). La curdlosité
se Tthansforme en admiration quand on a
traduit quelques pages de ce thalté -
ce d quod furent consachis quelques uns
de nos cowrs de fatins de Terminale. En
effet, dans un Latin parfaitement mailtri-
42, GAUSS expose avec clarti Les divers
systemes de congruence. 1L faut bien fre-
connaitne qu'il est swyprenant de voir
un mathématicien du XIXe sidcle exposen
ses idées de manignre Logique, comprihen-
sdible et tout & falt convaincante dans
une Langue ancienne.

Pan cons@quent, cet cuvrage phé-
sente un double inténet : celud suscill
par La portée mathématique et Le plai-
sin de découvnin un Latin méconnu, Le
Latin scientifique. GAUSS, sans doute
2'un des derndens savants @ écrire en
Ratin, n'est pas sans rappeler L£'Anti-
quits, Le XVIZ et Le XVIIZ sdilcke, Epo-
ques oil Les sclentifiques Etalent avant

. tout hommes de Lettres. 1 wuviive & sus-

aiten en nous Le heghet de ces Temps-L4a.

NOTE DE MME CREPIN.,
LATIN DE LA CLASSE.
TICIENNE.

PROFESSEUR DE
ET NON MATHE-

12 aq 818 Aintéressant de faire remat-
quer aux 8Leves combien un fexte sl Luml-
neux dans La pensée et si adrodiiement ex-
primé dans Le Latin Le plus clair, donne
au thaducteur modenne, a tout moment, des
"sorupules” (au sens Latin : petite pesie
de £a conscience). Des mots, des adverbes,
des fommules d'enchainement, offrant en
francais plusdeurns possibilitis d'appro-
che semblabfes, ou faussement sembfables,
ont en Latin un force d'expression unique
dans La siinet? du concept, dans £'image
choisie qui doit £'imposer, voire dans
2" humoun discnet qui 5'y glisse @ £'ocea-
sdon, ut vitium in calculum.

Bonne démonstration du falt que La
Langue ancienne (mais qud peut La prati-
quen & ce degne 7) eut 2t€ la lLangue An-
ternationale idéale pourn La communication
instantanie et totale des plus grands cer-
VeAUX. «

Le titre de 1'ouvrage de Gauss. En page de droite, la traduction d'un extrait de ce
livre véaliséd par les éléves du cours de latin.
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RECHERCHES ARITHMETIQUES

SECTION UN

DE

LA CONGRUENCE DES NOMBRES EN GENERAL

Nombres congrus, modules, résidus et non résidus

S5i le nombre a mesure la différence des nombres b, c, b et s sont dits con—
grus selon a, dans le cas contraire, Zncongrus: nous appelons module le nombre a.
Les deux nombres b, ¢ sont nommés résidus 1'un de 1l'autre dans le premier cas, wuon
résidys dans le second cas.

Ces notions sont valables pour tous les nombres entiers tant positifs que
négatifs , mais on ne doit pas les &tendre aux nombres fractionnaires. E.g. -9 et
16 sont congrus selon le module 5; -7 est résidu de 15 selon le module 11, mais
non résidu selon le module 3. Du reste, puisque chaque nombre mesure zéro, tout
nombre doit €tre regardé comme congru 3 lui-méme selon n'importe quel module.

12

C'est sur les théorémes donnés dans ce chapitre que s'appuient bien des thé-
orémes que 1'on enseigne couramment dans les arithmétiques, e.g. les régles pour
chercher la divisibilité& d'un nombre donné, par 9, 11 ou d'autres nombres. Selon
le module 9, toutes les puissances du nombre 10 sont congrues & 1'unité; c'est
pourquoi si le nombre proposé a la forme a + 10b + 100c + etc, selon le module 9,
il donpnera le méme résidu minimum que a + b + ¢ + etc. D'oli il est évident que si
les figures du nombre exprimé décimalement sont additionnées sans s'occuper de la
place qu'elles occupent, cette somme et le nombre proposé présentent les mémes
résidus minima, c'est ainsi que le nombre peut se diviser par 9 si la somme est
divisible par 9, et contrairement. Méme observation encore pour le diviseur 3.

Puisque selon le module 11, 100 = 1, on aura géndralement 102K = 1, 102k+1 = j0
10 & -1, .

Tere .

le nombre de forme a + 10b + 100c + etc selon le module !l donmera le mBme
résidu minimum que a ~ b + c-etc; d'oli la régle connue dérive sur le champ. De ce
méme principe, toutes les régles semblables se déduisent aisément.

Et c'est encore de ce qui précéde qu'on va chercher la raison des régles
qu'on reccmmande ordinairement pour la vérification des opérations arithmétiques.
A savoir si, 3 partir de nombres donnés, on a i en déduire d'autres par addition,
soustraction, multiplication ou &lévation & des puissances : & la place de: nom—
bres donnés, on substitue leurs ré&sidus minima, selon un module quelconque (ordi-
nairement 9 ou 11, parce que dans notre systéme décimal, on peut facilement trou-
ver les résidus, selon ces modules, comme nous l'avons montré 4 1'instant). Les
nombres qui doivent en résulter doivent tre congrus & ceux qui ont &té déduits
des nombres propos&s : si cela ne se produit pas, on conclut qu'une erreur s'est
faufilée & travers le calcul.

Mais comme ces remarques et d'autres semblables sont abondamment connues,
1l serait superflu de s'y attarder plus longtemps.
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" REGIONALE DE LIMOGES CCP : LIMOGES 177 66 R

Secidtaniatl

IREM, 123, nuc Albert Thomas 87060 LIMOGES Cedex (55).79.24.12

Président d'honneur : Mn ROGERIE 27, qwe L. Codet &7200 St JUNTEN (55).02.15.69

Prdsident

: Mn NICOLAS 29, aue A. Tixien 87100 LIMOGES (55).77.07.76

Vioe-Prisidents :

-Cornéze
-Cheuse

-Hite Vienne :

Seenétaine

: Mr BOUTEILLER 7 bis, av.du Pdt Roosevelt 19100 BRIVE (55j.74.20.ﬂ
: Mr BOURCY  Ecole Primaine 23130 CHENERAILLES

Mr LABROUSSE 9, hue du Petit Tour 87100 LIMOGES (55).33.49.70

: Mn LABROUSSE.

Secndtainesadfoint : My LERY 14, rue C, Flammarion 19100 BRIVE (55).87.33.36

Trhisondien
Brochunres

: Ma DUVEAU 4, nue Euglne Leroy 87500 S YRIEIX (55) .75,07,32
: Mme ROUGIER 37, av. de fa Vienne 87170 ISLE {55].50.25.00
Mr CATHALTFAUD 20, atlde de Villagony 97100 LIMOGES (55).30.58.56

Enseignement Primaine : Mme ROUGTIER, Mr CATHALIFAUD

Liaison M-

62 : Mn CREPIN 94, av. de Locarno 87100 LIMOGES (55). 33.46.68

Premien Cycle .: Mr LACOTTE 4, av. Reni Coty 87100 LTIMOGES (55).01.31.67
Second Cycfe : Mme PESTEL Collige Guy de Maupassant 97100 LIMOGES

Mr FELDMAN 16, <mpasse J. Roux 87100 LIMOGES (55].37.47.09

Post Baccalauréat : Mi MORIN 18, domaine de fa Gande 87100 LIMOGES

Formation des maltres : Mx FREDON 40, nue Regnard §7100 LIMOGES (55).79.34.02
Liaisons interdisciplinaines : Mrx ROUGIER 35, av. de £a Vienne §7170 ISLE (55).50.25.00
C.A. de £'TIREM : Mr ROUGTER '

P.L.O.T. : Ma CREPIN

REGIONALE D’ORLEANS - TOURS CCP : LA SOURCE 1440 09 X
Sikge Social : IREM - Univernsifs - 45046 ORLEANS CEDEX
Priésident Genand CHAUVAT 3, nue J. Massenet - 37200 TOURS (47) 25.15.18

Vice-Pagsidents :

Thisorien

Secniétaines

Autres membres

Andné GAGNEUX 14, hue de La Tourn de Baw - 18400 SAINT FLORENT (48) 55,22.36

Jacques PINAUD 4, hue de La Tuilerie, Chambliai-Garnay - 28500 VERNOUILLET
{37] 46.82.82

: Andnd DUTHILLEUL 13, Aue du Domaine - 37300 JOUE LES TOURS {47)27.75.%M4
: Yues BOUTEILLER 150' nue de Chantepdie - 37300 JOUE LES TOURS (47) 53.45.74

Patrich MARTHE 15, hue BertholLlet - 45100 ORLEANS (38) 63.12.83

Pascal MONSELLIER Les Tourelles, Marcilly en Villette - 45240 LA FERTE ST AUBIN
{38) 65.11.7%

Jean-Claude SACHET 2, route du Vallon, St Gemme Motonval - 28500 VERNQUILLET
(37) 43.72.15

du Comi{tZ Régional :
Michef DARCHE 1, nue Albent Lavifle - 45000 ORLEANS (38} 62.27.85

© Pienne NURY "Ville Greuil" Saint Roch - 37390 LA MEMBROLIE (47} 41.07.%8

JoéiRe PROVOST 12bis, hue des Coupances - 18230 SAINT DOULCHARD (48) 70.74.97

Taches du Com{te Régional : © Ensefgnement zn L.E.P. : Jean-Cfaude SACHET
Tnjoamatique : Patuick BARTIE Enseignement du premien eyefe @ Pieane NURY
Duevation « Juétle PROVOST ) Ensedgnement du second cycle @ Jacques PINAUD
Indommativn : Pascal MONSELLTER Exposition - Maténied pﬁdagng&qu&. : Michef DARCHE
BufPetin vapide : Aminé GAGNEUX Fosmation Continug : Yues BOUTEILLER, Andad DUTHILLEUL
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REGIONALE DE POITIERS : CCP : BUORDEAUX 3852 19 D

Sikge Sockal : CROP 46, mue Sainte Cathendne §6034 Poitierns

Padsddent : 'J. FORT {Universitg) .

Secagtaine ¢ M. PUYGRENTER La Fofde £6500 MONTMORILLON {49).91.15.3¢6
Tn@sonitre : J. CARTRON 1, .impasse des Fauvettes 79060 NIORT (49).24.41.29

Secnétaines des Dipartementales :
16 : M. MESNARD Résidence des Tillewls, rue Pammentien 16000 ANGOULEME (45).92.95. 69
17 : M. FOURNIER 10, avenue de Tenrefont 17100 SAINTES {46).93.28.74
79 : J-P GUICHARD Le Chenim Vernt. Boisvert. Le Tallud 79200 PARTHENAY
86 : M-H CHAUSSEAU 14, aue Maunice Bedel 86100 CHATELLERAULT (49).271.84.51
Commissdions : ; ‘ . :
E¢3mentairne : J. BELLICAUD 28, £a Dinidhe 85180 BUXEROLLES (49).67.00.44
- Jer Cycle  : D. PORTE 10, rue des Grands Chénes 86280 St BENOIT (49).88.43.87

Zeme Cycle : D, PORTE 10, nue des Grands Chénes 86250 S£ BENOIT {49).88.43.87
Technique - ¢ M. FOURNIER - :

Informatique : G. DESENFANT St Gelars 79410 ECHIRE (49).75.07.38

Jeux : J .FROMENTIN 17, nue de £a Roussille 79000 NIORT (49).28.39.77

Sujets d'examen : 6. BORION 12, fuwe E. Grimaux §6000 POITIERS {49}.01.77.84
Publications rigionates : J. FROMENTIN et

-J. BOROWCZYK 1, nue de Provence E&6000 POITIERS (49).47.71.27

Supirienn et Fomation Continue : ;
C. BLOCH 138, nue de £a MZrigote §6000 POITIERS (49).41.40.74

Representant de £L"APM au Conseil de gestion de L'IREM : G. BORION (supplant : BONNEVAL}
Candidat de £a Régionale pour Le Comitd National : J. COURTOIS

1 98—3 ABONNEMFTNT AU p 1 o t .

L'abonnement est valable pour 4 numdrios sur un an

Tarifs poun 1903 @ Tanif nohmal : France ef Ctrangen vode de surface ... 40 F
‘ Tarnd§ réduit pour Les membres de L'APMEP en France ... 30 F
Abonnement aux suppliments du PLOT n®% 3 et 4 ....ooo..... s 30F
Abonnement au Aupplément dit PLOT B” 5 Lt rriiiii e vannnrernnnssensns 20 F

La gestion des abonnds du PLOT est décentralisle, car efle esi assurbe parn des bEndvoles.
Mercd de £ire ATTENTIVEMENT Les instruciions qui sulvent.

Pour néglesn £'abonnement : ATTENTION | Le 2ibellé du chique et £'adresse d'envod dépen-
dent de voire Académie de nésidence {voir au verso S.V.P.)
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mag’ ABONNEMENT AU pl o t |

, S4_yous nésddez dans £'Acadimie de POITIERS (dépaitements 16 - 17 - 79 - §8)

chique d L'ondne de : Régionale APMEP de Poitiens. CCP Bohdeaux 3852 59 7

d envoyer & : APMEP. CRDP. 6, nue Ste Catherine 86034 Poditiers.
, S4 vous xésidez dans E'Acaddmie de LIMOGES (départements 19 - 23 - §7)

chique & £'ondre de : Régionale APMEP de Limoges. CCP Limpges 117 66 R

i envoyen & : APMEP. Taem. 123 nue Albent Thomas. 87060 Limoges Cedex

DANS TOUS LES AUTRES CAS,
‘i chique a £'ondre de : Réglonale APMEP d'Onléans-Touns. CCP : La_Sgurce 1440 09 X

a envoyen & : APMEP. Them. Universdité. 45046 Onlians Cedex.

ler CAS : Vous réglez pan chique postal : Envoyez Les trois volels directement a voire

centrne de Chques Postaux en recopiant, dans la partie correspondance, Les ren-..
sedignements de La §iche ci-dessous ly compris Le détail de £'abonnement}.

28 CAS : Vous rlglez_par chique bancathe : Utilisez fa fdche détachable ci-dessous;

envoyez La fiche ET Le chque au centre de gesiion de votre abonnement dont vous
dépendez (voir ci-dessus].

38 CAS : Abonnements groupls : Si un collfigue. peut regrouper Les abonnements dans un

stablissement scolaine, noine tdche &'en trouvern simplifile. Dans ce cds, eavo-

PLOT - Abonnement 1983 ~ Fiche d'abomnement ¢

(voir ci-dessus 1'adresse d'envei, ainsi NOM, Pré&nom & coveesnsssvnanenns Ceresaasensensanns
que le libellé du chéque) :

' Adresss compléte @ ........ reeanenn cesrasavesasans

Code postal et ville @ c..vvivinnineneness cienann

Je m'sbonne & 4 numéros du PLOT : tarif normal ....... 40 F} S

Pour les anciens tarif rBduit sevssss 30 F

abonnés dépendant  Je m'abonmne aux suppléments n°% 3 et 4 ( 2 numéros 30 F * )

tre de ges— . . ——
iﬁozeZ’Orléang Je m'abonne au supplément n® S..eu....no{ | numéro 20 F * ) | I
3

notez tet le nu- Je commande n® du PLOT-MATERIEL n° 1 {( nx 20 k ** ) i ]
méro d'abonné qui 0 . o o ¢ ary 3 —
. + PLOT- iRIEL n° 2 ! 0 F **
Pigure sur votre Je commande n° du PLOT-MATERIEL n (nx?2 )] i l
' A 3 - 1 -
enveloppe d'envot. Frais d'envoi pour 1 et 2 i ]

Meret.

TOTAL du chdque ci~joint :

x Souls Les abonnés au PLOT peuvent 4'abonnen aux suppléments du PLOT

#% Poun Les PLOT-MATERTEL ajouter Les frais d'envodl : 10 F pour 1 & £ pochettes
20 F pour 3 & 6 pocheties
30 F pour ? & 10 pochettes

o B
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