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“Tiré du régne du pur hasard,
il entre dans celui de la nécessité,
des certitudes les plus implacables”

Jacques Monod, Le hasard et la nécessité.
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ALEA JACTA EST!!!

11 est remarquable qu'ung scierce
dont 1"origine est 1"étude de jeux de hasard
soit devenue le plus important objet
de 1a connaissance humaine.
Pierve Siman ~ Marquis de Laplace - 174971827

Hasard et realite

Depuis toujours les hommes ont £té fascinés par le hasard,
hasard des événements comme hasard des jeux.
Et puis, homme, dans 3a volonté et son besoin de mettre tout en ordre,
a cherche a faire ¢béir le hasard aux lois des mathématigues.
Et i1 yestarrivé 11

Les événements aléatoires, dans leur solitude, sont totalement imprévisibies,
miais, un grand nombre de coups aléatoires peuvent se mettre en régle .
la distribution crée Taloi .

Trois approches sont possibles .
- 1a réalité d'abord. Répeter, répéter 'experience et avoir une approche statistique du phenoméne par izs
fréguences et Tes pourcentages,
- le modéle théorique probabilizie ensuite. Tout est parfaitement mis en chiffres, les dés, les pigces, les
roulettes sont parfaitement dquilibrées, 12 lanceur aussi, .. " oot baigne™
- et puiz, il ya V'approche “intermédiaire” ou 1'on 2imule Ta réalité.

Cette approche, arfce aux calculatrices, aux ordinateurs, ou tout simplement 3 des matériels sussi
simples que des dés, des roulettes, ete . permet une approche pédagogique moing coliteuse et moins brutale

Devant Vevolution des résultats des expériences simulées, la convergence des frégquences des
evénemants, les éléves, de conjecture en conjecture, de validation en validation, mettent en place le
modéle probabiliste sous- jacent grice aux situations proposées par 'enseignant.

Le PLOT voulant 8tre avant tout un outil pour la classe,
c'est cette approche qui est privitégiée dans ce dossier sur V'sigatoire.
in notera que 1es programmes officiels ne faverisent quére, jusqu'a présent,
1a mise en place de démarches __ aléstoires en classe.
L'enseignement des probabilités reste, de ce point de vue, encore beaucoup trop formel et les £tudes
didactiques actuellement menées montreat clairement que les resultats ne sont pas probants |

Alors, allons-y ! Le sort en est jeté 1

Bonne lecture et n'cubliez pas que ce numero ... A
... &3t e dernier de votre asbennement 1336,
En dehors des auteurs nités, ce numéro a &t congu par
Gérard Chauvat, Michel Clinard, Michel Darche et Jacques Lubczanski
- L'équipe PLOT remercie tous ceux qui 1ui ent apporié leur aide,
que ce soit pour des points au hasard dans un carré |, des dessins ou des idées .

N'oubliez pas le complément indispensable 4 ce dossier qui se trouve dans le MATERIEL- PLOT

Yous pouvez vous 1e procurer en utilisant 1e nouveau bon de commande de 1a page 1.




VOUS AVEZ DIT HASARD ?

Les plus importantes questions de Ia vie
ne sont, fa plupart du temps,
gue des affaires de probabilités.
Marquis de Laplace.

Quest-ce que le hasard ?

Endehors de son eriging "beur™, e mot “az-zahr“ désignait les jeux de dés de Vislam du Xiléme siécle.

On notera aussi sa résonnance maléfigue dans les langues ibériques : "azar” signifie en effet,
malchance, mauvais-oeil en eapagnol et en portugais,

Comment jouez-vous mentalement avec Te hasard 7 MEme avec tout ce que vous avez appris 77
¥oyez vous-méme : Ceci est test avant de commencer |

- yne piéce tombe dix fois de suite sur pile. Que choisiszez-vous 1a foiz suivante, pile ou face 7

- les "chiffres- nombres” suivants sont-i1s tapds gu hasard T14195265358979332384626338329
- une machine électronigue peut-elle générer des nombres au hasard 7 Et Vhomme 7

- acceptertgz-vous de jouer 1- 2 - 3 - 4 - 5 - 6aulQT0 ¥

Les réponses a ces questions montrent conbien le hasard eat difficilement maitrisabia, méme quand
on “sait”. Pour les questions 1 et 4, 1a série a pourtant autant de chance d'apparaitre qu'une autre et
rien ne peut préjuger du résultat qui suit. Pour ce qui est du LDTO, vous avez de plus la certitude en
jouant ce numére, de gagner un gros lot... i vous gagnez i

Pour les questions 2 et 3, selon Kolmogorov, mathématicien soviétique qui a 2tabli la théorie des
probabilités utilisée de nos jours, 1a série est aléatoire si la régle qui permet de la construire est aussi
longue que la série #lle-méme. Ce n'est pas | vous V'avez peut-&ire remarqué, le cas de la série donnée
en 2 qui est celle des premiéres décimales de 4.

Bien que les jeux soient & Ta base du calcul des probabilités, vous ne trouverez ici que peudarticles
sur ce sujet. Deux raisons simples & cela _
- V'imporiance du sujet, jeuwx, hasard et stratégies, en fers un numéro spécial 3 venir {88 , B9)

- et, surtout, trop d'exemples et d'exercices, basés sur un modéle probsbiliste thésrique se trouvent
dans les manueis. '

Du méme coup, vous ne verrez que trés peu de "Cehenpet” dans les pages qui suivent. Mais vous
verrez de fréguentes utilisations de 1a touche Random et, surtout, de aesnbreuses simulations gr'ace &
un matériel varié dont nous vous proposons ici les modes d'emploi et que vous podrrez vous procurer

avec le PLOT - Matériel Aléatoire .

Les dossiers et matériels du PLOT

1987, nouvelle année, nouveaux tarifs

¥ous avez slrement remarqué que la formule d'schat de ces matériels- PLOT a changg.
Trois raisons d cela -
- la demande a épuizé nos stecks. 11 nous faut faire de nouvesux tirages & de nouveaux coiits.
- les tarifs postanx sont importants pour le matériel, chaque pochette pesant 300 grammes. |
- la T¥4A, enfin, augmente le tout et nous oblige & différencier 1es abonnés des sutres.
Malgré tout, pour les grosses commandes, grace 4 1a réduction de 20%, 185 tarifs sont inférieurs
a ceux proposes jusqu's présent. dlors caloulez et trouvez 1a meilletre solution .




LES ALEAS DE L'INTUITION

les probabhililés sont 7une des branches malhémetigues Jes
plus utilisées par le greénd public™ syvec 7o percéption des Formes.
EHe fournit des modéles gui perimelleat § chacun de se représenier
lo réslité de Ie décrire el de reire des prédiclions sur des
Eévénements & venir

Frcore Feul-il gue ces mpdéles gui sopl! Je plus souvend
implicites soient validés par Fexpérience el Je reisonnement. [es
sitvations pléptoires samnl celies gui mellent je pius Facilement
Fintuition en défaul. Néme un raiseanemeni bien capsiruil peut
gire trompeur. Tous ceux gui enseigpent ou 0Bt FECY Uil COUrS Sur ie
sujet en ant 78it Hexpérience.

Des apslyses didecligues commencent & Elre reiles &
Féiémenitoire el pous donpent fes premiers repéres dons Ie
ronctionnement cognilit fel intuilif) des éléves. Fn voici guelgues
Blémanis gui meltent en avani des situvslions ov Fintuition peut

Zire mise en conlitil ayvec fg réglila

D'ABORD. TESTEZ-VOUS !

Avec des situationz & information totale.

Une bouteille transparente contient
quatre billes, trois blanches et une
noire. ¥ous tirez deux billes ay hasard.
dvezerous plus de chance de tiretr deux
billes de méme couleur ou deux billes
de couleurs différentes? -

Jouez 12 jeu, répondez sans réfléchir!

Une deuxiéme bouteille transparente

contient deux billes blanches et deux

rouges . Yous tirez, au hasard, deux

bitles de V'une des deux bouteilies.

(uetle bouteille choisir pour aveir le

plus de chance d'avoir deux billes de

couleurs difféerentes?

Que dit votre intuition 7 «—

ece

-

Ce

. 1 . )
Deux bouteilles transparentes encare. L'une contient

trois billes blanches et une noire mais 1autre ne
contient que deux billes, une blanche et une noire,
Avez-vous plus de chance de tirer une bille noire
en deux essais dans la bouteille 4 quatre billes ou
en un essai dens 1a bouteille a deux billes 7

Que se passe-t-il i 'on met mille fois plus de
billes de chaque couleur dans les bouteitles?

Avec des situations & information
incompléte.
Un sac contient cing billes blanches et
trois noires. Tirez au hasard une bille
Avez=vous plus de chance d'aveir une
kille blanche ou une noire 7

Facile ? Continuons |,

Deux sacs contiennent 1'un quatre billes blanches

et six noires, Pautre deux blanches et
trois noives. Choisissez 1'un des sacs et tirez une
bille au hasard. fuel sac choisir pour avoir le plus
de chance de tirer une bille rouge 7 pour avoir
une bille blanche ?

A

Mémes questions mais cette fois oi avec deux sacs
contensnt, 1'un trois blanches et neuf noires,
1'autre deux blanches et six noires .

Bon me direz-vous, V'affaire est dans le
sac! Pas étonnant que 1'on ne s'en sorte pas.
Passons alors 4 un autre matériel de simulation:

les roulettes !




Rien ne va plus, faites vos jeux !

N

0

N

Deux roulettes colorées comme sur la figure.
Choisissez 1a roulette que vous vouiez et faites<la
tourner. Quelle roulette choisiriezevous pour que,
aprés l'aveir fait teurner, elle s'arréte sur la
couieur noire .

& &

Mérne question avec ces deux roulettes.

De ces deux roulettes,.iaquelle choisiriez-vous
pour qu'elle s'arrete sur la couleur blanche 7

Situations & information cachée

Deux sacs contiennent chacun cing billes d'au
plus deux couleurs, blanche et noire. Faire un

certain nombre d'essais avant de réepondre 4 la
question.

Pouvez-vous déterminer e contznu de ces sacs 7

ET MAINTENANT, TESTEZ-LES !

Ces questions sont extraites de comptle-rendus
d'expériences réalisées avec le “grand public” avec

les expositions  “"Horizons  Mathématiques”
{question 1), avec des éléves de G-10 ans
(question 4) et des &léves de 15 ans {questions 2
et 3). Pouvez-vous imaginer les arguments
utilisés par  les é&léves pour justifier leurs
réponses bonnes ou fausses 7

A wvotre avis, le matériel utilisé,
bouteilles, sacs, roulettes, a-t-i1 une influence
sur la qualité des réponses des éléves 7

Ah! mais au fait, encore une question :
pour chacune de ces situations, si vous répondiez
au hasard plutdt qua “Vintuition™, auriez-vous
plus de chance de répondre cor rectement ?

Ne répondez pas au hasard |

Petite bibliographie -

Pour en saveir plus, reportezsvous & votre collec-
tion de PLOT ! le n°3 de 1976 pour un article de
Jogl Briand sur “découverte des lois du hassrd &
Vecole élémentaire” oy aux articles de Sylvette
Maury et Marie-Paule Lecoutre dans “Recherches
en didactigue des mathématiques.”

- T'un sur 1’analyse des arguments utilisés par des
gléves de seconde {¥ol 5, n®2,p. 187-214, 1984)
sujet sur lequel T'auteur vient de présenter une
thése de didactique 4 Grenoble,

- Tautre sur lez effets d'informations de nature
combinatoire et de nature fréquentielle sur les
jugements probabilistes (Yol 6.n°2-3,p. 193-
213, 1985).Dans cet article, V'auteur reprend
T'étude des bouteilles avec cetie fois trois jetons,
un rouge &t deux blancs. A-t-an plus, moins ou
autant de chances de tiver:

- un jeton rouge ou un jeton blanc?

- deux jetons blancs ou un rouge-un blanc ?

Et, bien siir, 1es réponses sont Atannantes !t



Vaici upe jeclure résumée
ge 1e publicalion n*l 1l de F'irem de
Hoardeaux reigtive 8 Tenpseigne-

menl des probehilites § 'écolev

eélémenlsire gui pepl élre élendy
ay cycle dobservalion des
calléges.

Développement de 1'idée de hasard
chez V'enfant.

Avant 7-8 ans, l'enfant ne distingue pas
le possikle et le nécessaire. Rien pour Wi n'est
préavisible d coup slir, c'est-d-dire déductible selon un
lien de nécessitd. Rien , ron plus, n'est imprévisible a
coup sir, ¢'est-d-dire fortuit. 1 n'y a donc mi hasard
ni probabilité faute d'un systéme de référence pour
les opérations déductives,

De 7 & 11 ans, avec V'apparition des
opér ations logico-arithmétiques débute 1
développement de Vidée de hasard. En effet, la
construction des opérations permet & YTenfant de
concevoir le hasard comme Tantithése du déductibia. NN
peut ainsi  différencier le simple possible du
nécessaire.

A partir de 12 ans, la pensée formelle
naissante conduit T'enfant d opérer 1z synthése entre le
hasard et les opérations. Celles~ci permettent de
strusturer divers évEnements fortuits et dispersés en
un systéme de probabilités. La pensée formelle conduit
également & la découverte des propertions qui
permetient de concevoir la lagitimité des mwodéles
probabilistes (loi des grands nombres par exernple).

line activité pour 1a classe.

Ce qui précéde permet d'envisager des
situations de classe qui donneront aux enfants du cours
moyen ou du cycle d'observation (B8-12 ans) 'occasion
de construire et d'utiliser des modéles probabilistes,
explicités ou non.

Yoici un exemple, et si vous pensez quil y a
de fortes chances pour qu'i} s'agisse de boules 4 tirer
dans une urne, vous avez perdu ! Il £'agit de pions dans
un sac H

Dispositif :

Les enfants, disposés en groupe, regoivent
des szacs contenant des pions blanes et des pions noirs.
ft est interdit d'ouvrir les sacs. On peut imaginer les
répartitiens suivantes pour sept groupes:

- modéle " un noir sur ¢ing” : 1 et4,2et 8, 32t 12
- modéle “deuxnoirsurcing™ 2 et 3, 4 et 6
- modéle ™ un noir sur deux”:3et3,S5etS

L'ENFANT ET LE HASARD

e A
Taches des éléves :
Dans chaque groupe, les enfants tirent un
pion au hasard sans regarder dans le sac, notent s3

couleur, remettent le pion dans le sse. s
recommencent 1'expérience autant de fois qu'ils le
jugent nécessaire pour deviner la proportion de pions
de chaque couleur.

Pour cela, ils doivent réalizer la méme
répartition dans un nouveau sac qui doit contenir, par
exemple, trente pions. Ou encare, ils dodvent identifier
les aufres groupes qui ont le “méme type” de sac.

Les résultats peuvent étre consignés dans un
tableau. Une caloulette permet de se détacher des

calculs perturbateurs et de ne s'intdresser qu'd
V'arganisation des informations

Tirages n* _ 1 2 z ... 28 ...
tirage d'un pion noiry 1 0 1 ... L I
total des noirs 1 1 2 ... 20 ...

rapport (fraction)

rapport(décimal t 05 066.... 0,71

Objectifs - 1l s'agit ici de construire pas & pas une
série statistique, d'emettre des hypothéses sur le
modéle probabiliste sous-jacent et d'utilizser oces
hypothéses pour construire un autre sac sur le méme
modéle ou de reconnaitre, par une communication entre
groupes, ceux dont le sac correspond au méme modéle .

Intérét de 1 activite :

L'impossibilité de vérifier les hypothéses,
en ouvrant le sac, conduit les enfants 4 une situation
conflictuelle : d'étape en étape, les enfants formulent
un pari quant au prochain tirage, sans pouvoir
justifier explicitemnent leur raisonnement. fls en
déduisent un mode de prévision explicite et
détermviniste que V'expérience risque fort de ne pas

vérifier. lls sont conduild rejeter le pari et le modéle.

implicite qui 1'a fourni. lis sont obligés de recourir 4

de nouvelles expériences qui renforcent leur convyiction-

intime que le pari &tait correct.

La rupture de ce cercle vicieux apparait,
pour Guy Brousseau, comme la clef de la génése d'un
modéle probabiliste : on passe d'un pari, et de la
nécessité de vérifier le résultat, & une prédiction, le
niveay de conviction est suffisant pour pouvoir se
passer des vérifications.




D'une manidre plus secondaire, il peut dtre
intéressant d'observer ot de corriger les conceptions
mathématiques (rapport, caleu]l deeimal, .., la
formulation  des  constatations  (vecabulaire,..),
Torganisation des  informations (prise de notes,
confection du tableau,..), les mécanismes d'achange ot
de mise en commun des résultats.

Un autre point d'intérat est le repérage, par
les éléves, de Vavolution des stratégies de prévision
cornme 1'a rapporté J. Begqud dans “Probabilités et
statistiques & 1'école &lémentaire” compte-rendu de
recherche INRP n® 73-02~9-0, Ecole Normale de Foix.

incidence du matériel .
Pour les colléques qui n'zcceptent pas le rile
des pions et préférent avoir. les boules, i1 faut noter

une incidence poszible dans Vactivité : les zacs de
pions permettent de déeterminer au taucher 1 nombre

total de pions ot 1a raalisation d'un sac semblable peut
#tre atteinte par une relation de proportionnalité assez
facile 4 percevoir. Far contre, l'urne contenant les
boules peut empecher le complage et limite les effets
parasites du nombre total de boules pour la comparai-
son aves les autres groupes. Mais le medéle proba—
biliste est-il alors percu dans toute sa génaralité 7

Enseigner les probabilites,
pourquoi ?

Yoiol o qui peut &tre anvizageable entre 3 et 12 ans
4’aprés Guy Brousseau:

Pratique d'expériences ot e hasard
joue un rile.

Propozer aux enfants des situations dans
lesquelles un modéle déterministe ne convient pas; les
mettre on mesure d'effectusr des paris convenables,
voire des prédictions révélatrices  d'un  modéle
probabiliste implicite.

Introduction d'un vocabulaire utile et précis.

Permettre aux enfanis de formuler les
constatations effectuées, d' identifier et de desu;ner les
év&nements et leur mesure.

. Deux langages différents peuvent étre
nécessaires © mesures d priori, ce sont Tes modéles
probabilistes, mesures 4 posteriori, o= sont les
modéles statiztiques.

Construction 4"un modéle explicite.

Favorizer 1a découverte de relations entre
des faits jugés pertinents, ubilizer des opérations
mathématiques pour obtenir des prévisions (rapport,
combinateoire,...), sans vouloir forcement justifier tout
cela par une théorie mais en se contentant de vérifier
expérimentalement les prévisions.

Intraduction a 1"atude sgstemattque de
1a théorie.

Ce type d'activitds perret aue enfants de
se munir d'un certain nombre d'expériences, de notions
et de théories leur permettant de déorire et résoudre
systématiquement certaines catégories de problémes
(notion d'évinement , de mesure,...]

8

C'EST POUR UN...
SONDAGE !

guestion n®1 :

Avez-vous lu I'article précedent ?

oui [] non{ |

guestion n°2 :

{ "avez—vous trouvé interessant 7

oui [ | non [

Yoici les résyltats de notre sondage effectué auprés de
{00 personnes déseuvraes mais honnétes.

45 ont déclaré avoir lu tout V'article , 30 1'avoir trouve
intéressant et ...18 Vavoir T en entier et Vavoir
trouvé intéreszant ! u'est-ce a dire ?

Considérons V'une de ces 100 personnes,
choisie bien sl au hazard. ETle nous déclare avoir Tu
tout Varticle. Quelle est 1a probabilité qu'elle
I"ait alors treuve intéressant 7
Raisomnons : d'aprés Venguéte realisée, on peut
dresser le tableau suivant

article W | article non Wi total
intéressant 18 12 30
non intérescant| 27 43 70
Total 45 B 1400

Dn peut alors athribuer & chague évirement
une probabilitd gale 4 sa fréquence d’apparition danz
Venquéte Par exemgle

Probaldavoir W Varticle) = 45/100=0 45
Probal de T'avoir trouvé intéressant)=Z0/100=0,30
Praoballavoir W ef trouve ntaressant)=124 DG=IJ_.1=3

La fréquence de Vévenernent * Vavoir touvé
imtéressant aprés P'avoeir lu" s'obtient en dénombrant
les personnes ayant trouvé Varticle intéressant par
rapport au nombre de personnes ayant W Tarticte, On
en déduit que: Probalde Vavoir trouvé intéressant
aprés 'aveir Tu)= 18/45=0 40
Remarquez que ce résuyltat s'shiient en calculant le
guotient de la dernkre a Tz premiére probabilites
précadentes, ce qui correspond bien 4 la définition
d'une probabilité cenditionnelle.

Reconsidérons 1'une de ces cent personnes.
Efle nous déclare avoir trouvé Varticle intaressant!
Soit | Mais quelle est Ta probabilit? pour que cette
personne m'ait pas Tu T"artiels ?
Raisonnons : il s'agit de calculer, en se reporiant au
tableay de résultats 1a probabilité que 1"article n'ait pas
até s sachant quil a ét2 trouvé intéressant ! On
trouve 1230 20it 0,401 7 1
Euh,... réfléchissons encore un petit peu :si
cette permnnn déc]are avoir tr‘ouvé 1"article

la pt’obahﬂﬂe qu'elle n'ait pas lu Varticle, sachant
qu'elle 1'a trouvé intéressant est forcément égale d ...
0 i bizarre, bizarre, . i1y 3 gvdadbanmentune erveur
quelgque part ! Haxs au fait, trouvez-vous cela _.
intéreszant , les prolublhtes conditionneTles 2[J§



——LES JEUX DE 'AMOUR .

ET DU HASARD=—=

! aléatoire joue un grapnd rile dens Jla vie
amoureyse de chacun Yous en dles suremenl? convaince. Yoicy

guelgues exmples gui

Fllustrent

gueigues-uns 4des ces

svdnemenls methemelico-romantico-aiéaloires.

Le rendez-vous manqué

A 1 7 heures Juliette sott de son travail.

Roméo a rendez-vous avec elle. Mais i1 n'est pas
siir darriver a 1'heure {non,non, c'est a cause des
embouteillages quasi-imprévisibles). 11 pense
quil peut arriver a tout moment {ndir: de maniére
équiprobable) entre 16h55 et 17h10. Hélas,

Juliette ne pourra pas Vattendre plus de cing

minutes.

Quelles chances ont-11s de se rencontrer?
Roméoe a-t-1i] des chances d'arriver au moins une
minute avantelle 7

La seconde chance.

Juliette tui donne une seconde clance : s'ils 3e
ratent & 1a sortie, elie 'attendra quinze minutes a

la gare odi elle arrive, comme lui, entre 17h20 et
1 5h de fagon aléatoire.

i1 est convenu que, i Roméo arrive avant, il
1'attende aussi 15 minutes.

Quelles chances ont-ils de se rencontrer a la
gare s'ils se sont ratés 3 1a sortie du travail 7

Quelles chances ont-ils de se voir ce soir!

Réponses.

Ce sont les probabilités géométriques qui
permettent de répondre {voir page4Q). En effet,
faisons un schéma :

16h55  17h 17005 17
ho
ler Rd¥ T
P e M Q
[
2&me RAY H
K 1 wJuliette

Ces schémas montrent qu'ils ont 2 chances sur 3 de

se rencontrer § a sortie du travail, Roméo ayant 4
chances sur 15 de 1'attendre au moins une minute.

S'ils se ratent, i1s auront encore plus d'une chance
sur deux {39764} de se retrouver alagare !
Et c'est ce qui arriva ...

Contrdle des naissances :
la méthode naturelle

C'est 1a plus ancienne méthode, elle est conhue
depuis longtemps pour denner 70% de “réussite”.
Cela signifie qu'une personne gui, comme Juliette,
utilise régulidrement cette méthode, a trente
chances sur cent d'avoir un enfant dans 1'année |

Pendant combien de termps Julietle peut-elle
espérer vester sans attendre un premier anfant ?
Un second enfant?....

Une sotutien : 1a simulation !

Une méthode expérimentale consisterait a enquéter
auprés d'un ensemble représentatif de couples qui
utilisent cette méthode depuis plusieurs années.

C'est sinsi que V'efficacité de 1a méthode a &té
connue. Mais ici, une simulation suivant la
méthode de Monte-Carlo est plus rapide et plus
efficace.

I s'agit de simuler les résultats d'un couple et
de répéter V'expérience sur plusieurs couples.

Pour cela, i1 suffit de  rechercher une
simulation donnant le temps d'atlente avant le
premier enfant.

30% de chances de passer 1'année sans enfant,
soit P(0)=0,3, et 70% d'avoir un enfant, soit
P{1}=0,7 se simulent par un tirage, au hasard,
d'un nombre entier entre Det 9:

pas d'enfant si 'on tire 0, 1 ou 2, un enfant dans
1'année{plus neuf moiz }, 3i l'on tire entre 3¢t 9.
Essayez et ... passez 4 la page suivante ...



Simulation et théorie

Prenez une suite de nombres aléatoires et
ar r8tez-vous dés qu'un des trois nombres O, 1 ou
2 apparait. Yous obtenez un tableau de ce type :

nombres 318152225583751621 7185907911
aléatoires

résultat 0101011 IGGBGGNIDI NG 10oopon

~tenfant_2| 21211l 2 z2ldzl 4l 3l

-Zenfants 4| 3! al 3 6 4

Chague colonne indique le nombre d'années
d'attente pour un couple. Douze expériences ont été
faites. 11 faut un nombre plus élevé d'expériences
pour pouveir obtenir une réponse assez proche de
1a réalité. Yoici les résultats d'une centaine d'expé-
riences présentés sous forme d'histogramme :

effectifs moyenne = 3,43
médiane = 2

ecart-type = 3,07

Eﬁ:%_m—m

1 2 345 67 8910 2 14 16
: s passées avant d'attendre un enfant

Elément neutre pour la multiplication

Gill - "Math marrantes” - Ed. Cedic 1974
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Une telle expérimentation, pardon, simulation,
peut etre faite par les éléves, en groupe. Puis les
résultats, collectes en grand groupe peuvent donner
lieu 4 des analyses, prédictions et prolongements
des experiences pour voir comment se modifie cette
mayenne.

Mais revenons & un calcul pius théorique.

Sur une série infinie de "coyps™ cela correspond a
la somme z?{mmﬂ"uunm
nx

soit encore : {3/1 u}zin(?n pyn-1-
nzt

qui, pour n tendant vers Vinfini, correspond 4

{3210} d {Z x"} pourx = ?/10
dx n2o

qui est égal 4{3/103 4 [1/{1-x)]
=

spit 0,3/{1-x)2

d'oll le résultst : 0,37(1-0,7) 2
qui aprés calcul est égal & 10/3 et donne la
réponse théorique au probléme.

Evénement

presque sir
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UN HEUREUX EVENEMENT...

L& pratigue des tesis de dépisiage
e cerlaines maledies oy e cerigins
Deureuyx svénements " peut nécessiler

des informations plus précises

- Juliette! ma chérie, il faut en avoir le coeur net!
Papa or not papa? thatis ..

- 4 mon avis, deux chances sur cing, amore mio ...
- Deux sur cing ! Ty parles, c'est pas sérieux; Ca
repose sur quoi ? L intuition féminine sans doute?
- Roméo chéri, ne te mets pas en colére pour si
peu.. Jai faib le test, nous serons bientot fixés.

-~ C'est quoi ce test? . c'est siir au moing 7

- Ecoute, Potard le pharmacien, m's tout expliqué
Le test qu'il m’s vendu 5 une sensibilité de 95% et
une spécificite de 92% ..

- &h ben d'accord! avec ga on esat bien avance |

- Attends! je texplique ; de deux choses 1'une, tues

enceinte ou tu n'es pas enceinte .

- Pardon ? Tu es enceinte ou tu n'es pas enceinte!
- Daccord! Je suis enceinte ou j& ne le suiz pas et
de deux choses 1'une : ou e test est positif ou il ne
1'est pas.Mais, et c'est 13 que ¢a se complique, i
peut étrre positif sans que je sois enceinte et négatif
slors que je le suis .

- Ah ca, i1s sont forts les toubibe maintenant!
MEmie pas capable de faire un test efficacet Bravoll
-Ne t'énerve pas!! Ecoute : 1a sensibilité du test te
dit quelles chances a le test d'8tre positif si ty, je
suis enceinte et 1a spécificité celles qu'il soit néga-
tif si je ne le suis pas. Tu as compris cette fois?

- Euh..oui ... et c'est quoi ces chances déja ?
- Monsieur Potard m'a dit que c'était 35% et 92%.
- &h bon! Eh bienil n'y & plus qu'a calculer !
Tu a3 dit, & ton avis deux chances sur cing?
- Oui, enfin, je crois ..
- Bon, ben ca fait : 0,4 par 0,95, 1e tout divisé
par 0,4 multiplié par 0,95 plus 0,6 par 0,08....
soit & peu prés ... 0,838 que tu sois enceinte, si le
test est positif!

S'i1 est négatif, ca fait ... 0,4 par 0,005, le
tout divisé par 0,4 multiplié par 0,005 plus 0,6
multiplié par 0,92 soit . 0,035 ... que tu sois
encore enceinte!!
- Romeo, mon chéri, tu pourrais m'expliquer |1

Fideles lecieurs, poUVeD-VouSs FEmplecer Romeéor..

..PRESQUE SUR?

il

Quelques gléments d'explication
- Je vais te faire un petit dessin, regarde :

_ sensibilité .
tu es enceinte ————» test positif

tu ne I'es pas f———.test négatif
spécificité

- tues siir que ton schéma est dans 1e bon sens 7
On aurait pu mettre les tests avant 7

- Mais oui, ma grosse ! {déjall) Tuesoutun'es
pas enceinte avant de faire le test. Et 1a sensibilite
te donne justement les chances que le test soit posi-
tif sachant que tu es enceinte, notons cela P{T*|E)
tandis que la spécificité se note P{T~|E).

- Qui sont 2gaux 4 0,95t 0,92,

- Oui. Et tu peux maintenant calculer, & poster-
tori, tes chances d'étre effectivement enceinte
cunnalssant aussi le résultat du test

- Ahoui, je peux ?7...

- Qui, par exemple, si le test est positif ,ona

bE | T =BEST) . PELXP(TIE)
P(T*)  PEV.P(TH E) + PEIF(THE)

- Attends, ¢a va un peu vite ...

- non, on divise Tes chances d'&tre enceinte et
d'arriver 3 T+ par celles de tous les chemins
possibles qui ménent 4 T+, 1'évEnement constaté.
Ce qui denne 0,888 et, pour le test négatif 0,035.
- Mais dis, finalement, tout ¢4 repose sur moi !
Deux chances sur cing, c'est trés subjectif, tu saist
- Oui, c'est ce qu'on reproche justement aux
“méthodes bayesiennes “..©

1



'FILLES ou GARCONS ?

Jouez dix parties par exemple..
PLUS DE FILLES QUE DE GARCDNS ?

Fremier enfant, un garcon !
Deuxiéme enfant, un garcon i
Troisiéme enfant, un gargon 1t
Que pouvez-vous dite du quatriéme 7
Un gar¢on au une fille 7

Reprenons le probléme a zére

Yous {ou 1'un de vos descendants) voulez avoir
quatre enfanis.
Combien de garcons? Combien de filles?

Avez-vous plus de chances davoir

-que des gargons (ou que des filles} 7

- deux gargons et deux filles 7

- trois gargons et une fille { ou 1'inverse) ?

Suivant les pays et les époques il naft un petit
peu plus de filles que de gargons . Mais imaginons
qu'il y ait sutant de garcons que de filles qui
naissent chaque année .

& chaque naissance, une chance sur deux g'avoir
un gargon ou une fille , parden , une chance sur
deux d'aveir un gargon, une chance sur deux
d'avoir une fille {c'est ga 1a logique !).

Et deux enfanis 7 Le premijer :

G F
Pensez 4 1a planche de Galton, une chance sur deux
de passer & droite, une sur deux de passer & gauche.
Regardez 1'arbre ¢i-contre :
Combien de chances
d'avoir
deux garcons?
deux filles ?
un gargon et

une fille ? GG GF FG FF

Revenons & nos quatre enfants.

Avec un arbre analogue, quels sont tous 1es cas
possibles 7 Quels sont tous 1es chemins possibies?
Cambien de chancesd'avoir quatre garcons 7

4-{-on plus de chancesdaveir deux garcons et
deux filles ou trois gargons 2t une fille 7 ou trois
filles et un gargon? {Bien slr, on ne tient pas
compte de T'ordre des naissances).

(Qu'en est-i1 pour une farille de trois enfants?
Et de cing, six, huit, douze, quinze enfants 777
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FILLE OU GARCON R
une expérience vieille comme le monde

L4 LOI DES SERIES 1IN

L 'sctualité rafle des evénements en séries.
Accidents en séries. Catastrophes en séries ...

Un é&vEnement plus rare et plus heursux est
celui des naissances d'enfants du méme sexe.

L'dtude précédente vous permet déja de savoir
combien de chancesvous avez d'avoir, ou de voir une
famillede 7, 10, 13, .. enfants du méme sexe.

Faites uyne simulation: lsncez une piéce de
monnaie vingt fois de suite. 5i elle tombe sur face
notez Fille, sinon, notez Garcon.

Regardez les vingt lancers consécutifs :
Combien y a-t-il de séries de filles? de gargons?
Sur ces vingt lancers combien ya-t-il de chances
d'obtenir une série de 3, 4 enfants du méme sexe?

Un tour & faire le jour anniversaire

11 est né | C'eat un gargen ou une fille 7 Peut
importe ! Pour célébrer cet heureux événement
vous organisez une féte qui réunit une trentaine d°
amis.

Yous pouvez parier sans grands risques que
dans 1'assembiée il y & au moins une personne qui
est née le méme jour que votre enfant !

Prenons 1e probléme dans Yautre sens.
Combien faut-i] de personnes peur qu'il y ait au
moins une chance sur deux qu'une d'entre 2lles soit
née le méme jour que votre enfant ? A votre avis 7

M. et Mme Emory Harrison dans le Tennessee, aux USA avec
leurs 13 fils. Il y a une chance sur 8192 pour que les 13 enfants
soient tous des garcons.



Tel pére, tel fils !!!

Le hasard fait-il bien les choses ou Y sommes-
nous pour quelgue chose 7

Avez-vous la langue qui roule ?

Et vos enfants?

Cettz capacité de pouvoir rouler sa langue est
signe de la présence chez l'individu d'un gene
darinant cu hybride. 541 ne peut pas, le géne est
récessif. 11 se transmet d'un individu 4 Yautre
suivant 1a table ci-desscus qui donne 1a probabilite
pour que, lors d'un croisement, une personne ait
un enfant qui soit porteur ou nen du géne

dominant hybride réceasif
dominant a,5 g,5 0
hybride 0,25 0.5 0,25
récessit 1 0,5 a,s

Dans 1a ligne i et Ya colonne j wous trouvez la
probabilité pour qu'un individu de 1a classe i ait un
enfant de 1a classe j. Cette probabilité dépend aussi
du second partenaire que Von Re connait pas ou
plutdt dont on ignore la classe |

LA OU IL Y A DES GENES...

Ce sont les probabilités de transition appelées
ainsi parce qu'elles dennent la probabilité de pas-
sage de 1a classe i 4 laclasse j.

Appelons M cette matrice {de passage!).

& quoi correspond 1a matrice MZ= MxM ?

Elle va vous donner, si vous acceptez de vous
mettre dans la peau du premier individu, les
chances poutr que voire {ou vos} petit enfant soit de
laclasse 1, Zou 3.

Cela donne -

05 05 0O 05 05 0
0’25 05 0,25(x|02s 0,5 0,25¢=
0 05 0,5 0 95 05

Ceci étant calcylé, que va-t-il se passer pour
vos Jescandants, de génération en génération 7
Quelle aura été votre influence sur 1a 1 7éme géné-
ration & venir 7 Rouleront-ils encore ta langue ?

13




La chaine de Markev |

Calculez M3, M4,
exemple, vous trouverez :

., arrive & M17, par

0,250001 0,5 0,249999
0,25 0,5 0,25
0,249999 0,5 0,250001

Et oui! vous n'y serez plus pour grand chose!
Quelle: que soient les origines des parents, & la
longue, la repartition de tous les descendants sera
du méme type : un quart de dominants, un quart de
récessifs et une moitié d*hybrides.

Non seulement on peut prévoir ce qu'il
adviendra dans plusieurs générations mais, en
plus, cela est indépendant des conditions initiales!

Un processus itératif qui présente de telles
propriétés, a savoir quiil ne dépend que des
probabilités de transition, est appelé processus sto-
chastique su chaine de Markov.

Les jeux de 1'hérédité et du hasard

Les génes sont portés par les chromosomes.
4 chaque caractére correspond une paire de génes,
ces génes sont portés par des chromosomes
différents, 1'un venant du pére, T'autre de 1a mére.
Ce sont les chromosomes hornologues.

Yous pouvez identifier facilement certsins de
ces caractéres comme la couleur des yeux, des
cheveux, la taille, gaucher -dreitier,...

En fait, la plupart de ces caractéres sont
déterminés par plusieurs paires de génes.

Chaque celiule d'un organisme contient 1a
totalité du programme de 1'individu. Cependant,
pour le fonctionnement de la cellule, seule la
partie correspondant & sa spécialisation est
exécutée.

Rble des génes dominants {D} et récessifs(r)
dans Ta transmission d'un caractére :
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Ce modéle markovien peut aussi &tre utilise a
rebrousse- poil.

C'est le probléme actuel de la carte d'identité
génétique. Connaissant une telle carte pour un
individu, i1 est possible de remonter de génération
en génération et retrouver ainsi des “filidres” de
pepulation. C'est ce qui a été fait pour la premiére
fois it y a quelques années en Argentine.

Connaissant 1a carte d'identité d'enfants dont les
parents avaient dispsru , connaigsani celle de
personnes gui recherchaient leurs enfants et petits
enfants, on a pu, par ce type de recoupement,
réunir enfants et grands- parents.

Cela n'est pas contradictoire avec la configu-

ration d'équilibre que nous avens vu€pour un géne.
En effet chaque carsctére comme couleur des
yewx, des cheveux, type de cheveux, gaucher-
droitier, forme de T'oreille egt aussi gouverne
par des geénes et 1a multiplicité de ces caractéres
rend 1'identification quasi certaine.
e

Les 23 chromosomes de "homme

A\ Y A | -

i i
3 0 STl own
o~ i te m
19 g; ‘E 'THR
: ': . L IS
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'} N { G
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CARYOTYPE MASCULIN NORMAL,

et de 1a Temme

Rl
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CARYOTYPE FEMININ NORMAL.

Notez 12 23&me paire, portant le caractére i au

sexe : X — X chez la ferame, X ~ ¥ chez 1'homme li



CRIMES,
HASARDS
ET CHATIMENTS

VOICI, EN GUISE DE DIVERTISSEMENT,
UNE SERIE D'HISTOIRES NOIRES .
QUI NE SONT PAS LA PAR HASARD!

A VOUS D'EN DEMELER
LES FILS MATHEMATIQUES




Aujourd hui :

LES FICHES HOMICIDES
D’ALFRED KOTCHIC

Le bon, la brute et le truand

L

Duel sy révolver dans les rues de PLOT-City.
Le bon, 1a brute et 1= truand s'affrontent dans un
duel & mort ol i1 n'y aura qu'un survivant...

Le bon atieint sa cible une fois sur trois, la
brute deux fois sur trois et, bien siir, le truand tue
a tout coup 1112 tirent... au sort... Vordre de tir
sachant qu'ils doivent tirer chacun leur tour.

Avant de joyer, qui a la meilleure chance de
s'ensortir ¥ Le bon, 1a brute osu le truand 7

Et une fois V'ordre de tir fixé { par le hasard)?
Attention ! 11 faut prendre en compte 1a meilleure
stratégie de chacun.

Répondez d'abord intuitivement 4 ces questions
puis faites appel & ... vos connaissances.

&

Comment tuer |
I'amant de sa femme ?

Résumé des années précédentes:

Julietie, mon épouse, a neuf ans de moins
que moi et cing amants |

Elle nous réunit tous pour nous anncncer
1a venue d'un septiéme homme ! '

Nous refusons ce nouveau partage
égoisme voire jalousie masqués par des raisens
physico - psycho - ésotérico- mathématiques
{voir encadré). De plus le nombre sept risque
damener Juliette & s'ouvrir & de nouvelles
explorations mys-tiques et peut-&tre a perdre le
contact avec zon propre corps physique.

NMous ne tolérons pas que Juliette puisse nous
échapper. Nous cherchons une solution.

. =

Six est un nombre parfait. Non ceci ne signifie pas
que toutes ses facettes sont équiprobables mais,
plus mathématiquement, qu'il est égal & 18 somme |
de ses diviseurs, zauf Tui-méme bien entendu. De
plus, - pour notre histoire, i1  s'accorde
parfaitement avec le second nombre parfait, 28,
qui correspond au cycle de la LUNE-FEMME!
Euclide a montré que tout nombre parfait est de la
forme 2N {20+ 1.1} 3i 20+ 1§ est premier. Ceci
a peu de rapport avec notre histoire ssuf 3i {'on dit
que Juliette st unique {soit n=1).

.




Poids des atavismes et réle du
hasard.

Mes origines de moujik m'amenent &
proposer & la docte assemblée 1'usege de la
roulette russe qui semble bien adaptée 4 la
situation pour éliminer l'un d'entre nous.
Rappelons quun revolver est nécessairve: le
modéle - Schmitt-Lefaucheux cotivient
parfaitement car la rotation du berillet & six
orifices est indépendante Ju nombre de
balles introduites. Ce qui est fondamental si
on veut étre sérieux =t régulier et laisser la
méme chance 8 chacun . Mais au fait | ia
méme chance 7

La rouletle russze:

Nous proposonis dintroduire une
seule balle dans le barillet. Checun,. & son
tour, relance le barillet et appuie sur la
gachette. 5'il perd, la partie est finie pour ui
., gagnée pour les autres. Quel est celui qui a
le plus de “chance de perdre” 7 le plus de
chance de g'en sortir?

La roulette aux enchéres:

Devant le scepticisme des autres, je
propose une variante . Le premier jouelr met
une balie, lance lg barillet et appuie sur la
gachette. S'il s’en sort, il passe l'arme au
second joueur qui met une seconde balle dans
le barillet, relance et tire. 5'il g'en sort a
nouveau, il pesse au troisiéme qui met une
troiziéme balle, relance et tire . Et ainsi de
suite .

L'assemblée accepte ma proposition
avec enthousiesme, d'autant plus que je me
propose comme sixieme homme, celui qui
n'‘enn réchappera pas si 'arme lui arrive.
Pour les convaincre de me laisser la sixiéme
place je fais remarquer que, malgré l'entente
iatente, je reste quand méme le mari légitime,
ie premisr et 'officiel!

Epilogue et nécessité de lire
le PLOT

Le troisiéme joueur est lheureux

perdant. Auconstat Ju cadavre étendu l'arme
a ia main et a 1'dcomte de nos emoighages,
l'enquéte médico-policiére conclut
normalement au suicide cause par une
déprime passagére et un abus d'alcool. Est-ce
bien légime ?

Catherine accueille son septieme
amant, et nous regtons six !

Tout cela est-il mathématiquement
bien moral ?

Nous wvous proposons de chercher
votre propre solution avant de lire la colonne
suivante. *

( Solutions

P
Dans le premier jeu comme dans le second, le
premier jousur a une chance sur six de
perdre. Mais, etisuite, les joueurs n'ont plus
ies mémes chances. Ainsi, le second joveur a
cing chances sur six d'obtenir 1'arme et, dans
1e premier jeu une sur six de faire feu alors
quelle est de deux sur six datis le second
Mettotiz cela en 1ablean :

Jen 1]l nombres de chances
joueur] d'avoir V'arme de faire feu de perdre
i 1 1/6 1/6
2 576 176 5736

3 5/6-5736 1/6 254216
4 | 25/%6-25/63 176 125/6%
5 |125/63-125/6% 176 625462
6 | 625/6%-625/60 176 312565
7 {3125/695-3125/66 1/6
Jeu 2] nombres de chances
joueur| d'avoir 'arme de faire feu de perdre
i i 176 1/6
F.; 5/6 276 5718
3 5/6-5/18 3/6 5/18
4 5/9-5/18 476 YA
5 5718-5/27 5/6 257254
6| 5/54-25/25¢ 66 5 /254
A A

Je nie risquais pas grand chose en me
propozant comme dernier jousur! Etje le
savaiz!t Sans doute aursis-jie 44 en informer
les autres 7 Mais, & la réflexion, ils n'avsient
quéa lire le PLOT M Voild une raison de plus
pour ne pas cublier de penser A vous
abonner!itl
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- ==COUPABLE OU NON COUPABLE 22==

oo Diey ! 2> soupire & parl sof 7a
plainlive Chiméne,

¢ g il est jali garron F 8558550
ge Fapg 1 »>»

{Georges Fourest, in "La négresse Blonde™)

Rndrigu‘e Dalton est arrité; il est suspectd de

meurtre. Le juge dinstruction, compte-tenu des
informations qu'il posaéde et de son impression
personnelle sur le suspect aprés 1a premiére
‘audition, estime qu'i! y a quarante chances sur cent
pour que Rodrigue soit coupable.
L'enquéte avance ...

- Salut Doc 1 alors, vos conclusions .

- Pas de doute, M'sieur Le Juge, le sang de
1'assassin est du type O ; 1a victime en se défendant
a dii le griffer et nous avens retrﬂuvé , SoUs ses
ongles, un peu de sang que Rous avons pu analyser.
- Mais voila qui est trés intéressant! D'apreés 1a
fiche signatétique, Te suspect a justernent du sang
de type O... Yoyons, cette information doit
augmenter ses chances d'8tre coupabie ... Mais de
combien 7 .

- Attendez, répond te jeune docteur, frais et moulu’
des Universités (sic!}. J'ai vu ca en premiére an-
née de médecine. Pour une fois que ¢a peut servir.
Yous cherchez, en fait, combien de chancesil a
d*8tre coupable sachant qu'il est du groupe ...

- Mais il faudrait connaitre 1a propartion
d'individus du groupe O dans 1a population.

- .Je 1a connais |

~ Pourquoi ne le disiez -vous pas ?

- Parce ce que vous ne me |'avez pas demandé !

- Matis si, justement, je vous le demande ..

-33 %K.

- Bon, voyons,pour avoir ce que 1'on cherche, i
suffit de diviser 1a probabilité d'étre coupabie et
du groupe B par 33 % et 1 tour est joué !

- Ben, dites donc, Juge, vous n'avez pas 1'air mais..
- Comment ¢a, j'ai pas 1'air. Je vous signale que
ma femme est abonnéeau PLOT et, qu'au lieu de
regarder les polars 4 1a TY le soir, je le lis.

- Le PLOT 77 ‘

- Qui, parfaitement, le PLOT ! Mais n'interrompez
pas tout le temps mon raisennement! Probabilite
d'&tre coupable et du groupe B, ¢'est 1e produit de
la probabilité d'&tre du groupe 0 sachant qu'il est
coupable ...

- C'est donc 100% puisque le coupable a forcément
un sang de type O, ...d'aprés mes analyses...

- ...produit par la probabilité d'etre coupable; je
1'si estimé & 40%
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- £t bien, Doc, si mes calculs sont exacts cels fait :
100% multiplié par 0,4 et divisé par 0,33
Cela fait , esh, 1,20 11
- ?7 Ah non | M'sieur Le Juge | Sauf votre respect,
je peux vous dire que le résultat doit toujours étre
comprisentre et 1 il Je revois encore mon prof
vociférant “Mettez-vous bien ca dans 1a téte 11", 3 1a
limite de 1'apeplexie...
- Ma;s;c'est bien vrai, ¢ca | Qu'est-ce-qui cloche??
- Ce qui ne va pas, c'est 1a proportion de ceux qui
sont dy type O . On devrait 1a chercher parmi ceuwx -
qui sont déia suspects et oG se trouve siirement le
coupable. Regardez alors le schéma suivant :
{1e juge trace sur 1a sciure }

0,4 coupable 1 »2groupe 0
0,33
0,6 on coupable «Z - - _ yautres groupes

- Bon sang!mais ¢’est bien slir | C'est Thomas Bayes!
- Le coupable ?

- Et non pas 1e coupable, 1e théor&me |1 Maintenant
il n'y & plus qu's calculer de nouveau :

0,4 par 1 plus 0,6 par 0,335 cela fait 0,6,1l1 ya
soixante chances sur cent pour que le suspect soit
de type 0. D'ol 0,4 divisé par 0,6 que Rodrigue
Dalton soit coupable. Deux chances sur trois au
lieu de deux sur cing & priori. Ca aide, le PLOTIN
- Qui ... mais enfin ... quelque chose me géne encore



- Quoi 7 Yous 7 Le scientifique ...
- Justement. Dans votre schéma, votre 0,33, c'est
le méme que dans toute la populatien, coupables et
mon coupahles ensemble. .
S o
- Et vous, vous traduisez : le suspect a 33% de
chance d'€tre du groupe 0 sachant qu'il n'est pas
coupable! Alors 7 Coupable ou non coupable 7
- 777
- Bon, ce que j'en dis moi .. C'est votre probléme .
Posez 1a question & votre femme puisgu'elle est
abonnée & ce journal, PLOT vous avez dit 7

Allez, b'soir, Juge, 4 1a prochaine ...

Ve . je ne te h8is paint.t
{Corneille, Le Cid)

" Pour ceux qui aiment les for mules
Appelons G VévEnement "&tre du groupe D°,
C1'événement “le suspect est coupable”,
Cl0 “coupable sachant qu'il est du type 0",

Dans le premier cas, le juge calculs ceci :

P{Cet0) _P{O|C) x P(C}
P(0) P(0)

P{C|D) =

Dans 1e secend | i1 calcule ;
P(0) = P[{Cet 0) ou (T et 0}]
= P{CXxPLO|CY + PL{TYxP(O|D)

e v

Autres scénarioes possibles

Il Une digue vient d'8tre construite su bord d'un
cours d'eau. Elle est capable de résister & des crues
tant que le débit du cours d'eau reste inferieur &
109 m3/s. Si le débit dépasse cette limite, les
ingénieurs pensent qu'elle n's qu'une chance sur
deux de résister.

Une société agricole seuhaiterait aménager des

terres & 1'abri de cette digue. |1 faudrait &tre siir,
pour cela, qu'au cours des quarante années & venir,
il y ait au plus une chance sur cent de rupture.
Or, par 1'étude des debits observés depuis que les
statistiques sont faites, on sait que le 3eui} de
rupture a seize chances sur cent d'gtre dépasse au
cours d'une période de quarante ans. :

Que peut faire 1a société agricole ?

B Un grand magasin s'équipe d'un systéme
complexe d'alerte contre 1'incendie. L'installateur
assure qu'en cas d'incendie, Valerte sera donnée
avec 99% de certitude .

Mais il y& 7 chances sur mille pour qu'il y ait
une fausse alerte,

La compagnie d'assurance, elle, pense qu'il 4 &
une chance sur mille pour qu’un incendie ait liey,

Si te systéme se déclenche, quelle chance y a-t-
il pour que ce soit une fausse alerte?

Un interméde de TONTON LULU

LE TRAVAIL AU NOIR

Yous &tes salarié et a ce titre, imposé sur le
revenu: votre salaire vous place dans Ia tranche
dimposition au taux de 25%.

On vous propose, pour arrondir vos fin de mois
un trravail supplémentaire, ting heures par
semaines pendant six meig, payé 100 F de 1'heure.

Pas uniquement 3ur votre bonne mine, en vous
prapose de ne pas déclarer ces revenus mais de
vous donner 125 T de heure.

Que choisissez -vous cornme solution 7

Yous avez dix chances sur cent de vous faire
prendre. Dang ce cas vous payez une amende égale &
la meitié de vos gains non declarés plus un rappe!
d'imphts sur ces gains.

Choisissez-vous toujours la méme solution 7

Yous refusez! On vous demande alors combien
vous voulez, toujours payé au "noir” .

Quel prix choisiriez-vous suivant 1&volution
des “chances” de vous faire prendre ?

Et si 1'amende est cetie fois égale aux gains
illicites augmentée du rappel d'impdts |, toujours
égal 3 25% ?
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NOMBRES ALEATOIRES

0655 8453 448617 3384 5320 0709 25238 9224 6271 2607
5255 5161 4889 7429 4647 4331 0010 8144 8638 0307
6314 8951 2335 0174 6993 6157 0063 6006 1736 3775
3157 9764 4862 5848 6919 3135 2837 9910 7791 8941
5052 9565 46356 0653 2254 5704 BB65 2627 7959 3682
4105 4105 3187 4312 1596 9403 6859 7802 3180 4490
1437 2851 6727 5580 06368 4746 0604 79586 2304 8417
4064 4171 7013 4631 8288 4785 6560 8851 9928 24309
1037 5765 1562 98609 0756 5761 61346 5392 2986 2018
5718 8791 0754 2222 2013 0830 0927 04686 7526 6610
5127 2302 1392 4413 9651 8922 1023 6265 7877 4733
9401 2423 6301 2611 0650 0400 5098 1863 9182 9032
4064 5228 4153 2544 4125 9854 6380 6650 8567 5045
5458 1402 9849 9886 5579 4171 9844 0159 2260 1314
2461 3497 8785 5678 4471 2873 3724 8900 7852 5843
4320 45568 2545 4436 2265 6675 7989 5599 3750 3431
3466 8269 9926 7429 7516 1126 6345 4576 5050 7746
9313 7489 2464 2575 9284 1787 2391 4245 5618 0146
5179 8081 3361 0109 7730 6256 1308 6503 4081 4754
3010 5081 3300 99079 1970 6279 6307 7935 4977 0501
89619 9828 8740 | 6666 6692 | 5590 | 2455 3963 6463 1609
4242 3961 6247 4911 7264 0247 0583 7679 7942 2482
3585 9123 5014 6328 96569 1863 0532 6313 3199 7619
5950 3384 0276 4503 3338 89617 3382 3016 0639 2007
8462 3145 6582 8605 7300 6298 6673 6406 5951 7427
0456 0944 3058 2545 37586 2436 2408 4477 5707 5449
06172 1281 8697 5409 0653 5519 9720 0111 41745 7979
51683 9690 0413 3043 1014 0228 5460 2835 3294 3674
4995 9115 5278 1293 7894 9050 1278 2220 3756 9795
6751 6447 4991 6458 9307 3371 3243 2958 4738 399_3_J

PPPPFPPFFFFPEPFFFPFEPPPPPEFPPFFFPPFFPPFFFPPPFFPFPPFFFFPEPF
FFFFFPPFPPPPFFPPFFPFFPPPFFFPPFFPFFFPPFFP PFFPFFPPPFPFFPFPP
FFPPFFPPFFPPPFFFFPPPPFPFFPFFFPPFPFPFPFFPFPPFFFPPPFFFPEFPPF
PPPPFFPFFPPFPFPFFFFPPPPFFPFPFPFFFFPPFFPFFPPPPFFFPFPFFFPFP
PFFFFFPPPPPFFPFPFFFFFFPFPFPFFFFFPPPPFFFPPPPPFPPFFFFPFPFFF
FFFFPFPFPPPPPFFFFFPFPPFFFPFPFPFFFPFFFFFPFFFFFPPFPPPPFFPPE
PPPFFFFFFFPPFPFPFFFFFFPPFPFFFPFFPFPFFFFPFFPPFFPPFFPPPFFFF
PFFPFFPPPFPFFPFPPPFPFFFPPFPPFFFPPFPFPFFFPPPPFFPFFPPFPFPFF
PPPPFPPFFFFPFPFFFPFFPPPPPFPPFFFPPFFPPFFFPFFFFFPPPPPFFPFPF
FFPPFFPPFFPPPFFFFPPPPFPFFPFFFPPFPFPFPFFPFFFFPFPFPPPPPFFFF
PPPPFFPFFPPFPFPEFFFFPPPPFFPFPFPFFFFPPFFPFPPPFFFFFFFPPFPEFPF
FFFEPFPFPPPPPFFFFFPFPPFFFPFPFPFFFPFFFEFPPPPFFPFPPFFFFPFPF
PPPFFFFFEFPPFPFPFEFFFFPPFPFFFPFFPFPFFFFP FPPFFFPPRPFFFPEFPPE
PPPFFPFPPFFFFPFPFFPPPFFPFPPPFFPFPPFFPPPPPPPPFPPFFFFPFPFFF
PFFPFFPPPFPFEPFPPPFPFFFPPFPPFFFPPFP FPFFF FFFFFPPFPPPPFFPPFE
EPPEFFPPPFFFPFPPFPPPPFFFPFPFFFPPPFFPFFPF FFPPFFPPFFPPPFFFF
FPPPPEFFPFPFFFPFPPPFPFFPFFFFPFFFPPPFPFFFPPPPFFPFFPPFPFPFF
PPPPFPPFFFFPEPFFFPFFPPPPPFPPFFFPPFFPPFFFFFFFPFPFPPPPPFFFF
FFFFFPPFPPPPFFPPFFPFFPPPFFFPPFFPFFFPPFFP PPPFFFFFFFPPEPFPF
EFPPFFPPFFPPPFFFFPPPPFPFFPFFFPPFPFPFPFFP PPPFFFFFFFPPFPFPF
PPPPFFPFFPPFPFPFFFFPPPPFFPFPFPFFFFPPFFPFPPPFFPFPPFFFFPFPF
PFFFFFPPPPPFFPFPFFFFFFPFPFPFFFFFPPPPFFFP PFFPFFPPPFPFFPFPP

S°agit-il desjets = FFFFPFPFPPPPPFFFFFPFPPFFFPFPFPFFFPFFFFFP FPPFFFPPPFEFPFPPF

d’une piéce . PPPFFFFFFFPPFPFPFFFFFFPPFPFFFPFFPFPFFFFP FPPPPFFFPFPFFFPFP

non truquée ?
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FPPFFFPPPFFFPFPPFPPPPFFFPFPFFFPPPFFPFFPFPFPP

Cette page ne peut contenir aucune faute typographigue , ... en dehors de cette ligne .



7 existe plusieurs rfacons de résliser up sysieme siéalgire

COURBES EN CLOCHE

.

Flanche de Golton esi Tun de ces modéies guf peul 8ire simuié jui-
méme, recilemeni svec URE Celculiplirice ow un micro-ardinglour e
malériel permel. comme nous gilons Ie voir, de 7eire manipuier CEICUIsS,
BOUrCentisges, proporiionnslilé . bien F¥ant de parfer gde probebitité

£l paur conclure | vous yarraz conment

ur sulomele peyl générer
Jes courdes &g Gouss ¥

GALTON ° S CONNECTION -
Un systéme
& deux états

1 2

(%

Choisis une sortie au bas du labyrinthe.

Trouve un chemin qui aboutit 3 cette sortie.
Remarque que tu peux te déplacer comme avec une
tortue: A¥ance GAuche 120, A¥ance, DRoite 120, ...
Trouve gn autre chemin débouchant sur 1a meme
sortie. Fais la méme chose avec les autres sorties,

Une expérience aléatoire

Pour faire cette expérience, il est préférable
d8tre deux. |1 s'agit de simuler 1a descente d'une
bille dans Te labyrinthe appelé Planche de Galton.

I faut choisir, au hasard, 1a direction 3
prendre a chaque carrefour:

Avec ta calculette, tire, av hasard, un nombre
entier entre 0 et 9.5 est pair, tourne 1a tortue &
Gauche (4 droite pour toi si tu regardesia feuitle),
51l est impair, tourne-1a & Droite et descended un
pas. Refais 'opération six faix, ol arrives—ty 7

Recommence 1'expérience autant de fois qu'il
faut pour répondre aux questions qui suivent.

Pour t'sider, reporte tes résultats dans un
tableau comme celyi-oi -

porties | chemins suivis nbinbres (total

DGGGD, ..

) Ly Y R L I e

Aprés tes expériences, peux-—tu dire -

- Quelte e3t 1a sortie qui est 1a plus fréquentés 7
Peux-tu en donner la raison 7

- Quelle est celle qui est 1a moins fréquentée 7

Rassemblons les résultats de toute 1a classe,
pour cela dessinons le graphique suivant -
nanjl[are de sorties froo

Compare cet ensemble de résyltats a tes
premiers résultats. ¥ a-t-il des différences ?
Pour pouvoir mieux comparer, tu peux calculer
les moyennes ou, mieux, les pourcentages d'appari-
tion de Ta kille & chaque sortie.
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Le triangle de Pascal

Regsraez le labyrinthe ci-contre. Codez les
carrefours, en commengant en hsut, par A,BC,....

Combien vousfaut-it de lettres ?
Partez d'en haut et suivez le cheminG DG DG .

A quel carrefour arrivez-vous 7

Désignez ce carrefour par {GDGDG) et cherchez
tous les sutres chemins y conduisant, en partant
toujours du haut.

Cambien avez-vous trouvé de cheming?
Notez ce nombre & coté de la letire du carrefour.
Refsites le méme traveil pour tous les autres
carrefours et, sussi, 1es sept sorties.

Supposez que 1'on ajoute .

une nouvelle rangée de carrefours !
Yoyez-vous un moyen de connaitre ramdement le
nombre de chemins différents arrivant 4 chaque
nouvelle sortie ?
Recopiez ces nouveaux nombres ainsi que les
précédents dans le tablesu 2 :

Pouvez-vous continuer a remplir ce tableau 7

Ce tablesu de nombres est appeié triangle de
Pascal. C'est lui qui, au ¥Ylle inventa cette
disposition du triangle pointe en haut. La méthode
de calcul, qui sert dans de nombreux domaines des
mathemahques comme 1'algébre, était déja connue
en Chine et en Islam bien avant.

Theorie et pratique.

Reprenons 1es chemins sur la planche de Galton.
Imaginons qu'a chaque carrefour, le choix gauche-
droite se fasse en langant une pidce de monnaie.
Yoyez-vous pourquoi il y @ si peu de chemins
conduisant aux sorties extérieures 7

Pour les six rangéez de caxrefour du débug,
calculez le nombre total de chemins differents
conduisant aux differentes sorties (1+5+..+..).
Trouvez-vous 64 7 Ainsl un seul chemin sur 64
conduit & 1a sortie 0 ou & 1a sortie 6, Un sur 64 ¢
Pour chaque sortie, divisez le nombre de chemins
par 64. Le résultst est le pourcentage théorique
de chemins aboutissant & chaque sortie.

Ainsien 1,i) ya 5cheminz sur 64 qui arrivent.

Comparez ce résultat & voire ex penenre
Dessinez un graphigue des résultats théorigues et
comparez-le au  graphique des résultats
expérimentaux. Que pouvez-vous en coenclure 7

22

Retour 4@ 1a calculette.

Reprenez le codage GDG... obtenu & partir des
entiers pairs ou impsirs tirés au hasard .

Un nombre est pair s'it est divisible par 2 ou
encore, si son reste dans Ya division par 2 est égal
4 2éro (et & un pour un nombre impair}.

Reprenez e codage des chemins et remplagons
G par 1et D par 0. Codez ainsi tous les chemins qui
ménentd 2,44,81,85,.

Que remarquez-vous ?

Pour chaque chemin, faites la somme des codes de
chaque virage. Comparez au code de s sortie.

11 ne vous reste plus qu'd inventer un petit
programme vous permettant ainsi de simuler avec
une calculatrice, ou simplement une table de
nombres sléatoires, une planche de Galton avec ie
nombre de rangées que Yous voulez.

Jouez & 1a loterie de Galton.

Une planche de Galton est faites de six rangées
de clous.

60 - 10-4 -3-~-4 - 10 - 60
Dans les sept cases de sortie sont placeés des lots

en francs. Yous misez un franc sur s case de
votre choix . Rien ne va plust La bille dezcend.
Si elle arrive dans votre case, vous emportez ie lot
et vous reprenez votre mise. Sinon, je garde tout!

Sur quelle case avezwvous intérét 4 jouer 7
Si vous jouez une fois 7 dix fois 7 mille fois 7
Ce jeu est-il plus intéressant pour moi 7
Et si Yon changeait 1es lots 7 Que mettriez-vous ?
£t dans tous les caz, gquelle somme dois-je
avoir en stock pour ne pas €tre pris au dépourvu,
si vous jouez, par exemple, dix parties 7 B



———|’ALEASCOPE DE RAOUL RABA=—"=

La planche de Gallen est upe simuleliion de chules de bilies
gans un plan
71 est possitie d'imaginer une lelle expérience dans un espace
& lrois dimensinps Voici un ocleddre, créé per Raoul Rabsa,

gui réalise upe telle simulation el feurnil des syrfsces en forme
e cloche !

Du haut de cette pyramide__

"_..a figure montre une pyramide constituée

de domines placés sur leur champ . Chaque niveau
est formé de dominos alignés parallélement. Les
alignements superposés se croisent & angle droit.
Les nivesux successifs de deminos paraliéles,
placés aux milieux des arétes des dominos
précédents, sont décalés en quinconce.

Imaginez maintenant qu'il u ait, dans
V'épaisseur de chaque domino, deux tobeggans
symétriques qui descendent en sens opposés pour
rejoindre les toboggans des dominos des étages
inférieurs. Une bille tombant sur 1'aréte centrale,
route au hasard d’un coté ou de 1'autre.

Faites tomber une bille dans le domino
superieur de ls pyramide. Elle va descendre,
d'étage en #tage, jusqu'au pied de la pyramide,
changeant 4 chaque étage de directien. C'est ce qui
differencie cet appareil de 1a planche de Galton.

L'sléascope correspond & deux enserbles
constitués chacun de plusieurs planches de Gslton
paralléles ou entrecroisées perpendiculairement
deux & deux. |1 s‘agit donc d'une structure en
volume conduisant & un  développement
arithmétique tridimensionnel du triangle de Pascal.

Du pied de cette pyramide __

Dans un tel appareil, 11 est facile d'observer
Varrivée des  billes si elles débouchent &
Yextérieur; mais V'observation est pluz difficile si
elles arrivent dans la partie centrale. On résoud ce
probiéme en donnant & )'aléascope lg forme d'un
actaédre reposant verticalement sur un sommet.

Pour cels on accole deux pyramides par
leurs bases et les arrivées des toboggans se
distribuent naturellement sur les faces
inférieures de V'octaédre ot V'on pewt facilement
observer apparition des billes.

Reste que le cheminement des billes &
travers la pyramide renversée modifie & nombre
des chemins conduisant & 1a “sortie”. Nous vous
laissons apprécier les effets de ce changement.

Motez que, pour Y'aléascope dont nous vous
proposons le modéle et qui forme un octaédre 4 26
gtages, il y a prés d'un million de chemins
différents pour aller du sommet supérieur au

sommet inférieur. 11 n'y a qu'un 3eul chemin pour
aller du sommet supérieur & 1'un des sommets
latéraux.
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Structure de l'aléascope Matériel Plot-Aléatoire

Les tables qui suivent donnent, niveau par Plan, en réduction, des barrettes en carton quj
niveau, le nombre des chemins différents seront fournies pour réaliser YValéascope de votre
conduisant & chaque bifurcation. chaix !

& ces tableaux de nombres correspond une
répartition suivant une surface en cloche indiquant
les probsbilités d'apparition de chaque bille & 1a
sortie de chacun des tobogoans formant le pied de 1a
pyramide. :

Pouvez-vous trouver ls “formule du trinime™
donnant ie nombre de chermins dans le cas général 7

Tables des chemins

pour une pyramide a treize nivesux
{ es nombres non cerclés correspondent 3 1'étage
inférieur qui suit}.
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Pour les 4 derniers niveaux , grace aux symétries
de V'octaédre, seul le quart de V'étage est montré.
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——AUTOMATES ET ENSEIGNEMENT==

Jean Claude Herz - Paris

Non, il ne s'agit pas o une provacslion vis-8-vis de I ensaignement,
mais d'une réffexian sur 1e Théorie des Aulemates. Actveilement enseignée
uniguement & }llpiversilé su pivesu des spécistisations. elie peutl étre
Bréseniée dés Jenseignement secondsire et méme avant.

n peul, pour cela, reire manipuier ge pelils jouels mecsnigues comme
fe Think a Dot~ ou TAvtomele de 687t 5 porliilons de Keoul Palbs

Les malériels permeltent upe bonne concrétization des suiomates el ges
nolions melhémeligues comme sppiicetions. gnsembies dentrée el de sartie

ie "Think a Dot~

&ue ne connais rien de plus commode pour

débuter ure présentation de la théorie des
automates, & quelgue niveau que ce soit, que ce petit
jouet. On peut Je schématiser par une machine &
troiz entrées et deux sorties possibles. Le
mécanisme est constitué par des boites empilées en
quinconce, contenant chacune un pertillon. Chague
portitlan dirige 1a bille vers 1a gauche ou vers la
droite et bascule dans Vautre position. Ainsi, si le
mécanisme st initialement dans la position de la
figure 1, et 31 13 bille entre en 2, elle hascule & et
sort en 0; si une deuxiéme bille entre maintenant
encore £n 2, eile remet A dans sa position initiale
puis bascule D &t F et sort encore £n O; une
troisiéme bille entrant en 2 sortira encore en 0.
Quelle est la premiére bille entrant en 2 qui
sortira enfin en 17 {réponse, 1a sixiéme}. Faites
e méme raisonnement pour des entrées en 3 et 4.
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Mous trouvons 14 les cing composantes de
tout automate fini: un ensemble de stimuli ou
signaux dentrée, appelé aussi alphabet d'entrée,
ici {2,3,4}; un ensemble de réponses ou signaux de
sortie, appelé aussi alphabet de sortie, ici {0,1};
un ensemble détats internes, 64 ici; une
fenction de réponse qui, a une entrée et un éfat,
fait correspondre une réponse (sortie en B ou 1};
une fonction de tranmsition qui, & un éfat

interne et une entrée, fait correspondre un nouvel
etat.

Les fonctions de reponse et de
transition.

Ces deux fonctions peuvent Etre
entiérement déterminées dans le cas du Think a Dot
puisqu'il y a 3 entrées et 64 &tats posaibles, il ya
donc 192 couples & trouver pour définir le graphe
de chaque fonction. La connaissance de ces deux
fonctions permet de se livrer & des exercices
varigs: trouver 1a suite de réponses provoquées
par ung suite donnée d'entrées ou stimuli & partir
d'up é&tat donné; trouver une suite d'entrées
provoquant une suite donnée de réponses ; trouver
une suite d'entrées faisant passer d'un &tat donné &
un état donnéd { T'ensemble des solutions de ce
dernier probléme est appelé ensemble régulier

et joue un grand rile dans la théorie des

automates).
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Un probléme plus conséquent :
La réeduction de "'automate

1 s'agit de trouver un asutomate qui
réagisse de Ja méme fagon et posséde moins d'états.

Cela revient & classer les etats sachant que
deux états sonit equivalenls si quelle que soit
1'entrée choisie, i1s donnent la méme réponse et le
méme nouvel état.L'autemate réduit a slors comme
états les clagses de cette relation d'équivalence.

Cette réduction est impossible pour notre
sutomate & 64 &tats, comme nous le verrons plus
loin. Mais on peut 1e considérer Tui-méme comme
une réduction de 1'automate constitué des six
portilions précédents auxquels on ajoute deux
autres portillons placés de chagque coté de F, 4 1a
verticale de A et C. On voit que ces portillons sont
actionnés psr la bille lorsqu'elle ne passe pas par
" F, mai3 qu'ils n'influent pas sur son coté de sortie.
L'automate § 256 états, constitué par les huit
portillons, peut étre réduit au précédent.

{ "automate “boite noire”

La position de chaque portillon est appa-
rente =ur la face avant du jouet. On peut facilement
“remettre & 2éro” 'appareil en le penchant vers la
droite; ies portilions se retrouvent tous alors dans
la positien gauche. Cela facilite 1 étude
expeérimentale dont je vais parler maintenant.

Suppesons que la face avant de Vappareil
soit opaque et qu'on ignore tout du meécanisme
interne. C'est alors ume “boite noire”. 11 est
cependant possible, par la seule observaticn du
comportement extérieur de lautomate, de
reconstituer ses composantes inconnues : états et
fonctions de réponse et de transition.

Toutes nos expériences commencent par la

romiss & 2570 de 1opparetl

Nous choisissons une suite d'entrées en disposant
1a bille dans tel ou tel troy, et nous notons la suite
de réponses obtenues, c'est-a-dire la suite des
trous par lesquels la bille est ressortie. Ssuf
incident technique, deux suites identiques d'entrées
donneront toujours deux suites identiques de
réponses : I'automate est déterministe

En d'autres termes, 1'automate nous définit
une nouvelle application de 1'ensesmible des suites
d'entrées dans 1'ensemble des suites de réponses.

. Nous ne parlerons pas ici, bien que ce
numeéro apécial pourrsit s’y préter, des
automates probabilistes. |1 faudrait un sutre
numéro spécial . Demandez-le & 1'équipe du PLOT !
Pour le moment contentez-vous de savoir qu'il
suffit de transformer ia fonction de transition par
une fenction de probabilité pour avoir de tels
automates.
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Devinez comment je marche !

C'est de 1a connaissance de cette application
que nous pouvons deduire les composantes inter nes
de 1a boite noire. Bien entendu, 1a connaissance de
cette application sera toujours incompléte dans la
mesure ol Vensemble des suites dentrées est un
ensernble  infini  (bien que wisiblement
dénombrable) et ol le jouet est notre seul outil de
calcul. Nous ne pouvons que raisonner sur des
restrictions de Tapplication comme nous
raisonnons sur Vapplication (X & 2x) dans IN.
Mous pouvons cependant calculer n'importe quel
élément du graphe de Dspplication, c'est une
question de patience.

Par ce moyen, par exempla :

{3} donne {0},

{2,2,4) donne (G,0,0),

{3,4,4,2) denne (0,0,1,0}.

Comme nous T'avons vu sur la figure 1,en
remettant 1'automate & zéro {tous les portillons a
gaucte) ies trois entrées donnent O en sortie. Que
sont devenus les élats 7
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Ainsi, désignons par g4 V'état oblenu &
partir de I'éfat initial qq et de ] ‘entrée 4. Nous
ignorons parfaitement, & priori, si qq différe ou
non de qq. La connaissance de Yapplication "boite
noire” va nous permgtire de trancher. En effet,
puisque 4,4 donne {0,1) c'est que 1'étst qq et
'entrée 4 provoquent 1a réponse 1.0r 1'état qq et
l'entrée 4 donnent la réponse O, qy et g4 sont
nécessairement différents.

Désignons par qz 1'état obtenu & partir de
V'état initial et de Yentrée 3. L4 encore qz et qq
different car {3,4) donne (0O, ﬂ} alors que (4,4)
donne {G,1). Yous pouvez de méme déduire que g
et qqdifférent sachant que (3,3} donne (O, D?
alors que €3,3,3) donne (0,0,1). De maniére
analogue vous pouvez vérifier que qo différe & la
foisde qq, 9z et qq.

Le procédé de démonstration se résume & ceci:
Pour montrer que deux suites d'entrées font passer
de 1'&tat initial & deux états différents, il suffit de
trouver une troisiéme suite non vide qui, précédee
de chacune des suites précédentes donne des suites
de réponses gui différent par leur dernier élément.
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La recherche peut &tre longue.

Ainsi, pour les suites (4) et (4,4),
aucune des 39 suites de un, deux ou trois dléments
ne permet de distinguer les deux états résultants;
vérifiez que T'on y arrive avec 1a suite (3,3,3,4).

De méme, avec (2,3) et (3,2}, Vexpérience ne
donne aucun résuitat, et pour cause ! Connaissant
1'appareil, nous savons qu'il s'agit du méme état
(CEF}. Si nous 1'ignorans, la vanité de nos effarts
de discrimination nous améne 3 formuler
1"bypothése de 1'identité des deux états.

Approche expérimentale et
approche pédagogique

Ici apparait une nouvelle vertu de notre
autornate : il illustre de facon particuliérement
claire 1a maéthodologie  de approche
expérimentale derriére la complexité de
I'Univers, comment découvrir le mécanizme
simple que “l¢ Grand Architecte” y a mis? Dans
notre Tutte contre le cloisonnement des disci plines,
voild une arme & ne pas négliger.

Maintenant, comment coenduire

intelligemment nos expériences? Cette question
peut 8tre intéressante & traiter avec jes éléves. En
voici ici quelques éléments -
La méthode 1a plus simpliste consiste 3 calculer les
suites de réponses successives en rangeant les
valeurs de 1a  veriable dans 1ordre
lexicographique:

(2).(3),(4 (2,2) ,(2,3) (2,4 ( 3,2),

...... ,{4,3},{4,4},{2,2,2},{2,2,3),......
autrement dit dans 1'ordre naturel des nombres en
écriture décimale obtenue par suppression des
parentheses et virgules

' 2,3,4,22,23,24,32,......
43, 44, 222,223, ...

Mais l'expérience 234 contient Jes
expériences 2 et 23, d'ol un gaspillage de temps.
D'un autre cité, si on décide de fai re toutes les
experiences de, disons, cing entrées, ce qui donne
automatiquement le  résyltst de toutes les
expériences plus courtes.

Si on désire ensuite poursuivre 1la

recherche plus lain, on est abligé de recommencer
8 2éro {sauf naturellement si on posséde un trés
grand nombre d'exemplaires dy jouet, ce que je
n'ai pas supposé jusqu'ici).

' Une mathode plus conforme & 1a démerche
ordinaire du_ chercheur consisterait & essayer
d'obtenir le plus rapidement possible des résultats
positifs (discrimination d'états) ou de faire en
priorité les expériences propres & étayer une
hypothése suggérée par un résultat négatif.

Les automates jumeaux.

La faculté de remettre 4 zéro 12 jouet {ou,
ce qui revient au méme, la possibilité de dispeser
de plusieurs exemplaires) est évidemment
précieuse et on congait le prix qu'sttachent les
biclogistes aux observations des Jjumeaux
homozygotes (les termes stimulus- réponse ont
d'ailleurs pour origine 1'tude des erganiames
vivants, en particulier des cellules nerveyses).
Cependant, elle n'est pas  strictement
indispensabte; je laisse su lecteur Je plaisir de
concevoir une expérience unique qui, poussée
suffisamment 1oin, permettrait de faire apparaitre
les 64 états du Think a Dot.

i1 va sans dire que faire tomber quelgues
millions de billes dans un trou prend du teraps. On
peut avantageusement substituer § ce meyen
honnéte, mais lent, une “simulation” sur
ordinateur.
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Qu'est-ce qu'un automate fini
pour un mathématicien ?

Partons de la définition d'un automate
comme quintuplet (5,R,0,f9) ol S désigne
T'ensembte des stimuli, R 'ensembie des réponses,
G l'ensemble des états, ¥ et g les fonctions de
réponse et transition.

~ Nous avens introduit une application § de
'ensemble des suites d'entrées dans 1'ensemble des
suites de réponses. f¥ a la propriété de conservet
la longueur : & une suite de n stimuli elle associe
une suite de n réponses; de plus , §= conserve la
relation “sous-suite initiale de §=(ab)
commence par §®{a). inversement, & partir d'un
triplet {5,R,}¥) nous pouvons définir un
ensemble G et deux applications fetqg .0 est le
quotient de 1'ensembie des suites dentrées, 9%,
par )"équivelence : deux suites a et b sont
équivalentes i , pour toute suite ¢, 1es sous-suites
terminales, extraites de §*{ac) et de f*{bec) et
ayant 1a longueur de la suite c, sont egales . Cette
équivalence correspond exactement % la régle de
discrimination des états donnée plus haut.

L'application g% de S*x& dans 5% definie
par g¥{a,3) = a3 est compatible avec 1'équivalence
précedente : ¢ & est equivalent i balorsg®(as) =
g®(b,s). En passant au guotient, on abtient une
application g de QxS dans Q.

L'application de S%x5 dans R qui 5 {8,5)
associe 1e dernier terme de J={as) est aussi
compatible avec 1a méme équivalence. En passant
au quotient, on obtient une application f de Ox3
dans @. :
Mous avons ainsi construit le quintuplet
{S,R,Q,fg) apartir du triplet (5,R §%5. 11 est
facile de wérifier que la construction inverse
redonne bien 1a méme application §=.

I1 est donc possible de fonder 1a theorie des
automates sur la définition par le triplet
{5,R,f=) 00 S et R sont deux ensembles finis et
§= une application de l'ensemble des suites
dentrées S¥% dans Vensemble des suiles de
réponses R¥ qui conserve la longueur et 1a
relation “sous-suite initiale de ". Cependard, pour
avoir des automates finis, il est nécessaire de
poser en axiome gue le quotient de 5% par la
relation d'équivalence est fini.

On peut remarquer que 1'automate dafini en
prenant pour @ le quotient de ¥ par 1'équivaience
est nécessairement irréductible. Dans le cas de
notre jouet, comme Vexpérience permet de
différencier 64 états, on £tablit ainsi la propriété

-

L dirréductibilité annoncée plus haut.
.,
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Un exemple pour 1'école primaire.

Yoici un autre exemple d'automate "vivent™
proposé naguére par Marcel Dumont pour iYlustrer
les groupes booléens.

Dans ce jeu, 1a variable est 1a position dy
bras droit, qui peut &tre - levé ou baizsé - plié ou
tendu - main ouverte ou fermée - ce gui donne huit
pesitions possibles.

A partir d'une position quelcongue, le
commandement “"épawle” change la premiére
composante, le commandement “coude”, 1a
deuxiéme, le commandement "main” la troisiéme.
Je passe sur les interprétations géométriques et
algébriques de cette régle pour dégager
T'interpratation par 1a théorie des automates .

ici, automate est “transparent™ on peut
considerer qu'états et réponses coincident , de
méme que fonctions de réponse et de transition. 1}
est donc décrit entiérement par la donnée des
entrées, des états et de la fonction de transition
selor le tableau suivant ;

fonction épaule coude main
LPO...... BPO.... LTO........ LPF
LPF BPF LTF LPD
LTO BTO LPO LTF
LTF BTF LPF LTO
BP0 LPD BTD BPF
BRPF LPF BTF BPQO
BTO LYO BPQO BTF
BTF LTF BEPF BETO

Ce codage peut aussi tre disposé selon un
diagramme en for me de cube .

On pourrait rendre 1'automate “opaque”
en dissimulant 18 position du bras et en demandant
& son propriétaire d'émettre un signal sonore
déter miné par 1'etat antérisur et le commandement
recu selon une régle plus ou moins arbitraire. En
faisant varier ensemble de réponse et fonction de
transition, on aursit une mine d'exercices.
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Petite bibliographie .

Les proprigtés mathématiques du Think a Dot sont
développées dans deux articles :

- 5. Kravitz: additional theory of Think-A-Dot in
Journal of Recreational Mathematics, vol. 1, p.
247-250, 1968,

-B.L. Schwartz : Mathematical theoty of Think-A-
Dot in Mathematics Magazine, vol.40, p. 187-
193, 1967,

- et, biensiir, danslacollection de P A, Petit &rch-
iméde n® 24 20 {une bonne raison pour les
réguvrir ou acheter la collection)

Pour 1e lecteur qui désire approfondir le sujet :
des livres qui ne supposent aucune connaissance
speciale en mathématigues:

- M.L. Minsky : Computation, finite and infinite
machines . Prentice Hall, 1967,
- Melson : Introduction to automate J. Wiley. 1968
- Arbib : Brain, machines and mathematics.
Mac Graw Hill. 1964,

Des présentations plus abstraites -
- J. Hartmanis ¢t R.E. Stearns :Algebraic structure
theoryofsequential machines. Prentice Hall.1966.-
Pin : Yarietés de Jangages formels. Masson. 1984
- Salomoa ;: Computations & Automate Camb P U 85
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L'AUTOMATE DE GALTON

Raoul RABA - Andrezy

L& planche de Gallon es? v modéle expérimental bien conng
popr simuler Fsiéalnire Fn munissan? checun des clous de 76

Alanche od'on ingénieux poriilion
& bascule Keoul Kebs & créé up
silomale rini dont il novs 78it
Bperceveir jci les propriéiés
élonnanies

[Il existe dans 1'industrie des mécanismes &

levier alimentant des chaines de production en
piéces brutes. (13 sont constitués d'un &lément
oscillant qui, en tournant d'un certain angle, ferme
2 passage altermativement 4 gauche et & droite,
divisant sinsi en deux la file générale des piéces. Le
mouvement de bascule est provogué par un levier
mis en action par le passage d'une piéce.

Ce mécanisme peut €tre sdapté sur chacun
des “"clous” d'une planche de Galton. La figure
mentre un exemple de réalisstion d'un automate de
ce type. I1 est constitué par un ensemble de six
rangées de couloirs en quinconce aménagés sur une
planchette inclinée et qui débouchent sur douze
cases de réception. Dans chacun des couloirs, le
passage des billes & gauche ou & droite est
commandé par un portillon gui bascule autour d'un
pivot fixe.

La descente automatique.

Sur la figure, une bille est “photographiée”
pendant sa descente. Elle est en train de faire
basculer un portillon vers 1a droite. Que va-t-il se
passer ensuite 7 00 va-t-elle arriver? Quel était
1'état des portillons supérisurs avant le passage de
la bille? Ou vont arriver les dix billes suivantes
{attention, observez bien la dixiéme!) 7

Deux types de problémes peuvent ainsi se
poser :

- Quelles répartitions est-il possible d'obtenir en
“programmant” une telle planche ? Peut-on, par
exermple, obtenir une courbe en cloche 7

- Comment placer au préalable chaque portillon
pour que Vensemble des billes introduites dans
I'appareil se répartisse automatiquement dans
chacune des cases d'arrivée avec un ordre
déterminé? Trouvez, par exemple, un état initial
pour que les douze premiers lancers placent une
bille dans chaque case.

Le jeu de "Galton puissance 4~

Yous connaissez sinon le jeu puissance 4, du moins
e jeu de morpion. En voici une variante autrement
plus difficile, le "4 puissance 4" 11 se joue 3 deux
joueurs av moins disposant de billes d'une couleur
differente. Chacun & son tour fait tomber une bille
de sa couleur. Le premier qui aligne 4 billes de sa
covleur dans les cowloirs de réception a gagné!
{ horizontalement, verticalement ou en diagenale}.




Quelques résultats théoriques

Yoici quelques résultats généraux transmis
par Jean Lefort que vous pouvez vérifier dans le
cas ot i1 y a six rangées de portillons .

Pour n rangées de portillons, il y a 2n
cases de réception des bitles. On peut vérifier par
exerple que :

- T'automate a une période de 29 {pour n=6, cela
fait 64}

- Si on laizse tomber 20 billes, chaque couloir de
réception regoit respectivement

Ul plpl 02 3 -1 rh, £0 ki
I:n,c "C",C n,t "L‘ n,tn, ...... L n ,Cﬁ N nhmes_

- les deux couloirs extérieurs (& droite et &
gauche) ne recoivent qu'une bille chacun sur une
série de 2D billes, l1a p-iéme et la g-iéme. On a
alors |p-q] = 27 1. 11 n'est donc pas possible,
pour n = 6, de placer les douze premieres billes
dans chacune des cases. Seules, les dix premiéres
billes peuvent &tre placées dans les dix cases
centrales.

- 5i 1'on s'intéresse & 1'ordre d'apparition des 2N
billes dans Tes divers couleirs en fonction de la
position initiale des portillons{c’est la fonction de
réponse), on trouve 20N+ 1372 salutions. On peut
largement réduire ce nombre &n tenant compte des
symétries de V'automate. '

L'automate du hasard !

Revenons & 1'aléatoire. Modifiez 1'autemate
en supprimant les cloisons qui se trouvent sous
V'avantederniére rangée de portillons. Vous avez
alors 7 couloirs qui reg&ivem chacun pour 20
billes jetées O ¢! 2 . £+ 1 pittes.

n+1 o+t e f n+1
Yous obtenez donc une répartition suivant ..
la courbe de Gauss |

L'’ANTI-ALEASCOPE :
L’AUTOMATE A TROIS DIRECTIONS

Comme la planche de Gallon, 1'aleascape
peut €tre transformé en automate par des
portillons. L'automate a la méme structure que
1'aléascope mais chaque toboggan est remplace par
un portillon qui bascule entre deux butées. les
axes sont inclinés de 30° par rapport & la
verticale. Les portilions sont fixés sur des plaques
tournantes.

Dans 1a situation représentée la premiére
bille introduite en & tombera d'une plague sur
'sutre en fes faisant basculer au passage dans
1'autre direction.




HASARDS ET SIMULATIONS:

Les sciences, les lechnigues, 7envirannement sont pleins de

de probiemes maihémaligues gui n'ont pas de selulions simples oy
exacles. 17 y o pourtant une méthode générele gui permel & spporter
gdes réponses suffisamment précises 8§ besucoup de ces problémes.
Nous &llans veir icf une veriélé de probiémes simples ou
camplexes gue des méihoades de simuistions, por approche
stalisligue ou géoméirigue. peuvent! résavdre. Files mantren! 7s
variélé el lerficacité de I'sléataire irensformé en oulil. Ne vous

elirsyez pos s¥ certains exemples
paraissent gifficiies.... hesucoup

gdentre eux .. Je sonif

18IS aprés ayoair parcoiry ce
chapiire, ils yvous pareaitront
sdrement plus 8idmenlgires.

AS-TU VU MONTE-CARLO ?

Le PLOT lance une loterie |

[Pour sa nouvelle campagne de promotion
{avez-vous pensé & renouveler votre abonnement?
51 gui, vous pouvez participer 4 1a loterie !sinen,
& vos bulletins 1113, votre journal propose une
laterie trés class1que

Sur chaque billet se trouve une des quatre
lettres PLOT, sur 40% des billets il yz un P, sur
30% un L, sur 20% un 0 et sur le reste un T
{pardon & nos amis tourangeaux mais tout ce qui
est rare est cher!) . Pour gagrer un gros lot, un
abonnement d'un an & votre journal, il faut pouvoir
former le mot “PLOT".

Combien de tickets acheter pour sugmenter vos
chances de gagrer le gros lat 7 Un Yot de consolation
si vous fermez le mot PLQ 7

Attention | Ne confondez ce probléme avec le
suivant : Combien tirer de chaussettes de votre
tiroir pour tre slir d'en avoir au moins deux
identiques sachent qu'il y en a de deux types
différents ?

Pour vous aider 4 trouver une solution nous
¥ous proposons de trouver une simulation de cette
loterie & I'side de votre calculette ou d'une table de
nombres aléatoires.

Et si cette loterie ne vous plait pas, n'oubliez
pas que votre boTte aux lettres regorge de ces
attrape-tout qui vous snnoncent que wvous avez
déja gagne I En voici une autre, encore plus
classique, proposée par Jacques Luhczanskl

Un billet sur quatre est gagnant :

achetez quatre billetsi

Dans cette loterie, combien de hillets acheter
pour £tre gagnant, c'est-a-dire £tre en pPOSSESSiGn
d'un billet gagnant 7
Premiére étape , calcul sans visibilité:

Quelles sont vos chances de gagner
- en achetant quatre hillets ?
- ¢n achetant n hillets, nsupérieur 4 quatre 7

Si vous avez trouveé, &tudiez 1'évolution de vos
chances en fonction de n.
~ Combien devez-vous acheter de billets pour que
vous ayez plus de neuf chances sur dix de gagner.

Deuxiéme étape, 1e brouilllard se léve:

Suppesons qu'il y ait N billets gagnants. Quelle
est, en fonction de N, 1a probabilité de gagrer en
achetant quatre billets? en achetant n billets 7

N et n &tant donnés, trouvez un algorithme de
calcul de cette probabilite.

Dresser un tableau des probabilités obfenues
pour N egal & 10, 100, 1000. Combien achéterez-
vous debillets pour que cette probabilité dépasse 0,97

Que se passe~t-il si N augmente 7
Comparez & 1a premiére &ape, étonnant non 7
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Le cas général :

Pour tout nombre n de billets achetés,
comparez les probabilités oblenues & chacune des
deux étapes. A-t-on intérét & connaltre N 7

Pour n fixé, que deviennent ces probabilités
lorsque N tend vers l'infini 7
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Tratnée de mouvement brownien.
{ in Les Fractals, B. Mandelbrot. Flammarion)

La tortue browniéne.

Iine tortue (Logo of course) partdu milieu
d'un écran ou 4'un carré dessingé sur une feuille.

Ay hasard elle tourne & gauche {ou & droite) de
zéro,un, deux ou trois quarts de tour puis fait un
pas en avant .

 5i elle répéte 1'opération a chaque étape, chaque
changement de direction étant également probable,
& quelle distance sera-t-elie de sen point de départ
au bout de cing pas, dix pas, cent pas ¥

Cette expérience est une mod8lisation
élémentaire du comportement d'un grain de pollen
ou d'une molécule d’huile dans 1'eau, par exemple.

Les déplacements désordonnés de ces particules
furent observés et décrits en détail en 1527 par le
botaniste anglais Brown.

Ce n'est qu'en 1905 que le phénoméne sera
expligué par Albert Einstein: 1'agitation des
particules est die awx chocs aléatoires et non
observables quelles regoivent des é£léments
environnants {les molécules d'eau} . Einstein s'en
servira pour prouver 1'hypothése atomique.
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Les files d'attentes

Pour chagque congrés Apmep, 1 équi pe du PLOT,
pour vendre les Plot- Materwls a & résoudre un
probléme de file d'attente 4 1a caisse.

Elle a 1e choix entre:

- doubler le nombre de caisses, chaque client étant
slors traité en deux minutes,

- doubler le caissier d'un side-caissier, ce qui
permet de traiter cheque client en une minute.

Une étude statistique a &te faite et nous permet
de saveir que 30% du temps sucun nouveau client
ne se présente pour payer, 40% du temps, il en
arrive un et 30% du temps, il en arrive dews.

Pour chacune des solutions envisagées et pour
pouvoir choigir, aidez- nous 4 estimer :
- le temps d'attente mouen de chaque client
- 1a longueur moyenne de 1a file d'atiente.

Quelle solution cheisirez-vous ¢

Ce type de probléme est non seulement fréguent
dans les files d'attentes, mais aussi en économis,
par exemple, pour la gestion des stocks.

Comment simuler la réalite ?

Camment estimer ce que va devenir le phénoméne
réei? Clest 14 que vont se rejoindre {asymptoti-
quement) statistiques et probabilités .

5i le phénoméne est simple cu simplifiable, on
peut 12 déterminer mathématiquement. C'est vrai
de quelques probiémes ci-dessus, mais il faut des
connaissances en théorie des probabilités.

5'il devient complexe, les outils mathématiques
habituels ne peuvent plus servir ou n'existent pas
encore, les équations sont trop complexes ou ne
peuvent Stre résolues. C'est 14 que fréguence et
proporticns vont s'unir pour le meilleur.

Le recours & l'expérimentation, a 1'étude du
phénoméne sur une &53ez longue période, pourrait
encore apporter des reponses et il le fait, par
exemple pour lefficacité d'une methode de
contraception, lafréquence d'arrivée aux caisses,...

Malheureusement, ce n'est pas toujours
possible ou pratique, pour des raisons de colits ou
de délais, de sécurité ou de merale.

Dans ces cas il reste encore une piste : la
simutation du phénoméne. 11 faut pour cela simuler
correctement le comportement de 1'expérience
réelle et faire apparaitre les résultats rapidement
et 3 colit réduit.

Ces simulations ont, de plus, Yavantage de
pouvoir étre exploitées facilement en classe.



La méthode de Monte-Carlo.

La méthode de Monte-Carlo est V'une des plus
simples de ces techniques de simulation .

EY ceci peut se faire encore plus facilement
gréce aux calculatrices et aux ordinateurs ou, si
V'on ne dispose pas de ces moyens, grice aux tables
de nombres aléatoires. La méthode de Monte-Carlo
peut 8tre ainsi aisément expioitée dans la classe et
ceci dautant mieux que Von pourra montrer aux
éléves 1'évolution des résultats au fur et § mesure
des simulations. 11s pourront ainsi se prendre au
jeu, faire des prévisions et Jes valider & la fin.

Yoici un exemple trés simple : Pile ou Face.

Combien de iancers faut-il faire en moyenne
pour obtenir un pile? deux ? trois 7

L'expérimentation réelle consisterait & lancer
une piece et compter le nombre de lancers qu'il a
fallu faire pour obtenir trois piles.

Répétez V'expérience et faites la moyenne st
vous approcherez de 1a réponse exacte. Mais il vous
faudra répeter 1'expérience un trés grand nombre
de fois pour accroitre la précision de votre mesure

Cela peut-€tre long et fastidieux.

Simulez! Simulons |

Supposone que la piéce soit parfaite (est-ce
possible ?) et que les lancers donnent autant de
chance d’avoir pile que d'aveir face.

Prenez votre calculatrice est sortez une série
de nombres au hasard, entiers compris entre O et
9 {soit INT[10x RHND]). Yous pouvez alors
associerpar exemple, pile et nombre pair, face et
nembre impair { ou pile et nombres inférieurs &
5. face sinon, ...} et obtenir ainsi un tableau de ce
type pour “treis piles dans une série™:

nembres 0655845354673384532007092528

pile/face
nembre 5 o 8 4 5
de lancers pout avoir trois "pile”.

1 ne vous reste plus, ensuite, qu'd continuer
l'expérience & faire un diagramme {appelé histe-
gramme!) et a calculer, sans peine, Moyenne,
Ecart-type, etc...

Ces histogrammes et histogrammes cumulés
montreyront que Yes deux tiers du temps i1 faut plus
de 3ix lancers pour obtenir treiz “pile”.

La méme simulation peut-gtre utilisée pour
simuler d'asutres jeux de piles ou faces avec des
piéces parfaites ou non |

Une piéce peut-elle étre parfaite 7

Avez-vous déja rencontré une piéce parfsite,
parfaiternent lancée par yn homme parfait 7

Que faire si les conditiohs expérimentales font
que Ya piéce tombe trois fois sur cing sur "pile™ ?

Réponse, du Tac&Tac, pas de probléme |
Il suffit dassocier, dans la simulation, les
chiffres 0 & 5 g pileet 6 a4 9 3 face. 5i les dix
nombres ont une apparition équiprobable, vous
aurez une bonne simulation de V'expérience.

£t 3i “pile” apparait 54 fois sur cent {comme
c'est 9 peu prés le cas actuellement dans certains
pays... pour une expérience résiisée depuiz que
1'hemme existe mais sur laguelle on ne possede que
des statistiques récentes : la naissance d'un gargon
{pile!) ou d'une fille {face!l)).

La encore , réponse du Tac&Tac: on monte d'un
cran ... &t Ven prend des nombres entiers entre 0
et 99 { NTxI0ORND ). Sortir pile est un
evenement équivalent & sortir un nombre au hasard
entre O et 53 parmi les entiers jusgu'a 99.

tt si on lance parfaiternent ... un dé parfait 7

Réponse du Tec£2..Tac ... Gn prend les entiers 3
un chiffre e on ne retient que ceux qui
correspondent aux six nombres rmarqués sur le dé.
Si 0, 7, 8, 9sortent, on tire a nouveau un nombre.

Revenons aux problémes du début .

- La loterie du PLOT -

40% de P se remplace facilement par entiers
compris entre QO et 3, 30% par entiers entre 4 et
6, 20% par ? et §, et 10% par . £t i1 ne reste
plus qu'a sartir les calculettes.

- Un billet sur quatre -

Yous pouvez fixer, par exemple, sur les dix
nombres entiers de Ta touche Random, O &t 1 pour
un billet gagnant, 2 & 7 pour perdant et rien pour
les deux derniers. Yous pouvez aussi, et c'est peut-
gtre plus simple & programmer, remarquer gue
cela fait 25% de billets gagnants soit & tirer un
entier entre O et 99 et de couper & partir de 25.

- La fortue brownienne -

L& encore on choisira, par exemple, DR O si
Von tire un entier entre D et 24, DR 90° entre 25
et 49, DR 180° entre S0et 74, DR 270° entre 75
et 99 _4 vous de bien programmer,
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Files d'attente

Peur simuler V'arrivée des clients aux caisses
4 chaque instant (on prendra une minute comme
unité), vous pouvez, par exemple, associer zéro
client au tirage d'un nombre entier compris entre
0 et 2, unclient pour un entier entre 3 et 6, deux
clients pour un entier entre 7 et 9.

Simulation des arrivées chaque minute :
minutes 01234567690123456789012345678
nombres 28599818639182903294012423635
clients 021222021120202010210001011 11
naMs acdfh jlmn pr t uw xyzab

begi k ogs ¥

11 reste maintenant & étudier le temps d'attente de

ces clients suivant 1es deux solutions envizagées:
pour chacun des 28 clients ci-desaus, on

obtiendra avec deux caisses un temnps d'attente de :

client: abcdefgh ijkimnopgrstuvwxyzab
temps: 00102132424343534353334 00000
Soit un temps moyen de 2 minutes 12 secondes.

Avec une seule caisse el deux caissiers :
client: abcdefgh i jklmnoparstuywsyzab

0111223343444454545434410000C
Seit un temps moyen de 2 mvinutes 40 secondes.

Le Plot, toujours & la recherche de nouvelies
idées, s'est vu proposerencoie mieux:
mettre d'sbord trois caisses et rempiaq&_r les
trois queues classiques par une seyle queue!
Qu'en pensez-vaus 7

temps : 01234567890123456789012345678

caisse 1:-aaddgqgjjmm pprrituu X¥yyaa
g

caisse 2:-bbeehhkk nnggss wv ZZ

caisse 3:.--ccffi il loo WYY bb

Une seule personne attend une petite minute. Par
contre, une au moins des trois caisses, est inem-
ptoyée pendant 31 minutes {pour 28/29 minutes
d'observation 1) .Nouvelle idée : revenir a deux
caisses mais une seule queue. Qu'en pensez-vous 7
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Méthode et gestion pédagogique

Cette méthede a 1'avantage de transformer des
calculs probabilisies en calculs statistiques, des
probabilités en fréquences et, de ce fait, un travail
sur les réels en un travaeil, ptus concret pour
1'$1&ve, sur les proportions. On approxime le réel
pat le rationnel, on passe de phénoménes continus
& des phénoménes discrets {cof figure ci-dessous).

ta méthode &st approximative, soit, mais ah
combien plus facile & manipuler puisque basée sur
1a régle de trois! Efle a, de plus, T'avantage de faire
sentir sux éléves 1'influence du hasard dans des
phénoménes complexes ou trop théoriques &
aborder par le Calcul des probabiltés qui demande
souvent une adhésion & prioeri. _

Comme wvous avez pu l'observer sur ces
exemples, elle demande aussi £t surtout de savoir
organiser et traiter les données numériques
simples mais nombreusss. Elle demande enfin de
savoir générer des séries de nombres aléatoires .

Une autre méthode est encore possible: se
construire physiquement une table de nombres
aléatoires en utilisant, par exemple les aléas du
lancer par des personnes physiques. Yous pouvez
pour cela utiliser un dé 4 vingt faces, une rouleite
4 dix secteurs ou out autre matériel sdapié au
prabléme 3 traiter.

& &

von Neumann et Monte-Carlo.

C'est justement Te jeu de 18 rouletie qui a donné
le rom de cette méthode. Elle & eté mise au point
pendant la seconde guerre mondiale par Yon
Neumann et Stanislas Ulam pour décrire le
comportement des neutrons dans divers matériaux
sans avoir recours & V'expérimentation réelle {il
3'agissait bien sOr d'expérimentations nucléaires}.

Elle est de nos jours trés utilisée en économie,
en politique, #n démographie ou en mathématiques
pour choisir une stratégie commercizle ou
électorale, prévoir 1'évolution de la natslité oule
transfert des voix entre deux tours de scruting, ou
calculer une intégrale .

Sources: entre sutre bulletin Umap:
voll, n°2. 1980 [



ALLEZ A THOUARS :
visitez une fabrique de nombres

Yves Dlivier — Blois

Pour résliser de “honpes " simuletions, il faul de “honnes” ysinesae

rabricatian 1 L 8s calcdigirices et aordingledrs. 8ver fes ropclions
Randon el Hosard fournissent. en foil, des suitesde poambres consirvits
par hamme. Feul-il fe briguer ou rasard 7 11 ne peul segiement gue

& 'en reporocher ie plus passilile mais les suFtes gu'if rafbrigue ne
préseniont pas tovles Ies corécléristigues des pombres 8lésloires.

Les pseudo-aléatoires

Un nombre sléatoire est un nombre choisi
“au hasard” dans un domaine que 1'en considérera

d-abord comme fini 00 chaque nombre a la méme
chance d'8tre choisti.

i1 y a génération de nombres aléatoires lors-
qu'une procédure donne un nombre du dommine.En
fait, le plus souvent, ce n'est pas un nombre qui
est désiré, mais une suite.

Lors d'un trés grand nombre de "tirages”, on
doit pouveir s'attendre & ce que chaque nombre dy

domai ne apparaisse 18 méme nombre de fois o
presque.

De telles procédures n'existent pas avec les
machines déterministes électroniques que
sont 1es ordinsteurs et calculatrices.
On peut cependant construire des procédures
qui possédent 1a plupart des proprigtés des
nombres aléatoires. Décrivons-en quelgues- unes.

Germes et générateurs.

Ces procédures, appelées générateurs, _
produisent 1e plus souvent des suites périodiques
{qui ne sont pas aimées & Thouars). Pour les faire
accepiéy, on s‘arrange pour que Ya période soit
largement supérieure au nombre total de nombres
atirer. '

Enfin, contrSle de qualité oblige, des tests trés
précis permetient de faire Je "tri” dans les généra-
teurs. Un des tests les plus connu est 1e "Khi-deux”

Les exemples qui suivent sont spécialement
congus pour étre utilisés sur des calculatrices
programmables. Dans le matériel Plot-Aléa._.
vous trouverez d'autres programmes écrits en
basic microsoft et testés sur T07-70.

A vos calculatrices !

- les 997 et 1 47-génératears -
19 suite des nombres est dafinie par:
uy = 0,52841637 et uj4 1 = FRAC { A * uj)
ol A est un nombre générateur, ici 997 ou 147, et
FRAC la fonctionqui & un nombre associe la mantis-
2 du nombre, ginsi FRAC(23,4567) vaut 8,4367
uq est appelé ger me du generateur.
Yoici un algerithme possibie pour avoir N nombres
aléatoi res que 1'on peut stocker ou utiliser
directernent: initialisez u,Aet N
faites pour i variantde 14 N

début
y ¢<-- FRACE A*u )
utilizer u
_ fin
FRAC peut &tre simulé par : i <-- A¥u
ENT étant 1a partie entiére, u<-- y-ENTEW)

- les pfq générateurs -

Prenez les décimales d'un rationnel p/q , mais
attention & leur périodicité ! Choisissez bien !
Par exemple 5 693 345 / 8 000 087, od le déno-
minsteur, premier, assure une période de 8 oo
{186 § 1a suite. I1 faut, de plus, produire ces
décimales par paquets de 2, 3 ou 4 pour ne pas
dépasser 1a capacité de 1a calculatrice.
Algerithme possible : initialisez p,q, net N
m<--10g
-~ p
faites, pouride 1 &N
début

y ¢<-- ENT{m*u’q)

y <-- m¥y - y¥q

utilisez u
fin
Cet algorithme produit des nombres & m chiffres,
ainsi, pour m=4, 43 correspond 4 D043.
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- le 7 - générateur -
uydans [0,1{ et uje g =FRAC { o + y; ON

Ce générateur produit des nombres entre O et 1.
Algarithme possible :

initialisez u, het N
en général, faites pouride ta N
nvaut Sou & début
4 <-- FRAC {(mr+u)N
utilisez u
fin

- Pour vos micros -
les congruences linéaires

Cette méthode est 1a plus connue et la plus
utilisée sur les ordinateurs depuis sa création par
D. Lehmer en 1951, En veici le principe: _
al 1] contient un nombre qui sera legerme et gra-
ce § 1'itération suivante, on construit M nombres -

ali+1] =alil®b + ¢  {moduln m)

b et ¢ sont des constantes et a[i+ 1] est 1e reste de
1a division euclidienne de alil*b + ¢ par m.

La suite u{i} =alil/m peut Btre utilisée comme

genératrice de nombres compris entre Ost 1.

Aussi simple qu'il puisse paraitre, ce générateur
doit &tre pris avec précaution. De nombreuses et
difficiles études, en particulier celles de D. Knuth
in “the art of computer programming” en 1969 ont
permis de cerner les choix dugermeetde bet m .

En effet, des choix “raisonnables” ne permet-
tent pas toujours d'avoir des nombres aléatoires:
- m doit 8tre proche du nembre maximum utilisa-
ble par Vordinateur (une puissance de 2 ou 10),
- b, par contre,ne doit &tre ni trop grand ni trop
petit, en principe un chiffre de moins que m-suffit,
- le germe enfin peut Etre quelconque, son choix
n’a pas d'effet sur 1a qualité “aléatoirs” des suites.

Le plus sérieux probléme avec ce générsteur
est qu'il engendre toujours des suites périodigues!
Par exempie, le choix du germe 0, de 19 pour b, de
1 pour ¢ et de 381 pour m conduisent 3 la suite 0,
1,20,0,1, 20,... qui n'est pas trés aléatoire 11

11 faut donc s'arranger pour que la période soit
1a plus longue possible et, en tout cas, supérieure &
N De plus, les chiffres des unités des nombres obte-
fius ne constituent pas, eux non plus,,une suite
aleatoire de chiffres entre Oet 9.

Enfin, il n'est pas nécessaire de mémoriser
dans un tableau chaque terme de la suite. On peut
trés bien utiliser une variable globale a.

On obtient 1"algorithme suivant :
a<- ainit ; b <- binit; c <- ¢init; m <- minit;
pour i variant de 1 a N faites

début
a <-- {a*bh + ¢} modulo m
exploitez g

fin

38

On peut encore simuler 1es congruences et évi-
ter les problémes de dépassement de capacité de 1a
fonctien modulo avec Ta modification suivante

début
y<--a*¥b+c
a<--y- ENT{y/m) *m
exploitez a
fin
Valeurs conseillées pour ainit, binit, cinit et minit
- 1234567, 31415821, 1, 100 000 000,

Attention aux dépassements de capacité si vous
traveaillez avec des entiers.

Sedgewick dans “"Algorithms” suggére de scinder
ies multiplications en tranches de 4 chiffres.

- 4567, 9749, 1 et 262144 { donné par Engel
dans “Mathématiques et Informatique” de Cédic)

Ou encore, germe quelcongue avec des chiffres
differents et : - 24298, 9991, 199017 ou

-317 0, 229,
Ces deux derniers exemples sont proposés par JM
Chauveau et S. Weber danz “Algorithmes et Maths™.

Points au hasard

La méthode ci-dessus se trouve dsns 1a plupart
des logiciels. On peut 1a “voir™ & 1'eeuvre en faisant
apparaitre 500 ou 1000 points au hasard dans un
carré et en essayant de repérer les régularités au
pourquoi pas la périodicité de 1a suite.

Les carrés de points au hasard de la page 44
sont construits, 1'un & partir d'un basic résident en
utilisant 1a teuche RND et 1autre & partir d'une
fonction qui est loin d'engendrer ou de simuler le
hasard : appelée méthode 4'Anosov, efle est donnée
par les formules générales suivantes :

x"={a¥x} + (b¥y) - fir {a*x + b*y)
T={c*¥x) + (d¥y) - flr {c*x + d¥y)
ol fIr est le plus grand entier, a,b et c des
constantes égales ici 4 1etdd 2.
Les germes étant 1,67G0et 3,7800.

Matériel Plot-Aléatoire

En dehors des carrés de points au hasard et
du tableau de nombres pseuds-aléatoires qui se
trouvent dans le présent dossier, vous trouverez,
dans le matériel aléateire des programmes
pour Tl 57 et TO 7 70 permettant de générer des
nombres au hesard (de 1a machine) et de faire des
simulations comme -

- lancers d'une piéce , d'une punaise ou d'un dé,

- jeu avec mise et gain,

- calculs d'aires par la méthode de Monte-Carls ou
par la "pseudo” méthode des rectangles.

Matériel Plot-Aléatoire |
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ICI, LA CHANCE N’A... AUCUNE CHANCE=

Regerdez Je sol sulour de vous, repérez un peint pariicuiier,
aimparie leguel Meinlenan! Fermez jes fewux el 1arles lomber
une Bille ou ©f QU Yous aver sous 1a main. Vous #Byvers sucune
chance de tamber sur fe peint chaisi e résufiel est le méme
pour toul! sulre peint 7 £l pourtsent, elfe lombe hien guelgue
pard, voire hille Flas forl epcore. pgrepez un ficelie el une
peire e cisesun Chegue pein! o J& corde R'e pucuneé ohiance
Fétre gllein? por valre coup de cisesuy # £t pourtant, si vaus
éles gsser hahiie ...

La ficelle.

Coupez, au hasard, une ficelle d'un métre de
long en deux morceaux. {Juelles chances ave2-vous
poUr QUE YOUS ayez au moins un morceau d'au
moins trente centimétres 7

. 3 L om
P " N ]

N 408 wm > Y Pty ' S'mc pasie avec Lve Le Chanceux
eponse: 0 apaims de nire covlie R poumen de Bofa
appelons E le segment [PO] et A le segment [MN]. que b bufle de. savon omberait em a3 ...

La réponse nous est donnée par la probabilité de

couper en un point de A soit : . e
P{A) = MN/PQ = 407100 =10,4. Etes-vous maitre de 1'echiquier ¢

Quelles chances avez-vous pour que le grain
tombe sur lacase dd7? sur une case noire 7 sur
une case de 1a colonne &7 sur une case de la
diagenale? dans un disque, intérieur a 'échiquier,
de rayon deux cases 7 dans 1 partie noircie des
échiquiers ci-dessous 7 '

L échiquer.

Jet ez, au hasard, un grain de riz sur un
échiquier de 64 cases blanches et noires. Quelles
chances a-t-11 de tomber sur lacase g3 7

Reponse : N
On ne connait pas les dimensions des cases ni, bien
siir, celles de 1'échigquier. Et pourtant, si 1'on
appelle E 1a surface de 1'échiquier et A celle de la
case g3 (qui est noire), toutes Tes cases syant 1es
mémes dimensions, Ja réponse nous est donnée par:
P{A) =aire(A) faire{E) = 1/64=0,015625. 7
En fait, cette p.rqhabilité peuiﬁtre aussi obtenue Tponses 1764772y [
par la benne vigille formule “cas favorables/cas 148 178 W/ 16
possibles”. Yoyez-vous rnieux peurquei vous n'avez o Y B
. {-9n/64d, 39764,
Eucune chance de tomber sur un point quelconque?J 0/2-1. |




”U

Pour vous entrafners

Dans chacun des cas de figure

déterminer la probabilité de tomber sur 1a partie
sombre par rapport a la partie toute entiére.

%L

Réponses
1/m,5/18,{(n-~3)/29,0,24, 7416,3/4.

Quelques applications.
Bombardements calculés

Des citernes, contenant du pétrole, sont
disposées réguliérement sur un terrain, leurs
centres formant des carrés de 40 métres de cofé.

Suivant 1a puissance des bombes, une citerne
ne peut 8tre endommagée queli la bombe tombe & -
une distance donnée du centre de 1a citerne.

- 15 métres pour une bombe de faible puissance,

- 40/ métres pour une bembe moyenne,

- 40273 métres pour une bombe plus puissante
fluelle est 1a probabilité pour qu'une bombe,

tornbant au hasard dans un carré défini par les

centres de quatre citernes, endommage zéro, une,

deux, trois ou quatre citernes ¥

{Comme vous vous en doutez, ces distances ont

£té 5 choisies par 1a rédaction pour vous faciliter

les calculs | Merci & men PLOT 1)

Bill et Boule .

Chez Bill, 1a buse d'évacuation des eaux de pluie
est fermée par une grilie métallique. Les barresux
de cetie grille ont une épaisseur de un centimétre
et délimitent des carrés de coté e{encm).

Bill jette, au hasard, une bille au-dessus de ia
grille. Si elle passe au travers, sans toucher les
barreaux, il gagne (et... perd sa bille 1}, sinon il

perd (et perd peut-&tre aussi sa billell).
Que dire de ce jeu de billes, débile, de BiN?
Pour vous aidep, utilisez d/2 d/2

1a figure ci-contre oG d est le
diamétre des billes de Bill.
Et si daugmente ? c

Chez Boule, le copain de Bill,
il y a 1a méme grille ,mais 5 T
tes barreaux sont deux fois
plus larges et ses boules aussi.
Le jeu de billes de Bill est-i1 moins débile quele
jeu de boules de Boyle 7 @

ANMRRRNNN
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5 .

La probabilité géométrique.

Dans ce modéle probabiliste, 1'ensemble des cas

ebservables & 1'issue d'une épreuve aléatoire,

s'appelle ensembie fondamental. Notons-le §i.

Un &vEnement é&lémentaire est un SvE&nement

réalisé par un seul résultat de 1'épreuve aléatoire.
{ étant infini, non dénombrable, on 1ui associe

une partie E du plan ou de 'espace qui est ;

- 301t un segment de courbe de longueur finie,

- %01t une surface d'aire finie

- a0it un solide de volume fini,

~ On peut considérer que 1'expérience aléatoire

revient & tirer au hasard, c'est-a-dire de maniére

équiprobable, un point de E. A chague &vénement

 8lémentaire, correspond donc un point Mde E.

A un év€nement quelconque 1§é 3 I'épreuve
aléatoire, correspond une partw. dde B Si Mest
élément de A&, 1'évBnement est réalisé, c'est un
succés! 5i non, ¢'est un échec .

" On a, par définition : P(A)=mesure{A) /mesure{E)

Yérifiez les propriétés suivantes{ordre au hasard)
- pour tout Ade E,ona: 0 < P{A) <1
- pour deux évEnements A et B incompatiblas,
P{A UB) = P{A) + P(B}
- Si & est 1e complémentaire de A dans E,
P(R)=1-P{A) et P(F)=0, P{E)=1.
- Pour toutes partiesAetBde £ :
ACB ==P{A) < P{B) &t B
P{AUBY=P{as + P{B} - P{4 0B}

v
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=———1A LONGUEUR DE LA NOUILLE=

A volre svis,

guelfe est Jo longueur de celile Jigne 7
L& ghoméirie intégrale, gui traile
C& genre oe guestions, 8 8 gepiis 19610
ge trés nombreyses sppiicalions techpigues et
en premier Heg, 7o lemagraphie oy baisysge per

scanner gl I regdio-asironomie.

Premiére approche :

Supposez que le carré qui enveloppe cette ligne
git un périmétre P qui vale un métre.

Placez, au hasard, une régle sur e carré et
complez 12 nombre d'intersections. Recommencez
plusieurs fois 'opération et faites 1a moyenne N
des mesures obtenues.

Laformule L = {(1/2)PxN donne une bonne
approximation de 13 longueur L de cette "nouitle”!

Pour avoir 1a lengueur réelle, il faudrait :
- trouver la courbe qui enveloppe, au plus prés, la
ligne {c'est ce qu'on appelie 1'enveloppe convexe de
1a nowille 1), puis,
- définir ce que peut €tre 1a “moyenne” des inter-
sections Torsqu'on considére toutes les droites du
plan qui coupent la neuille.

On arrive ainsi, comme nous allons le veir avec
l1a for mule de Cauchy-Crofton, au concept de
géométrie intégrale :

m@) =a + 3b + 2¢

Projetez 1a courbe suivant une direction dennée
et calculez 1a mesure de 1'ensemble des segments

projetés, multiplicités comptées.

Faites varier la direction de projectionde O & o
et faites 1a moyenne des mesures, divisez par 2 et
vous obtiendrez 1a longueur de 1a courbe :

Longueur {C) = llet’lfmia )48

Deuxiéme approche :

Des aiguilles pour une nouille
Pas facile, me direz-vous, de calculer toutes
ces mesures, méme si 1'on ne choisit que quelgues
directions pour avoir une mesure approchée.
Exact ! Alors voici encore une méthode pour
pprocher 1a nouille au ptus prés -

=)

Yous voulez mesurer les segments projetés
suivant Ta direction de ces paralléles.

Ce réseay vous permet de le faire en ne
comptant que des points d'intersection. La mesure
est alors voisine de :

nombre d'intersections
4
distance entre 2 droites

Ainsi, ici, suivant 1'écartement choisi, on
trouve : 3x Zou?x lou 1dx 0,500 ...

Plus 1'écart est faible plus 1a mesure est
proche de 1s réalité .

Cela vous rappelle sans doute quelque chose |
Mais oui | Mais c'est, bien slir {1}, les aiguilles de
Buffon . Ce probléme est, en effet, 1"ancétre de la
géométrie intégrale. En 1777, Buffon énongait :
par rapport 4 un ensemble d'aiguilles de longueur
L lachées sur des lames de parquet de largeur d, 1a
proportion d'aiguilles qui coupent une rainure est
voisinede : P = 2L79d ,moysn commode pout
obtenir une banne approximation de ».

[ cf Te spécial o du Nouvel Archiméde]
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Derniére approche -
quadrillage au rétro-projecteur

Toutes ces mesures peuvent se faire aisément 3
1'aide d'un transparent sur lequel serait dessinée la
courbe {ou, I'inverse pour les éléves : une courbe
polycapiée placée sous un réseau transparent de
droites quadrillées}. L'avantage d'un tel procédé est
de pouveir facilement changer de direction et
d'avoir, avec tous les groupes de la classe, une
multiplicité de mesures en faisant glisser une
feuille sur Tautre.

Derniére méthode:
Un quadrillage , une courbe; 1'un des deux sur un
transparent.

f‘\ h

SSRTHHA

Comptez les intersections du quadrillage avec Ta
courbe, tournez a feville transparente {ou
Vautre) 4 45°, faites 1a moyenne, multipliez
par 7 et divisez par 2 |

Yous chtiendrez une ou plusieurs bonnes
approximations de Ta longueur réelle de 1a courbe.

GENERALISONS :
Le périmétre d'une surface convexe.

Yous connaissez tous, bien siir, 1a formule
donnant le périmétre d’un cercle : o x diamétre
Cette formule se généralise, en géométrie

intégrale, a toute surface convexe:
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Le périmétre d'une surface plane convexe est

égal & o multiplié par ta “moyenne” de tous les
diamétres de 1a surface.

Comment obtenir ces diamétres ?
En projetant 1a surface dans foutes les directions !
Si vous ne le faites que dans quelques- unes, vous
obtiendrez ure approximation du périmeétre réel.

On a ici une moyenne des quatre diamétres égaiew
§:(dy +dz + d3 + dgy/4 soit 4,08cm

multiplié par 7 : 12,81 ¢m

pour un périmétre réel de12,85cm, & peu prés .

En fait, ces mesures sont 1es applications & rﬂz,
d'un résultat plus général de géométrie intégrale,
trouve par Cauchy - Minkowski, et donnant 1z

mesure de 1a surface latérale d'un corps convexe
dans un espace de dimension n:

cest le produit d'une constante Cp par la
moyenne des mesures des projectionz de ce corps
sur tous les hyperplans de TR® |

Quid de cette constante ?

ENe s'sbtient par une formule récurrente de la
fagon suivante ;

Cp=Rn-1_(p-1)fnz1

¥o-1 Ap-2
ol Ap-1¢t ¥p-1 désigrent 1'sire et 1e volume
de 1a sphére unité dans |IRN-
On a, directement :

1 n-3.
Cp = (n-1) [(1-x2) 7 dx

L Vous pouvez le vérifier pour iR et [RZ 1!
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Probléme : Combien mesure
1a surface d'un ccuf?

Cela vaut bien 1a longueur de 1a nouille !

Les résultats précédents doivent permettre
d'approcher le résultat par une succession de
projection par un faisceay de Tumiére paralléle,

sur une feuille de papier. On passe ainsi & la
dimension inférieure.

On fait 1a moyenne des mesures de ces surfaces,
on multiplie par la constante ad-hoc 2t 'ceuf gst
dans 12 sac |

Mais au fait, cette constante, c'est qum‘?

Pour une ligre du plan, c'est un demi,

pour un périmétre de surface plane, c'est 7,
mais dans 1'espace ?

Deux fagons de s'en sortir , la formule ou le cas
particulier bien connu :

{ -3
- la formule : C, = (n-13 ]1(1-):2}2 dx .

Elle s'utilise ici pour n=3 i

- le cas particulier : la surface d'un ceuf trés
particulier, une boule de rayen unité. Ses projec-
tions, dans toutes les directions, sont toujours les
mémes : un disque de rayon unité.

Yous avez trouvé ? Oui 11! c'est pas 7, c'est 4
1 ne reste plus qu'a mesurer les surfaces
projetees. Avez-vous une idee 7

LA SURFACE D'UN CEUF!!

RE bAR PEZ
LE TRMM"-
e (”"

fJ,mMLE A GAUCHE
{ ET 3€ Pongfa GAVCHE

o

,___.._
NCOIE ch¢9
ADﬂmrs e

0d V'on retrouve Monte-Carlo.
Des points au hasard dans un carré.

" Dessinez un carré de 10 sur 10 centimétres.
Placez, au hasard, 100 points dans ce carré.
Attentioni! au hasard!!! Le hasard se construit
grace & une liste de nombres pseudo-aléatoires.

Tirez de cetie liste 200 nombres entiers
compris entred et 99. A chague couple de nombres
faites correspendre un peint du carré en prenant le
millimétre comme unité.

Combien y a-t-il sur 1'ombre projetée de }'eeuf 7
Par rapport aux 100 points jetés au hasard sur le
carre, la proportion de points sur 1'ombre est une
bonne approximation du rapport des aires des deux
surfaces: le carré et 'ombre.

Multipliez les mesures, multipliez le nombre
de points et vous aurez une approximation encore
meilleure de 1 mesure réetle de cette ombre..
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0 'on retrouve 3,14159__

Ls méthode précédente, utilisée, pour mesurer
une surface plane quelcongue, &3t une excellente
simulation pour retrouver l'aire d'un disque et,
comme chez les Grecs, son rapport au carré qui
T'enveloppe au plus prés .

~Uncarré decoté 10¢cm,
un disque de diamétre 10 cm.

£t des points, au hasard.

Qui a-t-i1 de changé par rappoert & la question
precédente me direz-vous ? Apparemment rien.

Sauf que tout peut 8tre traité par calculatrice
et petite programmation :

Chagque fois qu‘un couple de nombres est tiré su
hasard, vous pouvez faire tester par votre machine
si e point correspondant est & 1'intérieur ou &
V'extérieur du disque. Ajoutez un compteur & votre
programme et vous verrez votre suite de rapports
se rapprocher petit a petit de w74,

Pour gimplifier, vous pouvez encore
simplifier la figure et n'en prendre que le guart.

Cette méthode peut aussi 8tre utilisée pour
calculer le wvolume d'un corps dont on connait
Y'équation de 1a surface. Par exemple une boule.
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0i 1'on retrouve 1a touche RANDOM

Une bonne méthode pour tester la qualité des
suites de nombres pseudo-aléatoires est le
remplissage d'un carré par des points aléatoires.

¥oici deux exemples de tels carrés.

L'un est rempli & partir d'une belle fonction
periodique et pas l'autre. Pouvez-vous deviner
lequel? - : .

R LRCAPR
oo

L}
v

En laissant les poinds s'accumuler dans le
carré, vous verrez des zones daccurnulation se
former ou des cycles se constituer plus ou moing
rapidement, signes de réguiarités .

Plat-Matériel:

Yous trouverez dans ce journal deux carres de
500 et 1000 points aléatoires. Polycopiez-les ou
photocepiez~les sur un ou deux transparents, en
les ag randizsant si vous le pouvez. Attention sux
erreurs de photocopie : des points peuvent
apparaitre en plus si vos instruments sont tachés i

MB :les carrés sont tels qu'en les agrandissant
vous obtiendrez des carrés de cotés ZGom. ©




=—=AU RYTHME DES ALGORITHMES=—

RANDOM a HASARD | ce qui appartient a I'aléatoire.

Randanr sembie 8ire v de ces REMOreux Mols du 1rancais médievsl qu¥i
Aous revient toul droit dangleterre entouré dune pragéniture donteuse -
randoemisstion. rendomiser {vair vatre { srousse oy Kabtiert). fruoit dvne
CUFE 68 Jeunesse gu il vaul mieuy gublier

Au Xiléme siécie Randon donpers rangennée gui signifie “rourse
impétueuse” { impétunsité ast Jide oux 5iéas de 7'impuision. un

mouvementl de lype brownien en gueigue sorig

Alea jacta est , et allons—y 1§

Les primitives RANDOM et HASARD selon les
langages, générent des nombres aléatoires. _

On peut faire comprendre aux éléves Je fonc-
tionnement de ces primitives en Teur proposant des
algorithmes simples qui produisent des suites de
nembres sléatoires. Par exemple :

1. Choisissez un décimal COmpris entre 0 et 1,
ayant ai moins cing décimales ¢ ex - 0,72131)

2_ Multipliez-Te par 137 fon trouve 9§,83043)
3. Otez 1a partie entidre { on sbtient 0,63043)

4. Prenez les quatre premiers chiffres de 1a suite
décimsle { B043) ‘ '

3. Relournez en 2 avec le résyltatde 3

Gn obtient, avec cet exempie, 1a syite
8304 7639 3406 6717 0352 _

Cette méthode est tributaire du multiplicateur
(ici 137) appelé le générateur etdu nombre de
départ, le géne. On comprend mieux, par exemple,
pourquoi la primitive random du basic Thomson
donne toujours les mémes nombres aléatoires, Cela
pourrait Etre évité si le générateur se mettait en
route § 1'allumage de V'ordinateur et non & 1'appel
de 1a touche RND. o

Un palliatif consiste & introduire une houcle
d'sffectation y<- - RND avec tout test d'arrét -
“ appuyer sur une touche oy arriver & une valeur
donnée par vous oy prise par le programme™.

L'ordinateur simule donc de facon délibérée et
artificielle un  contexte pseudo-aléatoire - des
résultats déter ministes miment | ‘aléatoire .

Ce contexte est rarement utilisé di rectement et
censciemment par les éléves qui- utilisent peu
souvent, trop peu souvent, 1a touche Random.

Flongez dans 'al2atoire !

L'enseignant est mieux placé pour utiliser le
hasard avec ses programmes oy 323 logiciels .
En voici guelques exernples
* Entrafrement au caleul par des exercices
répetitifs {génération de nombres différents pour
un méme modéle de calcul ),
* Travaux géométriques : placer des points ay
hasard sur Vécran pour fevoriser Vénoncé de
propriétés générales puis leurs démoenstrations,
* simulations de Ja réalité {of articles sur hasard
et simulations),

Développons ici deux de ces simulations :
* le jet de dés, de piéces, ...
*1a reprézentationd‘une réafité :arbre, cote mari-
time, montagne, résesu fluvisl, stc . 3 partir du
modéle des fractals trés 4 1a mods actudlement.

Axbre fractsl ou rvidpe ?
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Séries statistiques et modéle probabiliste:
Demandez le programme 11

Reprenons V'étude sur Tenfant et 1e hasard :
Effectuer des tirages avec remise dans un sac
contenant cing pions, trois blancs et deux noirs.
Tirer un noir correspond & tirer 1 ou 2 parmi
les entiers comprisentre 1 et 5.
precédure “ tirage ™
” -

‘OUR TIRABE 7

DONNE “ N OCONME " B D DONKE "NT "D

TIRE

FirM

POAIR TIRE

gi {NT = 100[3TOP]

DONNE & | + HASARD S

DONMENT 1 + :NT

10U A=1 A= 2[EC "NDIR DONNE "N 1 + :N]
(EC "Bl ANC DONNE ‘B 1 + B]

ECPH :NT PH HNPH BPH N/ NT BsONT

JuITE

FiN

POUR SUHTE

41 TAUCHE? |TIRE] [SWITE]

FIM

POUR LDDESORANDS NOMDRES

DONNE ™t 0 CONNE "B D DONKE "NT 2

TR

FIN

POUR TR

g} <NT = 50000 [9TDP]}

DOKNE =k | + HASARD 5

DOMME “HT 1 + -NT

10U A=1 :h=2[DONE "N 1+ Nl [DOMNE "D T Bl

41 E0AL? RESTE T 100 0 [EC PH NT PH NFH BPFHN
TR MY B7 T
Fird

.

N et B sont 1es nombres de pions noirs et blancs
tirés pour NT tirages. Les procédures TIRAGE, TIR,
SUITE permettent aux éléves de simuler Vexpérien-
ce tirage par tirage pour NT = 100

Dans un deuxiéme temps, on peut approcher la
1oi des grands nombres et obtenir Técriture des
résultats tous les cent tirages par exemple.

(uand on est pressé, on peut obtenir ceci :

NT | B Noirs Blancs
20000 7989 12011 0,39945% 0,60055%
Z0000 11999 18001 0,399966 0,600033

i1 reste aux &léves 3 bien perceveir et utiliser
cette simalation, et 4 juger de 'apport de 13 procé-
dure“1oi des grands nombres par rapport a"tirage”

D'autres  procédures  peuventainsi étre
construites pour simuler un lancer de des et
obtenir "au moins 5" ou “ au meins 77 quand on
lance le dé deux fois de suite, ou pour gue le second
résultat soit supérieur au premier, pour que B
soit obténu & au moina 1'un des 1ancers, ...

On peut imaginer aussi des lancers de pieces, ...
Les situations ne manguent pas, il reste & en faire
1'analyse didactique et de voir comment se met en
place 1e modéle probabiliste sous- jacent.
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Arbres {ou riviéres) fractalisés.

Le modéle probabiliste d'un arbre fractal {et
hivernal, & cause du mangue de feuilles !} permet
d'écrive 1a procédure suivante
POUR. ARDRE - L
91 : 1 < 103 [STOR]
AV :L
TD 60 ARBRE :L/2Z
706105 ARBRE :L/2

10 45 RE :L
| FIN p

Cet arbre gui, chaque année, produit deux
nouvelles branches qui s'écartent exactement de
60° et 45° de 1a précédente, reste figé dans sa régu-
larité. L'introduction de a primitive HASARD per-
met d'engendrer des irrégularités aussi foisonnan-
tes que dans 1a nature {cf pour cela les travaux de
8. Mandelbrot sur les Fractals . Ed. Flammarion)

{ POUR ARD L : A : B .
w31 1L 10 [3TOP]
AL
T A
ARB : LA[1.1 + 1 3HABARD 10110 + HASARD A 10+
o AT B HAS ARD <Ef
ARD - LA[1.1+ 1 *HASARD 10] 10 v HASARD A 10+
T HRE L HaSARE B
e b
Cette procadure rend al2atoire }ecartement
des branches et leur longueur.Les données initiales
peuvent également Etre détermi nées au hazard.
Yous pouvez sussi abtenir aleatgirement 2, 3
ou 4 branches & chaque nouvel appel récursif!
Envoyez - nous vos solutions, e PLOT les publiera.

Planche de Galton et analyse récurrente

Une rapide analyse récurrente de 1a planche de
Galton, Etudiée par silleurs, permetdedéfinir V'appli-
catian NC de tN¥ dans IN quiaux coordonnées 4'un
point associe le nombre de chemins pour y arriver:
-x=0ouy=0:NC{x, y}=1
—sinon:NC(x,yy =NC{x-1 u}+ NC{w ,y-13
car P peut §tre atteint & partir des points PlouP2

X Pl 4) A |
On retrouve, bien siir, les coefficients du trian-
gle de Pascal : NC{x , 4} représente le nombre de
sombinaisons de x ou y eléments dans un ensembie
3 x + yéléments Et voici 1a procédure récursive:

( POURRGC :¥:Y h
31 (1) EBAL? ;% 0 EBALT : ¥ NC O [RENDS 1]
RENDS SOMMHE NE : K—1 : ¥ NC ¥ :¥-1
FIN '
POUR PASCAL : N : P
YT DDNNE “TEMTE PH "CMOT CAR 4D MOT NHDT",
MOT : FCAR 41

EC PH : TERTE PH" = NC P BIFF N £
FH

Yoir bibliographie page 48
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A-P;OT-STROPHE

A 2ous ceux gui art spprécié son premrier livee (cf aplolsirophe n* 34}
al. hien sgr suy Sulres, Jecgues L ubezanski propoase | sux ed0flions Cédic-
Nalhan lreize nouvelles Irigndises” mam,emaa'myes gui devraient 1aire

le régal de checui .

Son Tivre s'adresse sux enseignants comme aux
&léves et j'ai puvoir avec étonnement des léves de
guatriéme se jeter sur la premiére de ces
friandises et vouloir tout savoir sur “Comment
réussir 1e triangle quel -con-que”.

C'est un signe positif de 1'évolution de certains
auteurs, pas assez nombreux encore, qui veulent
rendre les mathématiques accessibles & un large
public: construire des textes que le lecteur, méme

non Caverti® puisse entamer et comprendre en
partie.

Un lecteur "averti” en vaut deux ! Mais un
lecteur, méme “sverti”, ne fait au plus qu'un
acheteur ! i1 est étonnant gue les éditeurs et les
auteurs de lvres de mathematiques ne 3'en soient
pas encare rendu compte 1 ndlr.

Le probléme posé, au moins, doit pouvoir étre
compris par e lecteur, méme 3'i1 ne saisit pas
toujours toutes les finesses dez solutions .

Reste aux auteurs 4 faire aussi 'effort de bien
différencier pour le lecteur ces deux parties: ce
tqui peut tre 1u comme 4n Foman $ans connaissan

ce particuliére et ce qui demande, par exemple un
papier et un crayon.

r

Revenans aux treize friandises.

Ure présentation plus agréable, moins éclatée
que dans le premier livre. Les problémes sont
suivis de sclutions détaillées, le towt fort bien
itlustré de dessins "3 1a Tunton Lulu™,

Comme dans le livre precedent, fous les
problémes peuvent Etre étudiés avec, au plus, les
outils mathématiques d'un éléve de Tycée.

Quelques-uns des problémes ont déja &6
abordés dans le bulletin vert de 'Apmep ou dans
des jourpaux régionaux comme 1'Quvert, Sans
tambour ni trompette ou le PLOT.

Derniére rernarque : 1"'auteur cite chaque fois
sources, premiéres publications et 0r1g1ne de
1'idée quand elle n'est pas de lui. Attitude qui est
d'autant plus rare qu'elle mérite d'étre remarquée.

Alors, n'hésitez pas, si vous cherchez & renou-
veller votre garde-robe pédagogique, faites -le
aussi acheter par votre documentation pour qu'il
profite & tous.

Titres de douze des treize friandises :

Sur proposition de 'auteur, vous trouverez oi-
aprés le début de la treiziéme qui est en fait, et
¢'est logique, 1e début de la neuvigme 111

1. Comment réussir un triangle quelcengue 7
2. Comment partager {équitablement) un gateau 7
3. La recette du "Kaprékar®.
4_ Un peu, beaucoup, énormément . pas du tout?
5. Le centre de gravite a toutes les sauces.
6. Les abaques attaquent !
7. Qu'est-ce gqu'un petit gros 7
8. Lutte des classes dans un nuage.
9. La recette du capitalisme sauvage 1
10. Les “caisses rapides” des supermarchés .
11_ £t pourtant, elles tournent !
12 Mais ou est le troizsiéme arbre ?
13, Maths en kit | :

Yous remarquerez qu'une bonne partie de ces

sujets ne sont pas sans rapport avec ce deasier,

[ Avant de passer au prelude de 1a neuvieme, voici )
pour finir, trois petits problémes-choes :
- Tirez, au hasard, trois nombres entiers. {uelle
chance avez-vous pour que ces nambres soient les]
mesures des cotés d'un triangle ... quelconque 7

{nous voug renvoyons au titre n® 1 &t au Nouvel
Archimede n®9 de septernbre 86).

- Coupez 3 barres suivant les longueurs ci- dessus
(uelle chance avez-vous de trouver .. le centre

de gravité du triangle formeé par ces 3 barres 1 7
- Tirez au hasard 2 nombres entiers. Quelle chance

avez-vous pour qu'ils soient premiars entre eux 7
% r
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=LA RECETTE DU CAPITALISME SAUVAGE =

ou jouer avec son argent ...et celui des autres

JOUER OU NE PAS JOUER :

Que décidez-vous dans les deux cas suivants ?

ne pas jouer ne pas jouer

gagner

Les carrés O représentent la décision & prendre ; les ronds O le
tirage au sort; et les nombres les probabilités.

Ces deux problémes sont identiques, aux sommes mises en
jeu prés. )
Dans le premier cas vous pouvez décider de jouer. Dans le second
vous pouvez hésiter. Pourtant, dans les deux cas, le calcul de
I'espérance mathématique donne O sivous ne jouez pas et un gain
espéré (2,5 F et 2500 F) si vous jouez : il «faut» donc jouer |

Tout ceci pour dire que notre attitude face & 'argent dépend des
sommes mises en jeu, et que le calcul de I'espérance mathéma-
tique est peut-8tre insuffisant pour prendre une décision.

Pour pallier cette insuffisance, on va essayer de coder, de chiffrer,
votre attitude face & I'argent et au risque d'en gagner {ou d'en
perdre). :

Le principe est simple: on va essayer d'attribuer une valeur
subjective (et relative & I'individu qui doit prendre une décision),
3 tout gain et 3 toute perte, pour les sommes mises en jeu par le
probléme étudié.

Pour vous cette loterie est équivalente & la double loterie :

10000

cette loterie est équivalente
a0 F pour vous
—~5000 (carp y vaut 0,75)

008 e lle-ci 4 10000 F

{gain certain}
—~ 5000 ]
Car dans la loterie de gauche il y a une probabilité :
0,5x0,75+ 05 x 1=0,875 de gagner 10000 F
et 0,6 X 0,25 + 0,5 x 0 = 0,125 de perdre 5000 F).
On en conclut que si p vaut 0,875 dans la loterie {gagner 10 000/
perdre 5 000), un billet vaut 1 000 F pour vous.

ou encore

® A ce stade nous avons donc le graphigque suivant :

On pourrait préciser lacourbe
tracée en vous posant d'au-
tres questions, relatives a
d'autres loteries construites
sur le méme modéle.

Notons au passage que la
courbe d'un individu ne rai-
sonnant qu'en termes d'es- P
pérance mathématique serait | |/~

ta droite tracée en pointillé.  _5g, 01000 5000 16000

Plus votre courbe s'éloigne de cette droite, plus forte est votre
aversion pour le risque. .

Pour des individus aimant jouer au point de payer pour cela {vous
n'avez jamais vu ¢a?), la courbe passerait en dessous de la
droite.

A partir de cette courbe, on peut calculer ta valeur, pour vous, de
toute somme comprise entre — 5000 et + 10000.

Votre fonction d’indifférence

Reprenons notre probléme de décision ; jouer ou ne pas jouer &
une «oterie» qui me fait gagner 10000 F une fois sur deux,
perdre 5000 F une fois sur deux.

Imaginons que les probabilités de gagner 10000 F et de perdre
5000 F ne soient plus égales :

Notons p la grobabilité de

gagner 10000 F.

10 000
Il est s(r que pourp =1, £
VvOus accepteriez de jouer:
c¢'est un gain certain de 1—p ~~=5000

10000 F

!
0875 —————— ¥
075 - — .
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On peut également affirmer que Sourp =0, vous refusez de jouer :
c’est une perte certaine de 5000 F. Si vous avisz en poche un
biltst pour une telle lotarie, vous le donneriez avec joie 4 quiconque
en voudrait |

Si jaugmente petit & petit la valeur de p, en partant de O, et si je

pose toujours la méme guestion : « Vous jouez ou non ?»il est rai-

ggnnabig de penser qu'a partir d'une certaine valeur de p, vous
irez oui.

En d’autres termes, qu‘a partir d'une certaine valeur de p, vous ne
donneriez plus votre billet de la loterie : il commencerait & avoir
une certaine valeur, pour vous. .

Ce useuify dépend de chacun, de son gotit du risque et de ses
moyens financiers.

® A titre d'exemple, supposons que ce soit pourp =0,7b. On est
alors dans la situation suivante : '

si la probabilité p est

0 ‘0,75| 1

un billet pour la 1 _ i
loterie vaut pour vous : 5000 0 10000

On va compléter ce tableau pour suffisamment de valeurs de p
entre O et 1 pour étre capable de tracer une courbe.

Pour cela, on va introduire des loteries annexes et on va vous
demander combien vaut pour vous un ticket pour une telle loterie,
combien vous accepteriez de le vendre : continuons notre exem-
ple avec la loterie suivantg ¢

Un billet pour une telle loterie vaut
quelque chose, puisqu’on ne peut pas
perdre !

0
Suppesons que, aprés y avoir réfléchi,
vous acceptiez de le vendre, mettons

%)
o(
10000
1000F.

Si donc vous étiez face & un probléme de décision ot des sommes
de cet ordre étaient en jeu, il suffirait de remplacer ces sommes
par votre wndice» personnel lu sur la courbe, pour évaluer
votre choix.

® Revencns a notre probléme initial :
- NE pas jouer, pour vous, e pas jouar: OF équivalent 0,75

est équivalent A lindice

0'75: 0000 F

j 1 ivatent 1
- jouer, pour vous, est a2 équivalent
équivalent & : jousr os

05x1+05x0=05 ~5000F aquvalent 0

Conclusion : vous ne jouez pas a cette loterie (caonsen doutait un
peu, mais la réppnse n'avait pas encore été donnée).

L'avantage de cette méthode est gu'elle permet un chiffrage de
toute loterie, en respectant I'attitude du «déeideurn face au risque
et a l'argent.

LY

® Autre exemple :
gue choisirez-vous dans le cas g

. 2000
présenté ci- contre ?

1000

On calcule les équivalents d’aprés votre courbe : pour 2000, on lit
0,9, d'oll pour la branche supérieure :

0,4 0,75+ 0,6 X 0,9 =0,84 3 comparer avec I'équipement de
1000 qui est 0,875.

Conciusion: la certitude de gagner 1000 F pour vous estpréféra-
ble & la loterie : «gagner 2000 F avec une probabilité 0,6 ou ne
rien gagner avac une probabilité 0,4.»

Biblio sur aléatoire et algorithme

- Arthur ENGEL :

Math d'un point de vue algorithmique, ou, en réédition,
Math et informatique.

Edition Cédic-Nathan - 19789 ou 1986.

- Roger SEDGEWICK : Algorithms.
Edité en anglais par Addison-Wesley - 1983.

- 0. KNUTH : the art of computer pro ramin?.
Edité en anglais par Addison-Wesley - T1 - 1968.




