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EDITORIAL

Un éditorial en forme de dernier appel & abonnement
pour les quelques 150 abonnés 90 qui n’ont
toujours pas renvoyé leur enveloppe timbrée!
Que leur dire?

1 991 est, pour le PLOT, une année de relance des dossiers.

Et pas n’importe quels dossiers puisqu’en plus des trois numéros a venir
qui seront des dossiers «ordinaires» (redessinez I'espace en mai, le
zéro et I'infini en octobre et les ateliers du trés prochain congrés de
I’Apmep en mai en Guadeloupe), oui, en plus de ces numéros nous
allons vous offrir 2 livres-objets, en couleur, couverture cartonnée, qui
seront alire avec du scotch et du papier Canson. Deux dossiers spéciaux
pour vous et vos éléves, avec des sujets inédits et originaux:

— «Le secret des pavages» de Raoul Raba fen avril et

— «Maths en piéces» de R. Torrent et M. Darche en septembre.

1 991 , une année de mise en route pour la collaboration éditoriale
entre le national et les régionales. Le PLOT propose a toute équipe
régionale de 'Apmep, a partirde 1992, de gérer entierement le rédaction-
nel d'un numéro du journal. Ga se prépare dés cette année.

1 991 voit la mise en circulation de mini-expositions pour les écoles,
coliéges et lycées. 12 panneaux et 12 manipulations faciles a emporter:
— «jeux et mathématiques», coproduite par la FFJM et TADECUM,
— «Pythagore, nombres, figures et conjectures» produite par
'TADECUM et Centre-Sciences, le CCSTI de Ia région Centre.
Drautres sujets sont en préparation sur les mathématiques,
renseignez-vous auprés de Centre-Sciences.

Voila! 3 raisons au moins de vous réabonner

avant d’avoir fini la lecture de ce numeéro.
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LES MATHEMATIQUES

AUJOURD’HUI

Michel DEMAZURE - Paris
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A celte occasion nous publions ci-dessous un résumé
de la conférence qu’ll fit en 1988 a La Réunion & I'occasion
de la premiére présentation de I'exposition Horizons Mathématiques.
C’est aussi 'occasion d’'annoncer que cette exposition
va a nouveau circuler dans les iles de I'Océan Indien.

Michel Demazure, mathématicien a I’Ecole Polytechnique, \
vient d’étre nommé Directeur du Palais de la Découverte
en remplacement d’Etlenne Guyon ,
lui-méme nommé Directeur de I'Ecole Normale Supérieure.

Les mathématiques sont une activité fort
ancienne : les plus vieilles tablettes ma-
ihématiques qui nous sont parvenues
datent de 2400 av. J.C. et les mathémati-
ques sont présentées comme science
déductive depuis Euclide (300 av. J.C.).
En dehors des mathématiques occidenta-
les qui nous viennent des Grecs parlinter-
médiaire de I'lslam, il y a eu dans le passé
des courants mathématiques autochtones
(Japon, Chine, Inde, Amérique précolom-
bienng), mais aujourd'hui cela a disparu
pour faire place & une culture mondiale ;
les mathématiques sont devenues univer-
selles.

Il'y a plus de mathématiciens vivants que
morts, & peu prés 20.000 actueliement
dans le monde. Tous les ans, 300.000
nouveaux théorémes sont démonirés et
publiés dans 500 revues périodiques. Des
journaux consacrés a répentorier les au-
tres publications ont été créés. Le plus
répandu, Mathematical Reviews, atteint
presque 4.000 pages par an et les articles
y sont classés en une soixantaine de
spécialités divisées en 3.400 sous-spécia-
lités.

Tous les quatre ans a lieu un Congrés
international des mathématiciens mais
les échanges sont permanents entre ma-
theux concernés par les mémes sujets.
C'est lors de ces congrés que sont attri-
buées les Médailles Fields 4 des mathé-
maticiens agés de moins de 40 ans pour
des travaux jugés exceptionnels par une

commission internationale. C'est un peu
Féquivalent pour les mathématiques du
Prix Nobel. La petite histoire dit que Nobel
avait une femme jeune et jolie qui était
amoureuse d'unmathématicien etque c'est
pour ¢a qu'il n'y a pas de Prix Nobel en
maths ! La France a obtenu & ce jour cing
meédailies (Laurent Schwarz en 1950,
Jean-Pierre Serre en 1954, René Thomen
1958, Alexander Grothendieck en 1966 et
Alain Connes en 1982) et se situe au
deuxiéme rang mondial aprés les Etats-
Unis.

Que font les mathématiciens ? Leurtravail
est de résoudre des problémes issus de
sources variées, de démontrerdesthéoré-
mes, des résultats nouveaux. On constate
dans histoire une alternance de périodes
de consolidation et de développement des
méthodes et de périodes d'expansion et
d’avancéesdanstoutes les directions. Pour
utiliser une analogie militaire, il y a des
moments ol I'on stabilise le front et des
moments ol I'on tente des percées. Pour
se limiter & la période récente, on peut dire
qu'il y & eu consolidation entre 1955 et
1975 et expansion depuis.

Les moteurs de la recherche enmathéma-
tiques sont au nombre de trois. Il y a
d'abord la curlosité : les mathématiciens
cherchent souvent dans des directions
décidées par eux-mémes, sans souci
immédiat d'applicahilité méme s'il est fre-
quentque desrecherches «gratuites» aient
plus tard des applications inattendues.
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Ensuite {a nécessité interne aux mathé-
matiques : la résolution d'un probléme fait
surgir de nouvelies questions et ainsi de
suite. Enfin il y a bien sdr une source
externe :les besoins de la science et de
la technologie, notamment de la physique
théorique. On trouve la les frontieres des
mathématiques dans leur interaction avec
les sciences de lingénieur, la physigue
théorique et plus récemment Finformati-
que.

Au cceur de l'activité mathématique, une
place essentielle est tenue par les grands
problémes. Ce sont eux qui provoquent
un changement de formulation des ques-
tions et une réorganisation des théories.
Leurrésolution nécessite parfois plusieurs
siécles de recherche et comporte des
rebondissements inattendus. Voici quel-
ques exemples :

— Le probléme des trois corps : il s’agit
de décrire les mouvements de trois corps
{par exemple le Soiell, la Terre et la Lune)
soumis 2 lalotde I'attraction universelle de
Newton. Lorsque deux corps seulement
sont en présence, ¢'est facile ; dés qu'ily
en atrois, la tache devient gigantesque et
ce probléme est a l'origine d'importants
développements de mathématiques pu-
res en théorie qualitative des éequations
différentielles, topologie, topologie algé-
brique, analyse fonctionnelle, géométrie,
théorie des groupes... Un exemple de
rebondissement imprévu : au milieu du
XlXe siécle, Delaunay a mis vingt ans &
calculer les équations de la Lune a la
satisfaction de tous les navigateurs et
récemment son travail s’est retrouvé & 1a
mode comme moyen de vérification des
logiciels de calcul symbolique.

— La description des nombres pre-
miers : depuis qu’'Euclide a démontré que
'ensemble des nombres premiers est infi-
ni, oh cherche a déctire cet ensemble de
diverses fagons. A la fin du XVllle siécle,
Gauss et Legendre conjecturent la validité
de formules empiriques donnant le nom-
bre de nombres premiers inférieurs ou
égaux a un nombre réeldonné x (ily en a
environ x/inx). Ce résultat ne sera démon-
tré qu’a la fin du XiXe siécle, soit un siecle
plus tard, par Hadamard et De La Vallée
Poussin en faisant appel a la théorie des
fonctions analytiques d'une variable com-
plexe. Une autre voie pour décrire les
nombres premiers consiste a trouver des
critéres permettant de déterminer si un

nombre donné est premier ou non. Cette
question a regu un regain d'intérét depuis
une dizaine d'années avec les systémes
de codage basés sur ia factorisation en
nombres premiers et effectivement utili-
sés par les banques.

— La conjecture de Fermat :

Fermat avait affirmé que pourn>3, 'équa-
tion x" + y* = z" n'a pas de solution en
nombres entiers non nuls. Une équation
diophantienne est une équation dont les
coefficients et les inconnues sont des
nombres entiers ou rationnels. Quelques
exemples célébres ont été donnés par
Diophante et Fermat, dont celui cité plus
haut. Ce genre de question a longtemps
fait partie des «mathématiques amusan-
tes». Or l'analyse diophantienne s’'est
construite par mutations successives jus-
qu'a engendrer une partie de l'algébre et
dela géométrie algébrique modernes. Tout
récemment, le mathématicien allemand
Faltings a obtenu une médatlie Fields en
1986 pour avoir démontré, en utilisant des
notions issues de presque toutes les bran-
ches des mathématiques, une conjecture
de Mordell datant de 1922 : une éqguation
diophantienne & deux variabies n'a qu'un
nombre fini de solutions, & I'exception de
deux familles d'équations connues. Ainsi
I'équation de Fermat n’a qu'un nombre fini
de solutions. Le plus surprenant est que
I'analyse diophantienne a trouvé de nom-
breux champs d’application en informati-
que, mathématiques discrétes et codage
de linformation.

On pourrait citer encore 'hypothése de
Riemann qui, si elle était démontrée,
pourrait bouleverserlestendances actuel-
les de la recherche en mathématiques ou,
parmi les problémes résolus, la quadra-
ture du cercle et le théoréme des quatre
couleurs. Notons que ce dernier, qui dit
qu'onpeut toujours colorier une carte avec
au plus quatre couleurs de sorte que des
pays limitrophes aient des couleurs diffé-
rentes, et qui a été démontré récemment
gréce A de gros ordinateurs, est un pro-
bléme isolé qui, contrairement aux autres,
wa pas entrainé de développements fé-
conds.

Dans I'économie, les mathématiques
jouent un réle de plus en plus important
grace au développement de I'informatique
et du calcul scientifique, et aux possibilités
de modélisation et de simulation qui en
résultent. On utilise de gros ordinateurs
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Image de "la spirale des
nombres premiers” de Ulam.
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pour prévoir le temps qu'il fera, pour des
problémes stratégiques, pour analyser
presgue instantanément I'état des mar-
chés boursiers et tirer profit de minimes
écarts de cours. Avec une puissance de
calcul suffisante, on peut remplacer des
essais coliteux par des simulations numé-
riques : le calcul des déformations d'une
voiture lors d’'un choc est plus avantageux
que la destruction de centaines de véhicu-
les, le dessin de la voilure de I' Airbus A320
a nécessité cinq techniques différentes
fondées sur des résultats de recherche
fondamentale (mécanique des fluides,
équation d'évolution, approximation nu-
mérique, triangulation, calcul numérique
puissant) qui remplacent peu a peu les
essais en soufflerie. La simulation est par
ailleurs incontournable lorsqu’il mest pas
possible d'expérimenter. L’étude de la
stabilité du systéme solaire (3 degrés de
liberté par planéte, soit 27 degrés de liber-
té en tout) nécessite des calculs extréme-
ment complexes et on tente actuellement
des applications au calcul des glaciations.
Dans la conquéte de l'espace (recherche
d’'une orbite permettant le retour des Apollo
par exempile), la modélisation et la simula-
tion numeériques sont indispensables eton
ne peut se permettre d'erreur si I'on veut
assurer le retour des astronautes ! D’im-
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Airbus - Centre de calcul vectoriel
de Palaiseau !

portantes recherches sont en cours en ce
moment en France dans le cadre du projet
de la navette Hermés.

Face a cette explosion des mathémati-
ques etdesbesoins en mathématiques de
la société se pose actuellement en France
le grave probléme du recrutement et de la
formation des mathématiciens. Va-t-on
vers une pénurie de mathématiciens ?

On constate une stagnation numérique
des séries scientifiques dulycée :leurpart
dans 'ensemble des bacheliers a cons-
tamment diminué de 1975 (15 %) a 1983
(12 %), et si elle a un peu remonté depuis
1984, elle reste insutfisante. Par ailleurs,
I'Université produit environ 1.000 licenciés
de mathématiques par an qui devraient
tous devenir professeurs de mathémati-
ques pour faire face aux besoins !

La nature de la formation donnée actuelle-
ment aux futurs scientifiques est elle aussi
sujette & caution. En France le systéme
des classes préparatcires et des grandes
écoles d'ingénieurs fait que les meilleurs
vont dans les écoles d'ingénieurs et en
sartent pour devenir rapidement des ges-
tionnaires, pas des mathématiciens. La
formation s'aligne surle concours d’entrée
4 I'Ecole Polytechnigue au point que Fon
oublie que les études ne sont pas faites
pour préparer des examens mais les exa-
mens pour sanctionner des études. Les
contenus enseignés sont 4 revoir : quelle
est I'importance réelle des techniques de
calcul différentiel et intégral lorsque des
machines font ¢a trés bien ? Ne vaudrait-
il pas mieux enseigner des mathémati-
quesdiscrétesrenduesindispensables par
le développement de lI'informatique ? ll est
vrai qu'a tous les niveaus, il est plus facile
d'apprendre & calculer que d’enseigner
les mathématiques, c’est-&-dire d'appren-
dre & réfléchir.

Il est donc urgent de trouver des moyens
pour attirer davantage de jeunes dans
enseignement scientifique et de leur
donner une formation mieux adaptée. Par
exemple, on pourrait essayer d'attirer
davantage de jeunesfilles, il y alaunvivier
largement inexploité. m
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TRADITION
TCHOKWE

Paulus GERDES - Mozambique

Ceux qui connaissent bien Fexposition «Horizons mathématiques» ont puy
voir dans Ia partie «graphes et chemins» d’étranges dessins a caractére ma-
thématique. L auteur déctit comment ce type de dessin peut étre le support
d’une approche ethno-mathématique en classe.

A propos d’éléments mathématigues
dans les «SONA» de la traditlon
Tchokwe

La tradition
du dessin des Tchokwe

Le peuple Tchokwe (ou Quioco) avec une
population de prés d'un million habite prin-
cipalement le nord-est de I'Angola, la ré-
gionde Lunda. Ce sont traditionnellement
des chasseurs, mais depuis la moitié du
i7e siécle, ils se dédient également a
l'agriculture. Les Tchokwe sont connus
par leur art si beau et décoratif qui s'étend
de la décoration de tapis et paniers tres-
sés, du travail du fer, de la céramique, de
la gravure de calebasses et tafouages,
aux peintures sur les murs des maisons et
dessins sur le sable.

Quandles Tchokwe se retrouventau centre
du village ou dans les terrains de chasse,
assis autour du feu et & 'ombre d'arbres
touffus, ils ontI'habitude de passerletemps
en conversant et ils illustrent leurs conver-
sations de dessins («lusona», au pluriel
«50Na») sur le $0l. Beaucoup de ces des-
sins appartiennent a une vieille tradition.
lls se référent & des proverbes, des fables,
des jeux, des devinettes, des animaux,
etc. et ils jouent un réle important dans la
transmission de la connaissance et du
savoir d'une génération 3 l'autre. Les
dessins doivent 8tre exécutés suavement
et de fagon continue, car la moindre hési-
fationou arrét de la part du dessinateur est
interprétée par l'audience comme une
imperfection et un manque de connais-
sance, ce qui est signalé par un sourire
ironique (Fontinha,1983).

Pour faciliter la mémorisation de leurs
pictogrammes et idéogrammes standardi-
sés, les «akwa kuta sona» — spécialistes

symétrie rotationnelle

Fig. 2

de dessins — inventérent une intéres-
sante mnémonique. Aprés avoir nettoyé et
lissé le sol ils marquent avec les extrémi-
tés des doigts, un réseau orthogonal de
points équidistants. Le nombre de lignes
et colonnes dépend du motlif qui sera re-
présenté. Par exemple, pour représenter
les marques laissées sur le sol par une
poule que I'on chasse, il faut 5 lignes de 6
points (voir dessin 1; Santos, 1861, p. 48).
En appliquantleur méthode —un exemple
d'usage ancien d'un systéme de coor-
données (cf. Santos, 1960, p. 267) —les
«akwa kuta sona» réduisent la mémori-
sation d'un «lusona» complet a celui de
deux nombres en général, et d'un algo-
rithme géométrique.

E_

Note sur "auteur :

Paulus Gerdes est recteur de
Finstitut Supérieur de Pédage-
gie, issu de |la Faculté d’Educa-
tion de 'Université du Mozambi-
gue. Cet Institut, chargé de for-
mer les maitres et les cadres de
I'enseignement, dispose dedeux
sites distants de 1200 km : &
Maputo, la capitale et, plus au
nord a Beira.

Paulus Gerdes s'intéresse en
particulier aux processus de
transmission et d'appropriation
des connaissances mathémati-
ques adaptés aux capacités et

—>
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Noté

Reconstruit

Fig. 3

—a

aux intéréts des éleves et ses
travaux participent & la constitu-
tion de I'ethno-mathématique :
ainsi Paulus Gerdes a publié de
nombreux articles (une centaine)
et des ouvrages {une douzaine)
d'enseignement des mathémati-
ques ou sur la pédagogie et his-
toire des mathématiques (la plu-
part en portugais). Sa thase de
doctorat — Sur la genése de la
pensée mathématique (Ethno-
géométrie : Contribution a l'an-
thropologia culturelle, alagenése
st & la didactique des mathemali-
ques — soutenue & Dresden, a

—

Analyse et reconstruction

( d’éléments mathématiques )
La tradition des «sona» était en train de
disparaitre : «ce que I'on trouve aujour-
d’hui, ce ne sont probablement que des
vestiges d’'un répertoire de symboles éton-
namment riche et varié, qui devient de plus
en plus obsoléte» (Kubik, 1987, p. 52).
Pendant plusieurs années jai étudié les
sona qui ont été notés dans la littérature
ethnographique (Hamelberger, 1952;
Santos, 1961; Fontinha, 1983; Kubik, 1987)
et dans ia littérature ethnomathématique
(Zaslavsky, 1973; Ascher, 1988); et sur la
base d'uhe analyse systématique des
(implicites) valeurs culturelles, je suis
parvenu a la reconstruction d'éléments
mathématiques importants de la tradition
sona. Les premiers résuitats sont publiés
dans [Gerdes, 1989 c].

( Symétrie et monolinéarité )

La majeure partie des sona montrent une
symétrie bilatérale, bilatérale double, ou
rotationnelle (voir les exemples sur la fi-
gure 2). Beaucoup des sona sont
monolinéaires:ils sont composés d'une
unique courbe arrondie fermée. Dans

I'étude mentionnde antérieurement, jai
montré que quelques uns des sonanotes,
faits de deux ou plus courbes superpo-
sées, sont en réalité des versions dégra-
dées de modéles & Forigine monolinéai- .
res. Ces probables sona originaux furent
reconstruits (voir mon analyse de la tradi-
tion de dessins Tamil du sud de I'lnde, qui
est techniquement en relation avec la
tradition Tchokwe. (Gerdes, 1989 a). La
figure 3 donne un exemple. Cette lusona
représente une liohne avec ses deux por-
tées.L'originalreconstruit estmonolinéaire
(quand on ne prend pas en considération
les queues, qui sont dessinées A la fin).

( )

Les sona peuvent étre classifiés en ac-
cord avec le type d'algorithme géométri-
que qui a été utilisé pour les dessiner. Par

Classes
et algorithmes géométriques

-exemple tous les sona sur la figure 4

appartiennent a la méme ciasse de luso-
na reconstruit suria figure 3b. Les dessins
de la figure 5 appartiennent & la méme
classe de pictogramme de la figure 1. Ces
sona peuvent étre appelés des «exten-
slons» dulusonade lafigure 1. Envariant
les dimensions {mais non arbitrairement,
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parce que il n'y a que quelgues dimen-
sions qui sont possibles) des réseaux des
points de référence et en appliquant le
méme algorithme géométrique, les «akwa
kuta sona» obtiennent beaucoup de ces
extensions. Lafigure 6 montre I'algorithme
employé dans le cas des marques lais-
sées sur le sol par une poule qui est
poursuivie.

Régles pour la construction
de «sona» moholindaires

Les «akwa kuta sona» connaissent une
série compléte de régles de construction
pour des modéles monolinéaires. La fi-
gure 7 montre une de ces régles dans le
cas de composition d'un modéle monoli-
néaire & partir de deux sona partiellement
superposés [ Cette régle a été appliquée
quatre fois pour la représentation d'un
léopard avec cing portées (voir figure 8)].
Les «akwa kuta sona- qui inventérent
celle-cl et d’'autres régles de construction
(cf. Gerdes, 1989 ¢) savaient pourguoi
elles étaient valides, ils pouvaient prouver
d'une fagon ou d’'une autre la vérité des
ihéordmes que ces rdgles expriment.

Fig. 8

Fig. 7

été éditée en 1990, & la fois en
allemand par Franzbecher Verlag
et en portugais par Editora Cortez.

Sa thése d'habilitation soutenue & |
Leipzig Etudes ethnomathémati- '

ques (3 volumes) doit paraitre dans
les Ethnomathematische Studien,
En outre Paulus Gerdes est prési-
dent de FAMUCHMA (AMU Com-

mission on the History of Mathema- |
tics in Africa, 'AMU étant 'African

Mathematical Union),
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Potentiel éducatlonnel
et mathématique
Au début j'étais intéressé par la recons-
truction de la connaissance mathémati-
que qui fut présente dans l'invention des
sona. Pour étre s(r que les dessins de la
classe de lafigure 4 soient monolindaires,
le nombre de lignes et le nombre de colon-
nes duréseau de points référentiel doivent
étre des nombres premiers entre eux. Ceci
m'amena a la formulation d'un modéle

didactique géométrique pour déterminer
le plus grand commun diviseur de deux
nombres naturels (voir Gerdes, 1988 a) et
d'unmoedéle physique pour déterminer les
nombres premiers (voir Gerdes, 1989 c).
lly aplusieurs maniéres d'utiliser les sona
Tchokwe dans Féducation mathématique.
Dans mes articles «On possible uses of
traditional Angolan sand drawings In
the mathematics classroom» (Gerdes,
1888 a et &) sont donnés des exemples
qui vont de I'étude de relations arithméti-
ques, de progressions, symétrie et res-

Fig. 11

Fig. 12

Fig. 4
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semblance jusqu'aux graphes d'Euler. Une
série de problémes géométriques fut éla-
borée : «Trouvez les figures qui man-
quent» (Gerdes, 1988 b et ¢) comme une
variante de thémes connus des problémes
arithmétiques du type «Trouvez les nom-
bres qui manquent=. La figure 8 en montre
un exemple. Ces problémes ont comme
objectlf de développer une sensibilité pour
des algorithmes géoméiriques, générali-
sation et symétrie. D'autres usages didac-
tiques des sona furent suggérés dans les
livres «Dessins d’ Afrique» (Gerdes, 1980
a) et «Lusona : récréations géométri-
ques d’Afrique» (19290 ¢).

Beaucoup parmi les (sub)classes recons-
truites des idéogrammes Tchokwe, satis-
font un principe de construction com-
mun. Les courbes dont on parle peuvent
étre gérées de la maniére suivante: cha-
cune delles est la version arrondie du
chemin polygonal décrit par un rayon de
lumiere émis du point A {voir la figure 10
comme exemple). Le rayon est reflété sur
les cétés du rectangle circonscrit au ré-
seau de points référentiel. lltrouve sur son
chemin, & travers le réseau de points, des
miroirs de deux ¢étés qui sont placés &
intervalles réguliers, horizontalement au
milieu entre deux points voisins sur I'hori-
zontale du réseau. Une fois formulé ce
principe de construction commun, 1l fut
possible de trouver une grande classe de
courbes fermées qui satisfont le méme
principe. Lafigure 11 en donne des exem-
ples. Laclasse de courbes que jai trouvée
de cette fagon est aftractive et intéres-
sante pour beaucoup de raisons. Les
courbes sont esthétiquement attractives.
Elles peuvent étre utilisées pour le dessin

textile par exemple. En les filmant et, en
commengant la courbe enun point, onvoit
un algorithme géométriqgue en action. El-
les peuvent probablement &tre appliquées
dans la codification d’informations, dansle
développement de circuits de mémoires
laserparordinateurs optiques, dans|'étude
de la topologie de circuits intégrés & large
échelle, efc...

L'étude des propriétés mathématiques de
ces courbes constitue un nouveau et at-
tractit champ de rechercha. Un théoréme
avec plusieurs conséquences est illustré
sur la figure 12 : si on exécute un dessin
comme celui-ci sur un papier quadrillé et
que I'on énumére les carrés par ol passe
lacourbe successivement, module 4, alors
on cbtient toujours un schéma comme
celui de la figure 13.

C

L’étude de la fradition du dessin Tchokwe
menacée d'extinction pendant la péricde
coloniale, n'est pas seulement intéressante
pour des raisons historiques. L'incorpora-
tion dans le curriculum de cette tradition
soha, en Afrique comme dans d'autres
parties du monde, contribuera 3 la réani-
mation et & la valorisation de la vieille
pratique des «akwa kuta sona». Elle
renforcera I'appréhension de la valeur de
I'héritage scientifique du continent africain
et pourra contribuer au developpement
d'une éducation mathématique plus pro-
ductive et plus créative. D'un autre cété,
une analyse des soha des Tchokwe sti-
mule le développement de nouvelles voies
d'investigation mathématique.

Remardques finales
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LES SEPT GROUPES
DE FRISES

Michel SOUFFLET - Nouakchott

Nous pouvens démontrer I'existence de
ces sept groupes de deux fagons différen-
tes, 'une qui se place & un niveau mathé-
matique que I'on peut situer enire la 3e et
la Terminale et donc accessible aussi a
de bons éléves de colléges, l'autre au
niveau supérieur.

Du point de vue pédagogique, il peut étre
interessant de se demander ce que la
deuxiéme appore de plus enrigueuretce
que la premiére apporte de plus en com-
préhension.

L'étude au premier niveau demande seu-
lement quelques connaissances concer-
nant les isométries du plan et leurs com-
posées. Le lecteur quin’a pas entéte ces
notions est invité & retrouver tout d'abord
les résultats suivants :

La composée de deux syméiries centra-
les ou de deux symétries orthogonales
d'axes paralléles est une translation.
Dans les deux ¢as, on pourra préciser le
vecteur de cette translation.

A partir de 1a vous pouvez commencer, ¢i-
dessous, la lecture de la premiére mé-
thode !l

{Les plus férus trouveront la deuxiéme
méthode dans I'annexe 3 du chapitre 2 de
labrochure «KREISLERANIA» éditée par
FREM de Basse-Normandie).

Gjours, 7 mercenaires, 7 groupes 'D

On part de I'observation suivante :
Une isomeétrie qui laisse globalement
invariante une frise laisse globalement
invariant 'ensemble Z constitué d'une
droite et d'un ensemble A _,, A, A,... de
points équidistants sur cette droite.

Nous allons donc dans un premier temps
étudiertoutes les isométries quilaissentZ
globalement invariant puis les différents

groupes pouvant étre composés de ces
isométries.

Isométries laissant Z invariant

Notons( lensemble desisométries laissant
Z globalement invariant. Sl s est I'ensem-
ble des isométries du plan,cn a :

I=[fel/i2Z)=2]

_. Translations : soit t la translation de
vecteur Aoﬁ,, alorst{A) = A ,ettel
ainsi que toutes lgs translations de vec-
teurs K Kl =(j—)A, A, qui sont de la forme
-, On notera done t* une translation de
vecteur KA A,.

— Symétries centrales.

Toutes les symétries de centre A sont
dans [ ainsi que celles de centre M, ou M,
est le milieu du segment [A A_]. Nous
noterons ces symétries S, ou S,, ou plus
simplement S quand il s’agira d'une quel-
congue de ces symétries.

— Symeétries orthogonales

. La symétrie daxe (A,A,} que nous no-
terons s.

. Les symétries dont I'axe est une perpen-
diculaire & (A, A,) passant par 'un quel-
congue des A ou des M, nous les noterons
G, ou G, ou plus simplement G dans le
cas général.

— Composées de ces isométries élé-
mentaires

Etudions les différents cas deux & deux :
*oft =t

* 8,08, = 2
Siii=}, S 0 S est 'application identique.

*s0G, =G, 05=5,

*GMOSAI=SAIOGAI=S

Ily a exactement sept
groupes de frises, tous
représentés dans les huit
dessins ci-contre. L'un
d'eux se trouve donc
représenté deux fois !

Par quels dessins est-il
Hlustré ?
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- et bien sor :

- *8085,=8,08=0G,

* (323]_00 Gy=(S,08)0(s05,)=5,08,

*8,0G,=5,0S,0s=t0os

Cette isométrie n'est pas du type de celles
rencontrées précédemment : ¢'est unglis-
sement.

Nous noterons les glissements

205 =s ot parg?etplus simplement par
g le glissementt o s.

F

¥ L d
E E
Glissement g

*§y0=8, o5, =8,

"8y0t=5,,; 10§, =5,

La composée d'une symétrie S, par une
translation t* donne une symétrie S si a
est pair et une symétrie S, si a estimpair.

*Deméme, G, 0t?=G, , :t?0G,=G,,,
et G, o 1* =Gy siaestpair; G, ot =G,
si a est impair.

[ est un groupe

C’estun sous groupe de I'ensemble Isdes
isométries du plan. En effet, nous venons
devoirque sife letgel, alorsfog

et y o f appartiennent aussi a |, et de plus,
sif |, |:

t)*=t*;8"=85,;G"'=G;s'=5;
@)'=g

Etudions tous les sous groupes de [ :

Afin de déterminer les différents groupes
de frises, nous allons chercher tous les
sous groupes de { qui contiennent des
franslations. En effet, si on considére une
frise sur laquelle opére un groupe sans
translation (exemple I3 frise 8 de lintro-
duction et le groupe [ |, G,.. S,,, s] alors,
celte frise est également conservée par
des translations. Cette ambiguité concer-
nant les groupes avec ou sans transiation
seracomplétement levée avec ladémons-
tration au niveau supérieur car on travaille
alors avec les groupes vectoriels asso-
ciés.

Onvoit alors que, en considérant une frise
comme un espace affineg, Il n'y aque 7
groupes de symétries sur I'espace vecto-
riel associé.

Parmi les sous groupes de [ qui contien-
nent des translations, le plus simple est
bien sdr celui qui ne contient que des
translations ; nous le noterons F,

F, est donc le groupe engendré part :
F,=<t>.

Sous groupes contenant des symétries
centrales

— Appelons F, l'ensemble constitué de
toutes les transiations et de toutes les
symétries centrales (de type S, ou S,,),
alors, les résultats précédents nous per-
mettent d'affirmer que F, est un groupe
engendrépar S, etS,, :F,=<S5,, 5, >.
Remarque : I'ensemble contenant seule-
ment les translations engendrées par 12 et
les symétries de type S, est également un
sous groupe de [, mais ce sous groupe
ayant la méme structure que F, (isomor-
phe), nous ne le retiendrons pas.

—- Appelons F,' I'ensemble contenant
toutes les symétries centrales, la symétrie
s, leurs composées et bien sr les transla-
tions.

F,' contient toutes les symétries G, puis-
que G, =80S,,

* Cefte ambigutté sera également levée
par la démonstration au niveau supérieur,

De méme F,' contient toutes les symétries
Gy

F,' contient aussi tous les glissements,
puisqu'il contient toutes les translations et
la symétrie s.

Conclusion : F,' =1

Remarque : F,' =<8, G, G,,,>

ou plus simplement F,' = < 5, G >

* Ensemble contenant des symétries cen-
trales, des symétries othogonales de type
G, ne contenant pas s mais contenant
toutes les composées des symétries S et
G. Alors, si cet ensemble ne contient pas
s, il ne peut contenir a latois G, et S,, il
contient donc soit tous les G, et tous les
S,,» soittous les G, ettous les S,,. Notons
F,2l'ensemble contenant les G, etles S,
(I'autre Iui est isomorphe), alors F,? con-
tient aussi des glissements (G, o S,,)
Remarque : F,2= <t,G,, S, >

mais aussi : F,2= <t, G, >

Ici encore, on peut donc trouver plusieurs
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types de générateurs pour F 2 on dit que | Algorithme de reconnaissance
les générateurs ne sont pas canonigues.
Voici un algorithme simple qui vous permet-
Sous groupes de ne contenant pasde | ra de reconnaitre a quel groupe une frise
symétries centrales donnée se rattache, elle vous permettra de
répondre a la question de l'introduction et
Nous avons déja rencontré F_ qui ne con- | aux exercices qui suivent.

- | tient que des translations. L'ordre des questions est le suivant ;

— Y a-t-il un centre de symétrie?
* Ensemble contenant les translations et | — v a.t-il un axe de symétrie horizontal?

les glissements. Nous le noterons F 2, cet | — v a-t-il un axe de symétrie vertical?
ensemble est un groupe engendré parg: | — Y a-t-il des glissements?

F,2=<g > (en effet, la composée de deux
glissements est une translation).

Symétrie centrale )
* Ensemble contenant les translations etla hon oui
symétrie s ainsi que leurs composées, [ l
notons F,'cet ensemble, alors F,' contient Symétrle d'axe Symétiie d'axe
aussi les glissements mais pas de syme- horizontal horizorral ‘
tiedetype Getona:F'=<t,5> pon | e Lol o |
. , I ‘ Symétrie d'axe
* Ensemble contenant les translations et Symétrie d'axe F ymu al F;
les symétries de type G ainsi que leurs non""“‘ al i 1 non I oul
composées, alors cet ensemble ne peut

contenir s car sinon, il contiendrait les
symétries centrales. Notons F.2 celui qui

F

Glissement  F2 2

- non | oui 1
contient tous les G, et tous les G, (les
ensembles qui ne contiennent que les G, | P
ou que G, lui sont isomorphes), alors F.2 | "4 1

est un groupe etona.
F2=<t,G>=<G,, G, >

Nous avons ainsi déterminé les 7 structu-
res de sous-groupes contenues dans [.
Exercice : vérifiez que ces 7 groupes sont
au complet dans les 8 frises de l'introduc-
tion .

Classement par niveaux de structure :

+symétrie s + glissement g

F 1 {translations)

F‘ .
2
+8yms ‘ syms
F?
2
+5 +./ \ym
- +9
F! P2 F F:

Remarque : on retrouve le classement
précédent par niveau de structure, l'arbre
étant incliné de F, en bas & gauche aF,'en
haut & droite.

Afin de vous entrainer, voici les sept grou-
pes de frises tous formés uniquement de
lettres ; le remplacement d'une lettre par
une autre, invariante par des symétries dif-
férentes, permet d’obtenir un groupe diffé-
rent. Cela vient du fait que le groupe des
symétries laissant invariant chaque lettre
est isomorphe A ce que nous appellerons le
groupe vectoriel associé dans la démons-
tration de niveau 2. Du point de vue peédago-
gique, le choix des letires estintéressant car
ici les motifs sont bien séparés.

F FFFFFFFFFFFF
DDDDDDDDDDDD
AAAAAAAAAAAA
DW pm DWW pm DWW DM
SSSSSSSSSSSSS

00010 00 30 3C
MWMV\IMV\IM_WMWM

N S T (< B O

F?
2
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Remarque : pour les groupes qui contien-
nent des glissements mais pas la symétrie
8, nous avons hesoin d'une figure formée
de deux lettres.

Dans le méme esprit, voici quelques exer-
cices pour vous entrafner :

ME COOK HE COOK WE COOK ME C...

SANTA CLAUS SANTA CLAUS SA ...
HOHOHOHOHOHOHOHO..
MTMTMTMTMTMTMTMT...

NOON NOON NOON NOON NOON ....
WOMOWOMOWOMOWOMOWOMO...

IOF FOS«<F0O TOF FO=EAFO .-

D’'une maniere générale, et toujours du
point de vue pédagogique, le ¢choix d'une
lettre est excellent pour faire comprendre
la différence entre une isométrie directe et
une isométrie indirecte : I'image de la lettre
F par une symétrie orthogonale n’est pas
un F quelle que soit l'orientation que I'on
donnea lafeuille (sion ne regarde pas par
transparence) ; le fait que le sens des
angles soit inversé est bien sar a signaler,
mais ce n'est peut-étre pas la premiére
propriété qu’il faut faire observer.
Pourillustrer ce fait, nous vous proposons
I'exercice suivant : _
Lafigure ci-contre illustre le groupe F,. En

Pl | IP P

complétantles cases vides judicieusement,
vous pouvez illustrer ainsi les 7 groupes.

-

Pour aller plus loin

On lira I'article «Groupes de frises» de
Y. Hellegouarch et M. Soufflet in «Krie-
sleriana». Irem de Caen 1985.p.23 4
42,

Voi . |

—> «l@s secrets des pavages» de
Raoul Raba, dossier-matériel & parai-
tre (cf bon de commande page 48).
—> Les 2 Plots spéciaux sur symétrie
Q°42 et 42 bis - 1988. y,
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CONSTRUCTION APPROCHEE
DE LA DIVISION DU CERCLE

Le texte qui suit est extrait
des Oeuvres mathématiques
de Francois Viéete* et traduit

Frangois VIETE - Poitiers

1591 1991
4 siecles deéja

par Etienne de Lacroix de Lavalette (octobre 1989)

[l fait suite a I"article sur Viéte paru dans le
Plot n° 53,

Dans ce texte Viéte rappelle une construc-
tion approchée de la division du cercle en
nparties connaissant celle en n—1 parties
et celie en n+1 parties. Il vérifie les écarts
de cette construction & l'aide d'une table
trigonométrique (Canon Mathematicus)
qu'il a construite.

Viéte et la trigonométrie

Euler a 4tudié les fonctions trigonométri-
quesdutype rm/2nde fagon adresserdes
tables de trigonométrie et il a calculé les
coefficients des développements en série
entiére des sinus, cosinus, tangente, co-
tangente, sécante et cosécante de mm/2n
et en regardant le développement qu’il
donnait de tan «m/2n et de cotan Tm/2n
avec un terme asymptotique. Je me suis
souvenu de ce texte de Viéte ol il met en
évidence une contruction approchée de la
division du cercle en n parties en montrant
qu’'elle s’écarte peu entre n=4 et n=6 pour
n=5 {pentagone}, entre n=6 et n=8 pour
n=7 (heptagone) enfin entre n=8 et n=10
pour n=8 (ennéagone).

Comme il attribue cette construction aux
Lydiens communauté ethnique qui rési-
dait jadis en Asie Mineure (aujourd'hui en
Turquie entre le Gédiz et le Ménandre dont
la capitale est Sardes), j'ai désiré montrer
celte remarquable construciion dont la
précision est d’autant plus grande que n
est grand.

* voir en fin d'articls.

Méthode d'obtention mécanique des
cotés des polygones (réguliers) quel-
conques

Une régle mathématique réellement ly-
dienne est la pierre pour de nouvelles
découvertes & prouver. Elle révéle en effet
une «fausse» représentation géométrique
permanente des c6tés ou des angles,
comme voici ce qu'un artisan a proposé.

(
Carve 1L

. . L4 - . ’
cAechanice methedwsineniondi kirra po{ygamrnm quUerRRICHM Nt

CAuon Marhemanicus vere lydius eft Lapis ad nova probandum inven-
tr. Pleudographizm enim latcrum vel angulorum ftatim decegic, ut
ecce propafueric Medhanicus quifpiam

MEcuHaNILEY M.

Larus pencaguni circulo inferibendi compendiofc invenire.

Subcentco A intervallo Quocumque AB deferibacut circulus BDCE. Opumﬂltu!
peotagoni circulo infenibendi invenice. At vero incer hexagonoun 8 terragoaym gen -
vgonum conlittic , @quidi-
fans abliy pari angulorum
numelo, Dantar aueem com.
mode latera hexagoni & tew
tagobi. Lluare lecetnr circo-
m BOCE quadnifariamy 4
dinabus dizmetcis BC, DE iele
ideo normaliter lecaneibus in
ceaczn, & Tamacor DF litos
jhezagomi , & produ&z DF,
CD convemantin G, Sumaruc
quoque latus tetcagoni DB de-
fncoz in ipla CC- in B. Jam
sutein inventum L fagas pena
:;gom quod quiritar confi-
fens inter DF, DB 8 fit DH
quod prudu&um intercipiat
AG in L. Dico Mechanicue
G, IB elfe mquales. Itaquein
vml:cﬁ datam BG proptcrda
1t DB, DG ecaba bifstiamin 1,
lacus pentagoni.

E

& dudts D1 fecante eizculum in H , exhibuere DHut

\

J
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MECANIQUEMENT :

Trouver bridvement le c6té d’un penta-
gone a Inscrire dans un cercle.

Du centre A avec un rayon quelconque AB
on décrit un cercle BDCE. |l faut chercher
le c6té d’un pentagone (régulier) a inscrire
dans le cercle. Mais en réalité le penta-
gone se tient entre 'hexagone et le carré,
équidistant entre eux d’'un nombre pair
d’angles. Enoutre les cotés de I'hexagone
et du carré sont fournis facilement. C'est
pourquoi on coupe en 4 parties le cercle
BDCE par deux diametres BC, DE, eux-
mémes pour cette raison devant se couper
perpendiculairement au centre et soit tiré
le coté DF de I'hexagone et les prolonge-
ments DF, CB se rencontrent en G. Soit
tiré égaiement le c6té du carré DB se
terminant sur CG en B. Mais déja on a
trouvé que le coté du pentagone qu'on
recherche se tenant entre DF et DB et soit
DH ce cété dont le prolongement rencon-
trera AG en |. Je dis que mécaniquement
Gl et IB sont égaux. C'est pourquoidans la
composition, la donnée de BG, & cause
des données DB, DG je les couperai en
deux parties en |, et ayant prolongé DI
coupant le cercle en H, je présenterai DH
comme le ¢6té du pentagone.

AUTRE EXEMPLE :

Trouver le c6té de I'heptagone réguier
a inscrire dans un cercle.

Du centre A avec un rayen quelconque on
décrit un cercle. Il faut trouver le ¢oté de
heptagone (7 cbiés) A inscrire dans ce
cercle. Mais en réalité 'heptagone se tient
entre 'hexagone et I'octogone équidistant
entre eux d'une paire d'angles. Mais les
cotes de '’hexagone et de 'octogone sont
donnés facilement. C'est pourquei on
coupe le cercle BDCE en quatre parties
par deux droites BC, DE, elles-mémes
pour cette raison devant se couper per-
pendiculairement au centre, et prenons
DF le c6té de I'hexagone et les prolonge-
ments DF et AB se rencontrent en G. On
prend aussi le cété de Voctogone DK dont
le prolongement rencontrera la méme
droite AB en L. Mais déja on a trouvé que
le c5té de I'heptagone gu'on recherche se
trouvant entre DK et DF et soit DM ce coté
dont Ie prolongement coupe GL en N. Je
dis mécaniquement que les segments de
droite LN et NG sont égaux. C'est pour-
quoiGL étantdonné parsynthése {acause
des données de DK et DF) je couperal ce
segment eh deux parties enN et je tracerai
ND coupant le cercle en M, je présenterai
DM comme le cbté de I'heptagone.

A L 1

Latus hepragoni circulo infcribendi invenite.

Y D,

Sub A centro
intervallo - quo-
cumque  defci-
batur  circulus.
Oporter  latus
hepeagoni in eo
infctibendi  in-
venire, At V1o
inter hexagonii

oni & otogonl. Quare fecewue circulus BDCE quadrifariam d duabus re&in8C, DE
ifg ideo pormaliter fecantibusin centro, &¢ fumarur DF lacus hesagond, & produli«
DF, AB conveniancin G. Sumatur quoque {atusoctogoni DK, coi produdtoiphs An
occusratin L, Jaw aurem inventum lic lams hepragoni quod queritar, confifiensis.
tet DK, DF, & lixDM, quod produétum intercipiat GL in N, Dico Mechznicusred.q
LN, NG ¢fle zquales, lt‘&“e intfynchel datam GL (proptecdatss DK, DF)fecaby .

furiam in N, & du@aND

cante circulum in M, exhibucro DM uclacas hepugon,

c & u{togo nom

heptagonu rec -
Giftic , equidi-
flans ab iis pa-
ti angulorfi nue
meso. Dantuc
adtem commo-
E de latera hexa-
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AUTRE EXEMPLE :

Trouver le c6té de I'ennéagone a ins-
crire dans un cercle.

Du centre A avecun rayonquelconque AB
ondécritun cercle. lifauttrouver le c6ié de
l'ennéagone & inscrire dans ce cercle.
Mais en réalité 'ennéagone se tient entre
l'octogone etle décagone équidistant entre
eux d'une paire d'angles. Mais les cftés
de l'octogone et du décagone sont donnés
facilement. C'est pourquoile cercle BDCE
est coupé en 4 parties par deux diametres
BC, DE, eux-mémes pour celte raison se

coupant perpendiculairement entre eux.

au centre et on prend DK le c6té de l'octo-
gone et les prolongements DK et AB se
rencontrent enL. Onprend aussile c6té du
décagone DO auquel le prolongement
rencontre le méme AB en P. Mais déja on
a trouvé que le c6té de I'ennéagone qu'on
recherche se situant entre DO et DK et soit
DQ ce c4té dont le prolongement rencon-
tre LP en R. Je dis que PR et Rl sont
égaux. Et ceci est général dans tous les
¢Otés de polygones puisque sl & partir du
point limite D on prend les cotés de deux
polygones équidistants d'un nombre pair
d'angles du polygome dont on cherche le
c6té etles prolongements se terminent sur
la droite AB, la partie de la droite AB
interceptée par ces prolongements des
deux cités est coupée en deux parties par
le prolongement du cété qu'on cherche.
C'est pourquoi en conclusion LP étant
donné acause des cdtés DO et DKdonnés
je couperai en deux parties LP en R et
joignant DR qui coupe en Q le cercle , je
présenterai DQcomme le cété de I'ennéa-
gone et jobserverai la méme méthode
constamment dans les autres cétés.

Et si vraiment la vérité ne doit pas étre
admise pour ce qui n'est pas démontré ou
presque démontré par le caleul, il m'a plu
cependant de considérer attentivement de
combien cette méthode s'écartait de ia
vérité, Cecli me sera permis immédiate-
ment par la trigonométrie (Canon mathé-
matique étant la table des fonctions trigo-
nométriques). Les cbtés AB, AG, Al, AL,
AN, AP, AR étant établis pour un sinus
‘maximal égal & AC résulteront de la cotan-
gente (prosinus) ou de la tangente (foe-
cundi) du nombre des angles qui se tien-
nent en D dans les triangles rectangles
BDA, GDA, IDA, LDA, NDA, PDA et RDA.
Mais ces angles sont donnés a cause des
valeurs supposées exprimées 4 partir du

*on obtient

demi-périmétre de la circonférence (n).
C’est pourquoi les mémes quantités sont
exprimées aussi en cotangente et surtout
en différences de cotangentes.

A1

Latus cnneagoni circulo Inferibendi invenire.

I ¥ D.

Sub A cencra intervalle quocomgue AB deferibarar circulus. Oporteclang eanes.
goni ecirculoinficbendiinvenire. Acverointer actogouum 8 decagonumenncas-
suts confiflic equiditans ab iicpari angulorum numero, Dankif atee comntode -
verz & oftogoni & decagonl. Quate fecerur circulus RDCE quadrifariam d dusbus da-
metris RC , DE el idco nozmalirce fecantibusin cencro, & fumarer DK laros aftnpu.
ni, & produttz DK,ABconveniang io L.Sumarar quoque latus decagoni DO, curpre-
dudto ipfh ABoccutratin P. Jam autem inventom fit latus conésgoni quod quzie
sonbiltentintec DO, DX Efie DQ. quod produdtam intescipiae LEin K. Dico PR 1L

D

0T
,éj{ \

ERRATA
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si 'on traduit ses conclusions en termes modemes, it avait presque trouvé les formules suivantes :
COSHGE = cos Mg - -"—l("—';)—cos"‘za sin?o
n(r-13(n-2)n -3} ) 4 N
+ B  cosmdar sinfar -
[sinnac: =n cos™'e sina _u;_-t%(gg),_ cosn e sindo

2D eI pogn-Sqr sinSex - ..

*1.2.3.4.5

i‘)‘.auu'es ont indiqué sa découverte de la résolution du “cas irréductible” de Ja cubique, sa
[formulation de la tanpente,

a +b _lanlf2a+b)
a -b  tanlf2{a-b) "’

sa démonstration de la formule!:

ux =TRxV1/2 + uzﬂsz'\hn + 12\172 + 112072,

1¥oir Chapitre XVHE, proposition |l, du Varisrum de Rebus Mathsmaticls Resgonsorum LiPer vt (Totzrs.
1503) ; rélmprimé dans |'Opera Mathematica, p. 400. [N. d. T. Ct Nota p. 143 de Catharine Goldstein :
k'un ast 'aulre: pour une histoire du cercle In Michal Serree Eldments d'histoire das sclences, Patis,
Fordas. 1488).

Comme voila dans I'exemple de la pre-
miére construction mécanique

établi pour

AD = 100,000

BA = 100 cotan 180°/4 = 100,000

Al = 100 cotan 180°/5 = 137,638
AG = 100 cotan 180°/6 = 173,205
C'est pourquoi

1B = Al — AB = 37,638

IG = AG — Al =35,567"

(* erreur de Viéte)
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* (Francisci Vietae
Opera Mathematica in
unum volumen conges-
ta ac recognita opera
atque studio Francisci a
Schooten Leydensis
Matheseos Professoris

- Lugduni Bataviorum
CP1> CXLVI (1646}
(B.N. V 4188).

Oeuvres mathémati-
ques de Frangois Viéte
recueillies et revisées
en un seul volume
grace au soin et au
travail de Frangois de
Schooten, professeur
de Science a Leyde
(Lugdunum Bataviorum)
- 1646.

Vill @ partie intitulée :
«Pseudo-Mesolabium et
alia quaedam adjuncta
capitula». La fausse
moyenne proportion-
nelle et certains autres
paragraphes rajoutés.
Chapitre Il p. 283-285.

La construction mécanigue donnerait
73,205/2 = 36,603

IB et iG ne sont donc pas égaux et IG est
plus petit que 1B.

Egalement dans le second exemple de la
construction mécanique

établi pour

AD = 100,000

AL = 100 cotan 180°/6 = 173,205

on obtient _

AN = 100 cotan 180°/7 = 207,652

AL = 100 cotan 180°/8 = 241,421

C'est pourquoi

NG = 34,347

LN = 33,769

La construction mécanique donnerait
68,216/2 = 34,108

NG et LN sont inégaux

LN étant inférieur & NG

Egalement dans le troisitme exemple de
la construction mécanigue

etabli pour

AD =100

AL = 100 cotan 180%/8 = 241,421

AR = 100 cotan 180°/9 = 274,748

AP = 100 cotan 180°/10 = 307,768

C’est pourquoi

RL = 33,327

RP = 33,020

RL et RP sont inégaux RP plus petit que
RL

La construction mécanique donnerait
66,347/2 = 33,174

Mais ¢’est un mystére que les cétés des
polygones tiennent entre eux un rapport
précis ce qui est apparent dans les analy-
ses des sections angulaires et javais mis
en note '

parergds (= superficiellement) dans le hui-
tieme livre de réponses diverses aux
questions mathématiques.

Note : La construction mécanique que
Viéte rattache aux Lydiens ou aux Etrus-
ques est basée sur une remargue simple
et générale : les segments formés par
lintersection des cOtés respectifs des
polygones de n-1 cités et de n cotés ont
pour grandeur cot {n/n) - cot {n/n-1) quan-
tité quiest égale a :

sin (r/n{n-1))/sin (x/n).sin {(r/n-1)

et quitend vers 1/r quand n —> oo

Mais si au lieu de n entier nous mettons x
un nombre réel positif quelcongue la fongc-
tion

sin L 2sin p

f (x) = cotan 1L — cotan ”1 = X {x-1) X (x-1)

X X- i -
sinll sin L. cos L __ cogIl(2X1)

x o x-1 X (x-1) X {x-1)

2 4 6

Al - + -

x{x-1)\ "

f(x)=—

2 2 4 4 6 -
Bx (x-1) 120x (x-1) 5040 x (x-1)

I

3

2 2
2n (1_11_( 1

+ 4
x {x-1) 6

(x-1)2 xz

Cette formule avec un terme de plus au
dénominateur permet de retrouver les
résultats préceédents elle s'écarte de la
valeur limite 0,318309886 de moins de
0,01189 & partir de x = 10 ce qui fait qu'a
moins de 4 % la méthode lydienne donne
des résultats assez satisfaisants pour x
supérieur & 10. Quand on pense que cette
méthode empirique a pu permettre aux
artisans de construire des engrenages ou
peut-&tre méme les premiéres graduation
angulaires des télescopes ou lunettes
astronomiques et que nous retrouvons,
beaucoup plus séricusement, de grands
mathématiciens comme Euler s'intéresser
a cot n/x nous avons pensé que cette
citation d'un texte de Viéte, certainement
oublié pourrait pousser un certain nombre
de jeunes & s'intéresser aux mathemati-

360

1
( +—2‘)(

T (Y
(-1} x

2 2 2
x-1) {(x-1) x

ciens anciens...

L'expressionde cotan (#/2 x) quand x tend
vers 0 a été étudiée par Euler qui a trouvé
une expression asymptotique. En fait il
s’agit ici de ; cotan (=/2n} cotan n/2n =
cos {n/2n)/sin {n/2n) = (2n/x) - ( w/4nN)

en gardant ces deux termes pour la divi-
sion en 180 parlies on trouve pour

cotan /360 = 114,588650 et pour

360/x - n/720 = 114,587196

360/n = 114,591559

En se servant de l'approximation de =
d'Archimeéde (22/7) onobtient114,5454545
a 410000 idme prés la division du cercle
en 360 parties. On voit que la méthode
approximative précédente permettait une
précision suffisante pour diviser le cercle
en 360 parties... R
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UNE CLASSE DE COLLEGE
«NORMALE»

Jean JEHL - Sainte Eulalie (33)

Une statistique concernant I’évaluation des connaissances
de fin de 3e d’une classe «normale» pour un collége :
classe de 25 éléves, réguliérement classée troisiéme sur
quatre aux contréles communs. Elle a obtenu
8,3 de moyenne au brevet (8,5 en maths).

13 dléves sont allés en seconde, 12 ont réussi le brevetl.
Le contenu de I’évaluation (dont vous trouverez ci-dessous
toutes les questions) a été décidé en commun pendant une
réunion intercycle (collége-lycée professionnel-lycée).

Qu’en pensez-vous, lecteurs du Plot ? Avez-vous obtenu
des résultats semblables ? Ou bien complétement diffé-
rents dans certains domaines ?

( TESTEZ VOS MATHS (TROISIEME) ‘ )

REMARQUES

« Le sujet est trop long pour deux heures :les meilieurs éléves furent obligés de choisir

entre les questions qu'ils savaient finir.

» Seuls cing jeunes ont eu trop de temps pour leurs connaissances.

» Tout ce qui concerne le vocabulaire mathématique ou la traduction mathématique de

phrases frangaises pose des problémes aux enfants. ‘
« L'identité a2 — b? crée de trés graves difficultés : une seule éléve ne 'a ]amals

confondue avec (a — b)? (classée troisiéme dans la classe loin derriére les deux pre-

miers). '

- Les formules dans les repéres ne sont pas du tout assimilées par les éléves.

+ Nos éléves sont incapables de convertir 4 la sortie du collége.

I - Calcule sous la forme de fractions irréductibles :

a) 1/7+3/5+3
b) 4/3-2/3x 7

Il - Ecris sous Ia forme de fractions irréductibles, sans radical, Finverse des nombres
suivants :

a) 354713
b} V&
c) -7
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d) Ecris sous la forme d'une fraction irréductible, la somme des inverses de 3 et de 4.
e) Ecris sous la forme d'une fraction irréductible, finverse de la somme de 3 et de 4.

il - Caleule les développements de :

a) (x + 1/3)?
b) (3x — 4y)?
c) (xVZ + 1)2
d) (= x + 1/7)2

IV - Factorise :

a) 2x2 + 3x
b) x2-25
c) 1/4x2 — 1/9y2

d) (3x—-5)2-16
e) (x—3P—-(3x-7)2

V- Résousdans R :

a)2x+5=0
b)-3x=0

c)(2x +5)(-3x} =0
d) x2= 25
e)x+4<—-2x+1
H=x+10<2x+4
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Vi-Ondonne f(ix) =x2+x+3

1) calcule f{x) pour les valeurs suivantes de x :
ax=0

b)x=~1

c)x =2

dyx=1-+3

2) Résous dans R I'équation : f(x} = 3

Vi - Construis le point S tel que BS = BA + BC

vili -

| a) Dans un repére orthonormé.Représente les points E(- 2, 3) et F(1, 2).
b) Calcule les coordonnées du point M milieu de [EF].
¢) Calcule la distance FE.

IX-

a) Dans un repére orthonormé. Place les points A(- 1, 2) et B(3, 0)
b) Détermine une équation de la droite (AB)
¢) Trace la droite d’équation y = 2x ~ 1

d) Calcule les coordonnées du point d'intersection de la droite du c) et de 1a droite 2

d'équationx +2y ~3=0

| x- soitun disque daire 40 cn?

a) Trouve une valeur approchée du rayon de ce disque a 102prés.
b) Trouve une valeur approchée du perimetre de ce disque.
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XlI-Lasallede classe mesure 2,50 mde hauteur, 10 mde longueur, 6 mde largeur, Quel
est le volume d'air contenu dans la piéce 7

Xl - Combien de jours y a-t-il entre le 15 mars inclus et le 20 juin inclus ?

XHi-Leprix d'un ordinateur était de 5.200 F au prermier janvier 1989, ce prix avaitbaissé
de 500 F au 31 décembre 1989. Calcule le pourcentage de la diminution de prix par
rappon au prix de début d'année.

X1V - Convertis en dl

a) 1 litre
b) 53 mi
c) 0,52 cl
d) 563 dm?
e)5.2cm?

XV -

a) Convertis en heures, minules et secondes 25.000 s.
b) Convertis en secandes 2h 36min 43s.

XVI - Deux échelles de méme longueur AM et DM sont posées entre deux murs et se
touchent en M.

a) Dessine la position correcte du point M et justifie la.

b} On pose BM = x ; exprime MC en fonction de x.

¢) Exprime AM? et MD? en fonction de x.

d) Calcule x en résolvant une équation.
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ﬂ et la galaxie des Arc Tangentes

Guy BRIAND, Oriéans

Le "Challenge ADEMIR " est un concours proposé cha-
que année aux 180 Clubs des Fédérations MICROTEL et
ADEMIR (clubs informatiques en milieu scolaire). En
1990, quatre de ses 18 questions visaient ala découverte
de nouvelles formules de calcul des décimales de PI,
dans la famille des formules "Arc Tangente", et a leur
mise en oeuvre au moyen de programmes adaptés.

Cet article exploite les recherches qui ont conduit a I'éla-
boration de ces questions, et les réponses qui y ont été

apportées.

Dans la longue histoire des essais de
calcul du nombre Pl avec unnombre crois-
sant de décimales, on distingue grosso
modo trois périodes :

- une période "géométrique”: l'aire du
cercle, ou son périmétre, et donc le nom-
bre PI, sont évalués a partir de l'aire ou du
périmétre de polygones réguliers inscrits
ou circonscrits & ce cercle. Le meilleur
résultat obtenu par ces méthodes est celui
de Ludolph Von Ceulen, en 1609 :trente-
cing décimales...

= une période “analytique” : Pl est calcu-
Ié comme limite de la somme d'une infinité
de termes, ou du produit d'une infinité de
facteurs, somme ou produit convergeant
plus ou moins vite selonlaformule utilisée.
Parmi ces formules, les développements
en série de la fonction Arc Tangente ont
fourni les récoites les plus intéressantes :
plus d'un million de décimales en 1874.

- etenfin, une période qu'on pourrait appe-
ler "période des algorithmes itératifs".
Préparée au début du siécle par les re-
cherches de I'lndien Ramanujan, et illus-
trée depuis 1970 par les travaux, entre
autres, de Brent, Salamin, Borwein et
Borwein, elle aboutit, provisoirement, en
1989 a l'obtention du milliard de décima-
les...

Ce ne sont pas cependant ces “algorith-
mes itératifs” qui nous intéresseront ici:
leur mise en oeuvre semble trop complexe

et exige des moyens de calcul trop puis-
sants pour étre réalisée actuellement sur
micro-ordinateur. Mais notre dessein, dans
cet article, est;

- d'explorer la "galaxie” des formules Arc
Tangente,

- et de prospecter quelques voies qui per-
mettent d'entirer le maximum pour le cal-
cul des décimales de Pl sur micro-ordina-

C )

* En 1670, James Gregory formule le dé-
veloppement en série de 1a fonction "arc
tangente": 'arc de cercle dont la tangente
est x {en abrégé : Arc Tan x) est égal a :

X - X%3 + x5/5 - X7 + x%9 - x'"/11 ... etc...

Bréve histoire
des formules Arc Tangente.

» Dés 1673, Leibniz en déduit que l'arc de
cercle de tangente1 étant Pi/4,
Pi/4 = ArcTan1
=1-13+1/5-1/7+1/9-1/111 ..
[1-1]
Mais ce développement est guasiment
inutilisable : il "converge"” trop lentement :
il exige 628 termes pour obtenir de fagon
stable 2 décimales exactes, 2455 termes
pour 3 décimales, et plus de 130 000
termes pour 4 décimales,...

* En 1708, John Machin découvre que
Pif4 =4 Arc Tan 1/5 - Arc Tan 1/239
[2-1]
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et il utilise ce résultat pour calculer les 100
premiéres décimales de Pi. Un pas décisif
est fait: la formule converge vers Pi de
fagon assez rapide.

» Au cours des deux siécles suivants, on
recherche des formules analogues... Les
plus connues sont ¢i-dessous.

On y a abrégé "Arc Tangente" en "At"; et
on a affecté & chaque formule une réfé-
rence, entre crochets...

Pid= 4At1/5 - AL1/70 + At 1/99
(Euler, 1764) [3-1]

Pild= At1/2 + AL1/3
\ (Hutton, 1776) [2-2]

Pild< 2At1/3 + At1/7
(Hutton, 1776) [2-3]

Pvda= 2At1/2 - AL1/7
“{Hutton 7 ) [2-4]

Pi/i4 =12 A1 1/18 + 8 At 1/57 - 5 At 1/23%
(Gauss 7y [3-2]

Piid=. At1/2 + At1/5 +At1/8
(Strassnltzki 1840)
[3-3]

Pird = 3At1/4 + At1/20 + At 1/1985
(Stormer, 1896) [3-4]

Pi/4= 6 At 1/8 + 2 At 1/57 + At 1/239
(Stormer, 1896) [3-5]

= Cettedernidre formule, etcelle de Gauss,
permettent en 1974 A Jean Guilloud et
Martine Bouyer d'obtenir plus d'un milllon
de décimales de Pi. Ce record, établi
alors sur un gros ordinateur, tout-un-cha-
cun peut-il aujourd'hui l'espérer sur sa"hé-
cane" familiere ? Nous allons tenter de
baliser quelques pistes dans cette direc-
tion.

~ Nos valsseaux pour voyager
dans la "Galaxie™ Arc Tangente...

Les développements de P4 sous forme
de sommes d'Arcs Tangente ne se limitent
pas A ces dix expressions historiques... Il
y en a d'autres, innombrables. Pour se
véhiculer de l'un & l'autre, plusieurs formu-
les existent. Nous en avons utilisé surtout
deux, que nous avons baptisées "formule
de dissection”, et "formule de trissection".

« "Disséquer l'entier n", ¢’est, pour nous,
déterminer les entiers a et b tels que :

At 1/n= At 1/a + At 1/h.
{ At est mis pour Arc tangente)

Cela est équivalent a :

{n?+1) = (a-n)(b-n),
et dong, & chaque couple de diviseurs de
(n2+1) correspond un "couple dissecteur”
de "n"...

Exemple : dissection de "2" :
n=2 ==> nN?+1=5.

or 5 =1 %x 5
d'ol a-2 =1 etb-2 = 5
soit a =3 etb = 7
et d’'autre part :
5 = {-1) x (-5

doll a-2 =-1ethb-2 = -5
soit a =1 eth = -3
D'ogl,

At 1/2 = AL1/3 + At1/7,
et At1/2 = At1 - At1/3

Le premier résultat méne de la formule
[2-2] aux formules [2-3] ou [2-4]; le se-
cond, de la formule de Leibniz 4 la formule
[2-2]...

» Un programme informatique trés simple
permet d'éditer des "tables" des "couples
dissecteurs” de tout entier positif. La mois-
son est intéressante : ces tables consti-
tuent d'une certaine fagon une "carte” de .
I'ensemble des nombres entiers organisé
par notre formule de dissection en un ré-
seau, "paraliéle” en quelque sorte a celui
qu'y crée la relation de divisibilité. Si cer-
tains nombres, comme le "2" de I'exemple
ci-dessus, n‘ont que deux couples dissec-
teurs, d'autres en capitalisert une dou-
zaine (tels 43, 47, 57,73 ) voire une tren-
taine (tels 307, 447, 557...) et constituent
des maillons forts du réseau. On les re-

‘| trouvera souvent d'ailleurs dans nos déve-

loppements de Pi/4... et dans certaines
formules de Ramanujan...

C De Pien Pi )

= A l'aide de ces "iables de dissection”, on
peut voyager de développement de P4
en développement de Pi/4. Un exemple,
avec, pour point de départ,

Ia formule de Gauss :
Pi/4 =12 At 1/18 +8 At 1/57 -5 At 1/239
soit :[12/18 + 8/57 - 5/239]
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De nos tables : 18 ==> (31,43)

dou [ 12/31 + 12/43 + 8/57 -5/239]
puis 31 ==> (57,68)

dol[ 12/43 + 20/57 + 12/68 - 5/239 ]
puis 43 ==> (68;117)

d'odf 20/57 +24/68 + 12/117-5/239 ]
soit : Pi/4 = 20 At 1/57 + 24 At 1/68 +

12 At 1/117 - 5 At 1/239

» De fagon analogue, "triséquer 'entier n",
ce sera, dans notre jargon, trouver des
nombres entiers a,b,c tels que :
At 1/n=At1/a + At1/b + At 1/c,
ce quirevient & :
(n?+1)(S-n)=(a-n)b-n)c-n),
avecS=a+b+c,
etencore & :

c'=(n? - 1){a'+ b'+ 2n) / (a'b™- n? - 1),
aveca=a-nb=b-nc=c-n

La aussi, un programme informatique
encore assez simple permet d'obtenir des
tables des triplets trisecteurs de tout
nombre entier n. Impressionnantes, ces
tables : 18, par exemple, compte 59triplets
trisecteurs ;57 en totalise 187, et pour 99,
ityena207...

Cestables ne font pas double emploi avec
les tables de dissection: si certains triplets
trisecteurs peuvent étre obtenus aumoyen
de deux dissections ou plus, d'autres ne
sontainsiaccessibles que difficilement, ou
pas du tout.

Exemple de travail avec lestables Det T
(D pour "dissection”...)
a partir de la formule [3-5] de Stormer :

Pild = 6 At 1/8 +2 At 1/57 + At1/239
Soit [ 6/8 + 2/57 + 1/239]

Tables T: 8 ==>(18,21,47)
d'oll [ 6/18 + 6/21 + 6/47 + 2/57 + 1/239]

Tables T : 18 ==>(21,239,268)
d'ou [12/21 + 6/47 + 2/57 +7/239 + 6/268)

Tables D ; 21 ==>(38,47)
d'ol [12/38 +18/47 + 2/57 +7/239 + 6/268]

Tables T : 38 ==>(68,117,327)

d'ol [18/47+2/57+12/68+12/117+7/239
+6/268+12/327]

Tables D : 47 ==>({57,268)

d'ol [20/57 +12/68 +12/117+ 7/239
+24/268+12/327]

soit

Pii4=20 At1/57 + 12 At 1/68 + 12 At 1/117
+ 7 At 1/239 + 24 At 1/268 + 12 At 1/327.

... Et nos boussoles
dans ce voyage?

Régles de recherche:
* Les développements de Pif4 cités plus
haut sont des sommes de deux ou trois
"termes”, et chaque terme est caractérisé
par un "coefficient” et un "dénominateur”;
ainsi la formule de Machin :

Pi/4 =4 Arc Tan 1/5 - Arc Tan 1/239
a un premier terme de coefficient 4 et de
dénominateur 5,
et un second terme de coefficient -1
et de dénominateur 239.

* De tels développements 43, 4,5, ... 10
termes, ou plus, nos formuies de "dissec-
tion" ou de "trisection” en fournissent, en
pagaille... mais ces résultats ne sont inté-
ressants que g'ils permetient un calcul
assez rapide de Pi, ce qui suppose :

- un nombre de termes aussi réduit que
possiblie ;

- des dénominateurs aussi élevés que
possible, et surtout e plus petit d'entre
eux...

Souvent aussi s'y ajoutera un autre impe-
ratif, celui d'une relative homogénéité dans
l'ordre de grandeur des dénominateurs, ce
qui se traduira par des "fourchettes”, varia-
bles selon le langage et le format numéri-
que utilisés pour programmer ces deve-
loppements.

( Les développements )

Notre recherche s'est orientée aussi vers
des développements dont un (au moins)
des dénominateurs estundes nomhres 4,
8,16, 32, 64, ...,512. En Assembieur en
effet, la division par ces nombres ou leurs
carrés peut se faire de fagon trés rapide
( par décalage de bits ou d'octets).
Citons, par exemple, outre les formules
[3-4] et [3-5], de Stormer, et les formules
[5-4]) et [6-1] de la page 26, les développe-
ments suivants :

suite page 27

Arctan 1
= Arctan 1/2 + Arc tan 1/3

2 Arctan 1/3 + Arctan 1/7
=Arc tan 1
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Les développements trouves.

Voici, parmi les cent quarante et quelques développements ainsi mis  jour, les
plus intéressants & notre avis (tous sont des expressions de Pi/4) :

— A trois termes :
aucun n'est plus rapide que celui de Gauss.
Citons pourtant celui-ci, dont un des dénominateurs est décimal :

5At1/145 + 7At1/18 + 3At1/57 [3-6]
— A quaire termes :

- 12A1 1/38 + 20A11/57 4 7At 1/239 + 24At 1/268 [4-1]
12At 1/43 + 20At1/57 +12At1/68 - 5At 1/239 [4-2]
20At 1/57 + 24A1 1/68 + 12At 1/117 - 5At 1/239 [4-3]

—Acing termes :
34At 1/68 + 22At 1/117+ 5A1 1/239 + 20At 1/307 +10At 1/882 [5-1]
44A1 1/68 + 12At 1/117- 5AL 1/238 + 20At 1/882 +20At 1/4557 [5-2]
68At 1/99 - 12At 11117+ 39At 1/239+ 20At 1/307 - 24At 1/882 [5-3]
32At 17117 + 24At 1/130,5 + 44At 1/142-5At 1/239 + 20At 1/512 [5-4]

— A six termes :

( on abrégers désormals X ArcTan 1/Y en X//Y )

32/M17  + 44/142 + 24/1193 - 5//239 + 24//403 + 20//512 [B-1]
56/157 + 394239 + 68//268 -12//302 + 20//307 - 12//882 [B-2]
12191 + 39/239 + 68/268 +32//302 + 20//307 + 44//327 [6-3]
56//191 + 39//239 + 68//268 -12//302 + 20//307 + 44//882 [6-4]
39//232 + 68//268 + 44//302 +20//307 + 56//327 - 12//882 [6-5]
39//239 + €8//268 + 64//307 +56//327 - 12//882 + 44//18543 [6-6]

— A sept termes :
39//239 + 56//265 + 68//268 -12//302 + 20//557 + 76//684

+ 44//882 [7-1]
12//302 +20//557 + 76//684 + 44//882

+ 39//2436 [7-2]
20//557 +76//684 + 44//882 + 95//2163

+ 39//2436 [7-3]

95//265 + 68//268

68//268 + 83//302

+

— A huit termes :
56/191 + 39//239 + 88//437 - 12//487+68//693 - 12//795

+ 44//882 + 20/1032 [8-1]
171//557 + 227//684 + 68//853 - 24//882+ 95//2163 + 39//2436

+ 68//2621+151//18543 [8-2]
171//557 + 227//684 + 44//882 + 95//2163+39//2436 + 68//2621

+151//18453 + 68//25943 [8-3]

— A neuf termes :

227//684 + 44//882 + 1711407 + 171/1607 + 266//2163
+39//2436 + 68//3318 + 68//5793 + 83/18543 [9-1]
227//684 +171/11407 + 215/11607 + 68/11818 - 24/11955
+ 266//2163+ 39/2436 + 68/2621 + 151//18543[9-2]
—A dix termes :
171/1407 + 215/11607+ 493//2163 + 83//2436 + 454//2582
+68//3318+ 227//4443+ 68//5793 + 44/9901 + 83//18543 [10-1]
17111407 + 442/1607+ 493//2163 + 83//2436 + 68//2621
+227/12801 +44//9901+ 151//18543 + 68//25943 + 227//49083 [10-2]
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548 + 218 + 3457 [3-7]
44 - 421 - 1/239 [3-8]

618 + 232 2173 + 1//239 [4-4]

1216 + 257 + 1//239 - 6//2072 [4-5]

20//32 + 473+ 121117 - 5//239 + 24//993 [5-5)
20//32 + 24//68 20/73 + 12/117-  5//239 [5-6]
12//16 + 2//32 2073 + /239 - 6//2072 [5-7)
24//32 + 7241 + 4437 - 4//2072 - 12//16432+ 3//28800 [6-6]
12116 + 2//32-2//64 + 1//239 + 2//460 - 6//2072 - 2//4033 [7-4]

50//64 + 1//239 + 2//460 - 6//2072 -

C Le hit-parade des formules )

Comparaison des résultats obtenus
avec ces formules.

Trois chiffres peuvent caractériser les
performances d'une formule donnée ;

Le rapport D/T (nombre de Décimales
désiré/nombre de Termes nécessaires).
La, pas de mystére : ce rapport est égal a
"2 log a", "a" étant le "plus petit dénomina-
teur" de la formule. Par exemple :

- pour la formule de Machin : Pl/4 = 4 Arc
Tan1/5-Arc Tan 1/239, ce rapport D/T est
égal & 2 log 5, soit environ 1,4 : il faut 10
termes pour obtenir 14 décimales exac-
tes...

- pour la formule de Gauss, ce rapport
atteint 2 log 18, (= 2,51 );

- pour notre formule [4-3], 3,51 ... et 6,30
pour notre formule [10-1].

Le nombre de décimales calculables.

Il dépend : du langage employé, de la
formule, du programme, et de la mémoire
disponible de l'ordinateur utilisé. On l'a
calculé ici en tenant compte des trois pre-
miéres de ces contraintes, (la demiére

2/14033 - 12//116432 - 26//131168 [7-5]

pouvant étre tournée par le recours & une
mémoire étendue) etonl'a noté "DC" dans
le tableau qui suit.

Le temps de calcul

- Pour une formule donnée, il varie un peu
moins vite que le carré du nombre de
décimales désiré...

- Pour un nombre donné de décimales, il
dépend de l'ordinateur, du langage, de la
formule et du programme.... On a donc
cherché, pour chaque formule, le pro-
gramme le plus rapide, et cela dans trois
cas: _

1) en GwBasic, sur AT 286/12, par blocs
de 12, pour 120 et 600 décimales ;

2) en Turbo-Basic version 1.1, sur un XT
muni d'un coprocesseur 8087, par blocs
de 10, pour 600 et 2400 décimales.

3) sur ce méme XT, en Power-Basic (ver-
sion 2.1 du Turbo-Basic), qui permet des
calculs plus rapides, et par blocs plus
gros : 12 A 14 chiffres selon la grandeur
desdénominateursde laformule (15 méme
si aucun dénominateur ne dépasse 99); et
cela, pour 2400 décimales, par blocs de
12, puis de 13 ou 14 quand c'est possible.
Voici quelques-uns des résultats trouveés :

For-|rapp.|len GwBasic, sur AT sur XT+8087, en 'J:-B,eltl en P-B, 2400 déc
mule| D/T ||120 4] 600 4 DC 600 4|2400 4] ©DC b.12 {b.13 |b. 14
Mach| 1,39 7" | 2'29"; 21 750 || 19" | 4'57"| 81 000 || 3'25"| 3'10|2'57"
Gaus| 2,51} 5" | 1'49") 17 400 || 13" | 3'30"| 81 000 || 2*'25"| 2'15{2' 6"
4-3 | 3,51)) 5" |*1'40"] 14 500 i 13" |[*3'12"| 70 BOO |[*2'11"[*2'2"{1'53"
5-1 | 3,66)} 6™ | 2' 3"| 12 400 {| 13" |[*3'20"| 60 700 (|*2*17"|*2'7"| —-
5-3 | 3,99] 6" | 1'59"| 12 400 || 13" |*3*10"| 60 700 [|*2*'10"|*2*1"| -
5-4 | 4,13|] 5" |*1'48™| 12 400 j| 13" |*3'11"| 60 700 |[*2'10"j*2'i"| ——
6-3 | 4,56)| 7" | 2°'26"| 10 800 || 13" [*3'20"| 53 100 |[*2'17"|*2'7"|1'57"
6-4 | 4,56)| 7" | 2'23"| 10 800 || 13" |=3°*17"| 53 100 j|*2'14"|*2'5"| —-
6-5 | 4,75|| 7" | 2'31"| 10 800 [| 12" |[*3°'12"| 53 100 [[*2'1i"|*2'2"| -~
6-6 | 4,75/ 7" | 2'22"| 10 800 || 13" {*3'15"| 53 100 |[*2'13"|*2'4"| --
7-3 | 4,85|| 8" | 2'48"| 9 600 || 22" | 5'28"| 47 200 |[*2'i4"| -~ -
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Onasignalé parune ""lestemps meilleurs
que ceux de la formule de Gauss, dansles
mémes conditions. Plus e Basic est évo-
ué, semble-t-il, plus les formules a gros
dénominateurs ont leur chance...

Notons cependant, pour compléter ce
tableau :

- que le "nombre de décimales calcula-
bles" (DC) indiqué pour le Turbo-Basic ne
peut parfois étre atteint qu'en recourant 3
une mémoire étendue. Ce langage s'étale
en effet sur 260 kilo-octets de mémoire.
-que cette condition remplie, et sion opére
par blocs de 14 décimales, on peut porter
ce hombre jusqu'a 94 500 décimales en
Power-Basic {340 kilo-octets).

Mais c'est en Assembleur que la compa-
raison aura le plus d'interét, en particulier
avec les formules de second type (dontun
dénominateur au moins est 8, 16,32, ... ou
512). Programme de travail ambitieux, qui
exigera quelque temps ... Un collégue du
Club Microtel d'Albi, Mr Didier Riviére, a
d'ores et déja programmé en Assembleur
8086 la formule de Gauss, et obtenu, sur
AT 286/12, 68 000 décimales en 3 heures;
et 157 600 en 10 heures sur AT 386/16. La
place occupée en mémoire n'excéde pas
332 ko (pour N décimales : N x 0,416 x5
oct., plus les 3500 octels du programme).
Moyennant quelques retouches, ce pro-
gramme devra pouvoir fournir jusqu'a
164 500 decimales.

A ce stade, un obstacle sérieux apparait:
le "diviseur" 2N+1 duterme derangNdans
le développement de ArcTan x atteint 277,
ce qui pose probléme pour la division par
c¢e nombre d'un "mot" de 32 bits.

Sans doute, on peut reculer cette barriére
en remplagant la formule de Gauss par
une des formules 4-3, 5-4, 6-1 ou 6-3, &
meilleur rapport D/T ; puis, en recourant
a la mémoire étendue, flirter avec les
300 000 décimales... Mais la route vers le
million de décimales sur micro-ordinateur
ne seravraiment dégagée que parl'utilisa-
tion des "dmots" de 64 bits et des instruc-
tions propres a 'Assembleur du 80386 (ou
du 80287). Ony pense... Affaire a suivre...

Autres recherches,
autres résultats.
* Aprés les formules de "dissection" et de
"frisection”, des formules de quadri-sec-

tion et de 5-section ont été mises au point...
L.amise enoeuvre de larecherche parleur

intermédiaire est cependant plus labo-
rieuse.

« On a cherché aussi des décompositions
de la forme :

ArcTan1/n=2 Arc Tan 1/a + Arc Tan 1/b
ce qui a mené, entre autres, & la filiére
suivante :

n=1==> a= 3etb = 7
N =7 == a=17etb = H
N =41 ==> a = 89%et b =239
n =239==> a =577 et b=1393¢fc..

puis & ces deux tormules:

{u,) etant la suite :

u= 1U,=3,..., U =2U,+U_,

ona:

Pi= 2(ArcTan 1/u,+ArcTan1/u, +...
+ArcTan 1/u, +.....)

ou

Pi= 2(ArcTan 1/u,+ArcTan1/u +...
+ArcTan 1/u,, )+ArcTan 1/u,_

= Décompositions de la forme ArcTan 1/n

=2 ArcTan 1/a + Arc Tan 1/b.

Pour chaque valeurde n, elles donnent au
moins le couple

(2n, 4n? + 4n)

et parfois unautre, aux deux termes moins
disproportionnés.

= Par contre, aucun résultat nouveau dans
les directions :

ArcTan1/n=3 ArcTan 1/at ArcTan 1/b et
ArcTan 1/n= 4 ArcTan 1/a+ ArcTan 1/b

= Enfin, on a parfois acceptd, dans I'exploi-
tation des formules de dissection et de
trisection, des développements de Pi/4
avec dénominateurs décimaux. Certains
de ces résultats (tels les développements
3-6 et 5-4) permettent un calcul de Pi
assezrapide et sans histoire ; d'autres, par
contre, générent des erreurs auxquelles
nous n‘avons pas su remédier.

On a trouvé aussi des développements
analogues 3 celui d'Euler :

Pi/4 =5 ArcTan 1/7 + 2 ArcTan 3/79
avec "numérateur” différent de 1, par
exemple : :
P4 =
16 ArcTan 1/57 +

3 ArcTan 3/79 + 5 ArcTan 7/524

Siaucun n'est assez performant quant au
rappont D/T (nombre de Déc./nombre de
Termes) pour compenser la plus grande
complexité de calcul qu'exige leur pro-




grammation sur micro-ordinateur, ils peu-
vent au moins servir de relais dans la
recherche de formules de dénominateur
1. Ainsi, de la formule de Gauss :

Piy4 =12 At 1/18 +8 At 1/57 -5 At 1/239
et de

At 1/57 = At 7/524 + At 1/239
puis de

At 7/524 = At 1/99 + At 1/307
on déduit:

Pi/4=12 At1/18 +8 At 1/99+ 3 At 1/239

+ 8 At 1/307

(Prpgrammation de ces formules :)

GAUSS d'abord...

On a pris pour exemple de départ le calcul
de Pi par la formule de Gauss, en GwBa-
sic. Le programme obtenu se transpose
en effel facilement aux autres formules
citées, et se traduit sans probléme notable
en Turbo-Basic et en Assembleur (en
Turbo-Pascal par contre, nous n‘avons
pas pu dépasser les 300 décimales, par
suite dela rigidité des allocations-mémoire
de ce langage).

Quatre étapes dans cette program-
mation:

1- Marier le développement de Arc Tan x :
ArcTanx=x-x%3 +x%5- x7/7...{A)

a la Formule de Gauss :

Pi =

48 At 1/18 + 32 At 1/57 - 20 AL 1/238, (F)

tout en tenant compte de la nécessité de

saucissonner l'expression de Pi a obtenir,

de ia découper en "blocs" d'égales lon-

gueurs, manipulables par l'ordinateur...

Lecalcul & programmer se développedonc

selon trois directions :

— les termes de la série (A) : c'est la
dimension A...

— les trois termes de 1a formule (F}) :
dimension F...

— la suite des blocs dont se compose le
nombre & calculer : dimension B...

Le "pointeur" de l'ordinateur doit parcourir
toutes les cellules d'un "cube" (un cube ?
pas vraiment... un building plutét, de plu-
sisurs étages, dont chacun a, en gros, la
forme d'un prisme triangulaire...) et cela,
dans un "ordre" donné, qui peut étre :
— pour chaque valeur de A, puis de F,
chaque valeur de B ( option AF )
— pour chagque valeur de F, puis de A,
chaque valeur de B ( option FA )
{ les autres options possibles semblent

plus difficiles a programmer )

Cela donne, pourx =48,y =32,2=-20,M=18,P =57, Q=239

pour l'option AF :
Pi=1. {xM + yP + z/Q)
-(1/3). (x/M® + y/P?+ Z/QP)
+1/5) . (x/M5 + y/P®+ 2/Q5)

..................

Dans cet exemple, c'est l'option AF, plus
gourmande en mémoire, mais plus rapide,
qu'on retiendra.

2- Programme simplifié et commente :

- On appelle X, Y, et Z les suites :

(x.M, x/M, x/M3 x/M5,..),
{y.P, y/P, y/P? y/P5.),
(z.Q, z/Q, z/Q% z/Q5,..).

(pour lasuite X parexemple, chaqueterme
est le quotient du précédent par M2 le
premier terme, indicié par 0, ne servant
qu'a amorcer le processus);

- On appelie U la suite dont le terme de
rang "n" est, dans un premier temps, la
somme des termes de rang "n" des suites
XY et Z; et, dans un second temps, cette
somme divisée par (2n - 1);

- Et enfin, S est une suite dont le terme de
rang "n" est la somme des n premiers
termes de la suite U, compte tenu de

et pour l'option FA :

- X/3M3 4+ x/BM5- ...)

- y/3P% +y/5P%- )
- z/3Q° +z/5Q8 - ...).

Pl = (x/M

l'alternance des signes.
Ce quidonne :

5 DEFINT D-P:DEFDBL R-Z
101=1:L=1:J=0

20 X=48:Y=32:Z=-20:M=18:
P=57:Q=239
30 X=X*"M:Y=Y*P:Z=2"Q:
M=M*M:P=P*P:Q=0"Q

40 X=X/M
50 Y=Y/P
60 Z=2/Q
70 U=X+Y+Z

80 U=UA
90 S=S +L*U

91 L=-LJ=J+1:l={+2
99 IF U>0 THEN 40
100 PRINT S

Définir les formats numériques utilisés
J numérote les termes des 5 suites ;
L alterne les signes de la suite U ;
| fournit la suite 1,3,5,..
des coefficients des dénominateurs
Introduire coefficients et dénominateurs
Calcul des termes de rang 0 '
des suites X,Y,Z
et remplacer M,P,Q par leurs carrés
Passage d'un terme de (X ) au suivant
.Idempour...
... etpour Z.
Somme des termes de rang n des suites
XYZ.
diviser cette somme par le dénominateur
Ajout du n-iéme terme de S
aux précédents.
Mise a jour des coefficients
Test d'arrét ou de poursuite du calcul
Affichage des résultats.

Te!l quel, ce programme permet déja le
calcul de Piavec 15 décimales exactes, en

6 boucles....
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3- Passage en "multiprécision”.

Pour obtenir une précision théoriquement
illimitée :

- on utilise les techniques du "calcul par
blocs de p chiffres”, ¢ce qui veut dire qu'on
opére en base "10 exposant p" (en GwBa-
sic, pour la formule de Gauss, on peut
prendre p égal & 12 : c'est la plus grande
puissance de 10 qui permet les calculs de
ce programme en "double précision”, sans
dépassement de capacité ni perte de
donnée ; en Turbo-Basic 1.0, ne pas pren-
dre p supérieur 3 11}

- on donne aux variables X,Y,Z,U,S un
indice qui croitra de 0 & N, N étant le
nombre de blocs de p décimales désiré ;
- chacune des opérations des lignes 40 &
90 (divisions ou sommes) se fait en trans-
posant en base "10 exposant p" les tech-
niques de calcul a la main des opérations
similaires en base 10. La base "10 expo-
sant p" est notée V ; R désigne la retenue
ou le report, et T le total provisoire ;

- les divisions (lignes 40,50,60,80) se font
de gauche a droite, donc du bloc 0 vers le
blocN ; etles additions (lignes 70 et90), du
bloc N.vers le bloc 0.

4- Optimisation.

Pour accélérer les calculs :

- on utilise autant que possible le format
numérigue "entier" ;

- on introduit les variables dans l'ordre de
leur fréquence d'utilisation, et on en limite
le nombre en les réemployant dés que
possible { M, P, Q remplacés par leurs
carrés a la ligne 35...)

- et surtout, on count-circuite les boucles ou
parties de boucles devenues inutiles. En
effet, les variables X, Y et Z convergent
régulierement vers zéro, en ce sens que
leurs premiers blocs s'annulent successi-
vement, 3 mesure que croft l'indice J qui
numérote les termes de la série. Les varia-
bles F,G,H et les lignes 33,43,53 et 93
assurent cet élagage progressif qui se
solde, pour cette formule, par un gain de
temps de 45%.

Voici dong notre programme “"Formule de
Gauss en GwBasic, option AF" :

5 DEFINT D-P:DEFDBL R-Z:T=0:R=0:V=1000000000000#

7 INPUT;"Combien de blocs de 12 décimales ";N:DIM X{N),Y{N),Z(N),U(N),S(N)
20 M=18:P=57:Q=239:1=1:L=1:X{0)=48:Y(0)=32:Z(0)=-20

30 J=0:X(0)=X(0)*"M:Y(0)=Y(0)*P:Z(0)=Z(0)*Q:M=M*M:P=P*P:Q=Q"Q

33 ON 3+{G>N)+{H>N) GOTO 60,50,40

40 R=0:FOR K=H TO N:T=R+Z(K):Z(K)=FIX(T/Q):R=(T-Z(K)*Q)*V:NEXT K

43 IF Z(H)=0 THEN H=H+1

50 R=0:FOR K=G TO N:T=R+Y(K):Y(K)= FIX(TIP) R=(T-Y(K)*P)*V:NEXT K

53 IF Y(G)=0 THEN G=G+1

60 R=0:FOR K = F TO N:T=R+X(K):X(K)=FIX(T/M):R=(T-X(K)*M)*V:NEXT K
70 R=0:FORK=N TO F STEP -1:T=R+X(K)}+Y(K)+Z(K):R=INT(TA):U(K)=T-R*V

NEXTK

80 R=0:FOR K=F TO N:T=R+U(K):U(K)=INT(TA):R=(T-U(K)*I)*V:NEXT K
90 R=0:FOR K=N TO F STEP -1:T=R+L*U(K)+S(K):R=INT(T/V):8({K)=T-R*V:NEXT K

91 L=-L:J=J+1:=142

93 IF X(F)=0 THEN F=F+1

99 IF F<N+1 THEN 33

100 PRINT,," Pl = 3

110 FOR K=1 TO N:PRINT USING" **#it#i### " S(K),;

120 NEXT:PRINT

On peut ajouter un ou deux gadgets, par exemple, pour mesurer les temps de calcul,
les instructions : A$ = TIMES$, en début de ligne 20,
et : B$ = TIMES, en début de ligne 100, ainsi que les lignes :

4DEF FNB(A$)=VAL(LEFT$(A$,2))*3600

+VAL(MID$(A$,4,2))*60+VAL(RIGHT$(AS$,2))
150 B=FNB(BS$)-FNB(A$):BH=B\3600:B=B MOD 3600:8M=B\60:85-B MOD 60
160 PRINT "Temps de calcul :"BH"h"BM"m"BS"s"

et, pour faciliter la lecture, la ligne :

115 A=K/120:IF INT(A)=A THEN X$=INPUTS(1)
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Pour transposer le programme ci-dessus
de l'option AF a l'option FA, on peut rem-
placer les lignes 7 & 99 par celles ci-
dessous :

Programmation
des autres formules...
et autres types de programmes..

7 INPUT;"Combien de blocs de 12 décimales ";N:DIM X{N),U(N),S(N):A$=TIME$
20 Q=18:X(0)=48:GOSUB 55

21 Q=57:X(0)=32:GOSUB 55

22 Q=239:X(0)=-20:GOSUB 55:GOTO 100

55 I=1:L=1:J=0:X({0)=X(0)*Q:Q=Q*Q:F=0

80 R=0:FOR K=F TO N:T=R+X{K):X{K)=FIX{T/Q):R=(T-X(K)*Q)*V:NEXT K

80 R=0:FOR K=F TO N:T=R+X(K):U(K)=INT(T/1):R=(T-U(K)*I)*V:NEXT K

90 R=0:FOR K=N TO F STEP -1.T=R+L*U(K)+S(K):R=INT(T/V):S(K)=T-R*"V.NEXT K

91 L=-L:J=J+1:I=l+2:IF X(F)=0 THEN F=F+1

98 IF F<N+1 THEN 60
99 RETURN

Cette option est plus lente que la précé-
dente ( sauf pour les formules a deux
termes ) : elle requiert 3 x N opérations par
bloc pour une formule &N termes au lieu
de 3 + N. Mals elle mange moins de
mémoire : elle se contente de 3 variables
indiciées, quel que soit le nombre N de
termes de laformule, au lieu de N + 2. Elle
peutfournir 29000 décimales en GwBasic;
etenTurbo-Basic v.1.1, 81000, quelle que
soit la formule. Cependant le programme
ci-dessus ne se transpose tel quel A d'au-
tres formules que si aucun dénominateur
ne dépasse 265.

Pour passer de la formule de Gauss, op-
tion AF, & d'autres formules, mé&me option,
il faut :

* bien sOr modifier les coefficients
X(0),Y(0),Z(0) etles dénominateurs M,P.Q,
et au besoin, en ajouter d'autres ;

* mais aussi veiller au "format" des nom-
bres utilisés :

** si un dénominateur dépasse 180, ne
pas l'appeler P ou P1, mais Q, ou Q1.., {
car P, déclaré comme "entier”, est rempla-
cé par son carré qui dépasserait 2'%, limite
du format "entier"...)

** si un dénominateur dépasse 265 (en
GwBasic, avec blocs de 12), remplacer la
division par Q% en ligne 40, par deux
divisions successives par Q.

En Turbo-Basic v.1.1, avec blocs de 10,
c'est au deld de 882 que s'impose ce

dédoublement; et, en Power-Basic, avec |

blocs de 12, audessus de 2700.

GAUSS 4 lamaniére de....
RAMANUJAN ?

On a aussi tenté de "doper” ces formules
en regroupant deux a deux les termes du
développement de Arc Tan 1/a.

Partant de :

. 1 ] . [ 1 1
C'IE!I—- - = e +‘l¢+ " ! +Ill|
8 la ¥ s’ 747 An31a*"?  n-pat™?

1 8
A + B.N ‘ 5
on aboutit ArcTan —=Z St avec A=3 -a
A =at(4n-3) (4n-1) et B = 4a° - d.

On a, par exenple :

1 e { -321+ 1292.m )
AroTan — =
18
am]

18" (4n-3) tdn-1) |

et AreTan — =
23%

&t laformule de Gauss s'écrit alors :
+X

+@

1 -3246 + 12952.n
ArcTen — Z '
1

57 572" (4n-3) (4n=1)

l -57118 + 228480.n
239" N (4n-3) (4n-1)

+
| tan=1) un—ail 184"

Z _ 1 r48(-321+1292-n) 32(-3246+12992.n) 20('57118+228480.n)]

st 239*""?

\

F,
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Pour aller plus loin:
On a regroupé surune disquette
pourcompatible PC (5" 1/40u 3"
1/2 au choix):
-tous les programmes auxquels
cet arlicle se référe { en GwBa-
sic, Turbo-Basic, Power-Basic,
Assembleur...)
-unprogramme donnant les 140
formules trouvées
- un fichier contenant au mini-
mum 157 600 décimales de Pi
données par le programme en
Assembleur, et un programme
pour les lire ou les éditer.
-unfichier faisant le point sur les
résultats obtenus en Assembleur
depuis la rédaction de cet arti-
cle. Pour obtenir la disquette,
contacter l'auteur :
(Tel 38 53 48 95) ou écrire au
journal qui transmettra.

Quelques ouvrages
sur le calcul des décimales de Pi:
- Dix mille décimales de Pi, Fran-
gois Genuys, Chiffres V.I., 1958
- Calculation of Pi to 100.000
Decimals, Daniel Shanks et John
W.Wrench Jr, Mathematics of
computation, January 1962, Vol.
16 n°77
- 1.000.000 de décimales de Pj,
J. Guilloud et M. Bouyer, 1974 -
Numéro »Spécial Pi»,
ADCS,1880.
cf. bon de commande p. 48
-Ramanujan et Pl, dans "Pouria
Science”, avril 1988, Borwsin et
Borwein.

—m

— T er—— — —

Au point de vue mathématique, cette for-
mule est satisfaisante : elle converge vers
Piaraisonde 5 décimales parterme (deux
fois plus vite que la méme formule de
Gauss, mais sans regroupement des ter-
mes). Mais sa programmation sur micro-
ordinateur est pénible : & cause des gros
multiplicateurs { tels 228480..) ou divi-
seurs { tels 239%...) utilisés, on doit fraction-
ner les opérations, sl bien que le pro-
gramme avec formule "dopée" est plus
lent que le programme avec formule non
dopée... On peut aussi ne doper que les
termes de la formule ayant un petit déno-
minateur, tels ie premier terme de la for-
mule de Machin. Mais cette fois encore, le
programme obtenu n'est pas plus rapide
que le programme originel...

Cet essal de "dopage" nous conduit A
l'évidence suivante : la "rapidité théorique"
d'une formule {c'est- & -dire le rapport
D/T :nombre de Décimales désiré/nombre
de Termes nécessaire) n'apas grand chose
& voir avec la rapidité réelle (le temps né-
cessaire a l'obtention d'un nombre donné
de décimales), car il faut tenir compte
ausside lacomplexité de laformule, et des
limitations du langage et du mocro-ordina-
teur utilisé...

Et RAMANUJAN
a la maniére de GAUSS?

Cette remarque, et 1a présence au numeé-
rateur du terme général de la formule
«dopée» d'un facteur de laforme A+ B.N
nous a poussé a programmer les deux for-
mules de Ramanujan suivantes:

5
4.8 882

4 _1123 1 13 1123+21460]+ 13 1.3.5.7 _[1123+2.21460]_
24 2.2

41(1103 + 26390) + 81(1103 + 2.26390) +

2 3
PI 882 2 4 882
1 ._"/.QE.._. 1103 +
Pl 801

44
(1 .39

4 8
(21) .396

Ces formules ont une bonne «rapidité
théorique~: la premiére, de 6 décimales
par terme, la seconde de 8. Mais leur
programmation présente, sur micrg-ordi-
nateur, deux difficultés notables:

* linversion indispensable pour passer de
1/Pi a Pi, qui requiert la division d’'un nom-
bre de N blocs par un nombre de N blocs;
*l'ordre de grandeur des diviseurs et mul-
tiplicateurs nécessaires pour passer d'un
terme au suivant, ordre de grandeurquide
plus va croissant, (comme le cube de NJ,
ce qui se concilie difficilement avec les
formats humériques acceptés par les mi-
cro-ordinateurs actuels. Ces formules de-
viendront sans doute plus intéressantes
avec des microprocesseurs, hon plus a 32
ou 64 bits, mais a 256 bits ou plus... Les
programmes que nous avons élaboreés
avec ces formules ne sont exaclts que
jusqu'a 3 ou 4 mille décimales, et plus
lents, du fait de leur complexité, que les
programmes issus des formules Arc Tan-
gente...

Ce qui nous améne & deux questions, et &
une conclusion:

Les deux questions :

- ces deux formules de Ramanujan parta-
gent avec les formules Arc Tangente
«dopées» le fait d’avoir, au humérateurde
leur terme général, un facteur de la forime
(A+B.N). Ne seraient-elles pas, elles aus-
si, des formules «dopées», obtenues par
regroupement deux & deux des termes de
formules plus simples (et plus faciles &
programmer) ? Si oui, comment remonter
a ces formules plus simples ?

- le terme général de ces formules a pour
facteur principal de sondénominateur, pour
Fune 8822™1, et pour l'autre (4 x 99)*". Or
cesdeux nombres: 882 et 99, sont de ceux
qu'on retrouve souvent aux dénomina-
teurs des formules ArcTangente. Y a-ilun
lien entre ces formules de Ramanujan, et
nos formules ArcTangente ?... et si oui,
iequel 7 (on peut réver, non 7)

Et la conclusion: en I'état actuel de la
micro-informatique (nous ne parlons pas
del'Informatique avecungrandl, celle des
gros systémes...), ce sontencore, semble-
t-il, les formules Arc Tangente qui ménent
aux résultats les plus faciles, les plus rapi-
des, et les plus perdormants pour le calcul
des décimales de PI, résultats que 'amé-
lioration des langages et des matériels
permet de pousser d'ailleurs chaque jour
plus loin....

A moins que la méthode des «algorithmes
itératifs», qui a permis d'atteindre le mil-
liard de décimales, soit enfin réalisable sur
microordinateur...? mais cela, ¢'est une
autre histoire, et peut-étre, qui sait, un
autre article. m




YSRIN géronac!
QUi VEUT ME FOSER
UNE QUESTIONS

1% épisode

C

Que notons-nous ?
Vers une clarification des fonctions de
I'évaluation

Pour visiter les territoires aux contours
incertains de I'évaluation, nous allons partir
de notre quotidien le plus quotidien, de
cette grosse partie immergée de notre
iceberg de travail. Vous avez tout de suite
compris : il g’agit de la correction des
copies |

1 - Le devoir fait en classe

Faisons I'hypothése que le devoir que
vous venez de corriger estundevoir faiten
classe. Il fait donc le bilan d'un apprentis-
sage {d'un ou de plusieurs) que nous
schématiserons par :

Apprentlssage

Ce devoirfait partie d'un paquet de copies.
La moyenne des notes n'est certainement
pas 18. Aussi va-t-il y avoir une correction
du devolr. Pourquoi ?

1er scenario : Les questions évaluées. ot
mal réussies seront reposées plus tard,
réévaluées. Mais alors n'élait-ce pas trop
16t pour évaluer ? Prenons le cas d’un
éléve sérieux qui varetravailler et pour qui
la correction aura été efficace : 1er con-
tréle 5, 2e™ contrdle 15. Quelle doit étre sa
note 7 10, la moyenne de ses échecs etde
saréussite, ou 15 lamesure de ce qu'il sait
faire effectivement ?

2e scenario : C'est terminé, on passe &
autre chose, 4 une autre partie du cours. A
quoi sert alors la correction ? Envisageons

il sgikfaire ;

Plot N° 64

encore le cas d'un éléve sérieux qui va
travailler : il va suivre les conseils du pro-
fesseur, refaire des exercices. Maintenant
il aurait 18 si on refaisait un
devoir aujourd’hui. Mais c'est trop tard.
On ne tiendra compte que de son 5. Pen-
sez-vous qu'ils seront alors nombreux &
écouter sérieusement le corrigé et 4 le
retravailler 7

De ces senarii nous tirons trols constats:
— nous nions le droit & I'erreur

— nous faisons la somme des échecs de
'apprentissage

— nous valorisons la vitesse d'apprentis-
sage.

2 - Le devoir fait 4 la maison

Faisons maintenant I'hypothése que le
devoir & été fait 4 la maison. Quelle est
alors sa finalité ? Certainement pas de
faire un bilandesconnaissancesdel'éléve
car nul ne peut assurer que ce soit son
travail. C'est donc de faire travailler I'éléve
sur les notions qui viennent d'étre vues en
cours, d'approfondir ces notions, de s’exer-
cer. Ce devoir est noté. A quoi va servir
cette note ? A alimenter la moyenne tri-
mestriclle ? Et la moyenne trimestrielle,
c’est I'image vis a vis des parents, c'est le
passage dans la classe supérieure, la
possibilité de poursuivre des études, de
choisir une meilleure voie. C'esl le réle
soclal de la note qui devient alors I'impor-
tant et pas le travail a faire. Et de fait,
qu'arrive-t-il ? Les éléves copient les uns
sur les autres, se font aider, font faire le
devoir par des parents ou amis... Quand
nous agissons ainsi, nous CONFONDONS
deux fonctions de I'évaluation :

—- la fonction soclale : faire un bilan des
connaissances et capacités de I'éléve afin
de savoir s'il répond aux exigences, aux
normes du systéme éducatif.

— la fonction pédagogique : faire un
bilan pour aider I'éléve dans son travail et
son apprentissage.

«FEUILLETON»
de FEVALUATION

Jean-Paul GUICHARD - Parthenay

COROLAIRE
bulletin

de liaison

de la
régionale
Apmep

de

Poitiers,

VOuUS

présente
ICI -
les deux m——i
premiers
épisodes.
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Donc quand nous évaluons il faut nous
poser la question : POURQUOI 7

— si ¢’est pour sanctionner les apprentis-
sages, en faire la somme, il s'agit d'éva-
luation SOMMATIVE.

— sl ¢’est pour contribuer & la formation
de I'éleve, il s'agit d'évaluation FORMA-
TIVE.

L'intérét de bien distinguer ces deux fonc-
tions différentes est d'éviter les effets
pervers de I'évaluation, et en particulier de
la note, sur les apprentissages.

nante 7 Le devoir que je pose a-t-il pourbut
de sélectionner les meilleurs ou de contrd-
ler Patteinte des objectifs de connaissance
fixés par les programmes 7 Or la mission
fondamentale de I'Ecole est de FORMER
des individus, et dés qu'il y a échec il est
normal que cela suscite des interroga-
tions, et méme s'il Wy a pas échec il est
normal que les acteurs du systéme éduca-
tif essaient d'améliorer au maxirmum la
réussite. Une analyse des causes
d'échec, sous l'angle de T'évaluation,

EVALUATION

FORMATIVE

pour 'éléve, pour sa formation
en cours d’apprentissage
savoir pour agir
pour réguler les apprentissages

pour alder I'éléve & réussir ses appren- -

SOMMATIVE

de I'éléve, de ses acquisitions
en fin d'apprentissage
savoir pour juger
pour sanctionner les apprentissages
pour faire un bilan

tissages EVALUER POUR SAVOIR
EVALUER POUR APPRENDRE
§ )
2'm Episode donne deux explications aux déconvenues
\_ des professeurs :
1 - On enseigne a un niveau et on évalue
Pourquoi changer ? a un autre niveau plus élevé.

EVALUATION FORMATIVE (1).

— Pour lutter contre 'ECHEC
— Pour former un maximum d'individus.

La note sanctionne, c’est vrai. Mais elle
nous questionne aussi, car les résultats
sont rarement & la hauteur des espéran-
ces du professeur. Certes il y ades éléves
gui ne veulent pas ftravailler ou qui ont
accumulé unretard énorme, mais pourtant
te professeur a donné le meilleur de lui-
méme, a essayé de faire un bon cours, a
réexpliqué plusieurs fois, a simplifié ce qui
était difficile, atrouvé de bons exemples. Il
espérait qu'un maximum d'éléves réussi-
raient : c'est le vosu secret de tout profes-
seur. Car la réussite des éléves, c'est
aussi saréussite, la mesure de son effica-
cité ; et leur échec, c’est aussila mesure de
son échec, de son impuissance. Noton au
passage qu'il est souvent alors en contra-
diction avec lui-méme (double contrainte),
car si ses éléves réussissentbienun devoir,
il aura tendance 4 dire que le devoir était
trop facile [cf. Petit x n° 7 - IREM de
Grenoble - Problémes de I'évaluation des
savoirs mathématiques : Antoine BODIN]).
La encore il faudrait se mettre au clair : en
quoi la réussite des éléves est-elle gé-

2 - Pour évaluer un objectif on prend en
compte, sans s'en rendre compte, d’au-
tres objectifs.

Développons ces deux points sur des
exemples.

1 - C’est le probléme de transfert de
connaissances

exemple 1 : On apprend aux éléves le
théoréme de Pythagore et on voudrait
qu'ils sachent Futiliser dans toutes les si-
tuations, alors que deja rien que laformu-
lation pose des problémes : si angle droit
n'est pas en A alors que dans le cours il
étaiten A...

exemple 2 : Pour I'apprentissage de la
démonstration, on fait des dé monstrations
aux éleves et on voudrait quils soient
capables d’en faire ; alors que si on éva-
luait au niveau ou on a enseigné, on pour-
rait seulement exiger d'eux qu'ils resti-
tuent, qu'ils récitent les démonstrations
vues en cours.

exemple 3 : On apprend 4 tracer la hau-
teur d’'un triangle dans la situation stan-
dard ci-contre, et lors de I'évaluation on
demandera de tracer des hauteurs issues
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de sommets d’angles aigus d'un triangle
ayant un angle obtus !

exemple 4 : On apprend aux éléves &
fracer ia bissectrice d'un angle, et une
évaluation portant sur 20.000 éléves
montre gue 28 % d'entre eux sont capa-
bles, aprés apprentissage, de tracer la
bissectrice de I'angle d’'un triangle!

La bissectrice en fin de sixiéme

~
Trace la bissectrice de 'angle xQOy

o E

| A18 | R=69% |

A
Construis la bissectrice de I'angle BAC
c

A ®
| c4 | R=28% |

Idées de recherches :

On pourrait dans cet ordre d'idées :

— analyser les questions jugées difficiles
que les professeurs mettent dans leurs
devoirs et se demander comment les élé-
ves peuvent réussir de telles questions.
Qu'est-ce que le professeur a fait pour
cela?

— analyser les questions qui sont mal
réussies par une majorité d'éléves et es-
sayer de comprendre pourquoi.

Or l'expérience montre que des types
d'exercices non réussis qui font l'objet
d'un apprentissage sont ensuite de mieux
en mieux reussis.

2 - Second cas de figure

exemple 1 : Lorsqu'il s'agit de faire une
démonstration en géométrie et que I'ob-
jectif de Iexercice est d'évaluer cetlte
capacité, on oublie bien souvent qu'on
évalue en méme temps d'autres capa-
cités :

— lecture d'un texte

— construction de la tigure

— extraction de données (hypothéses)...
ce que montre une analyse de la tiche de
démonstration qui améne & évaluer aupa-
ravant des objectifs qui sont prérequis.

Toutes les questions
ne sont pas recevables par les enseignants.

Lorsqu’une question s’éloigne du questionnement habituel des
enseignants, elle est souvent rejetée. C'est en particulier le cas
pour des questions faisant d'avantage appel & l'activité de
I'éléve qu'a des connaissances spécifiques.

En classe de sixiéme, la question "Place un point S sur [AC] tel
que les triangles ABS et BCS aient méme périmétre” est
difficilement acceptée. En réalité elle ne correspond pas a un
apprentissage et n'est réussie que par environ 5 % des éléves.

Lorsque la question ne s'éloigne pas trop des habitudes elle
peur étre acceptée et méme adoptée. Elle est alors intégrée au
systéme d'évaluation des enseignants. L'expérience prouve
qu'elle fait alors I'objet d'apprentissages systématiques et le

taux de réussite des éléves augmente d'une année a l'autre.
C'est sans doute le cas pour la question suivante :

res et qui ne soit pas un losange.

essais et qui est maintenant réussie par 55 % des éléves.

savoirs mathématiques : Antoine BODIN].

Tracer un quadrilatére dont les diagonales sont perpendiculai-
qui en classe de quatriéme est peu réussie dans nos premiers

[Petit x n° 7 - IREM de Grenobie - Problémes de I'évaluation des

exemple 2 : Pour rester dans le méme
domaine, pour évaluer une démonstration
on demande un texte écrit que certains
sontincapables de rédigeralors qu’ils sont
capables de construire un organigramme
de la démonstration. La survalorisation de
'écrit et de I'expression est courante et
I'atteinte de bon nombre d'objectifs en
mathématiques présuppose, sans que
nous en soyons conscients, une maitrise
de la langue qui n'est pas toujours atteinte
par les éléves, ne serait-ce parfois qu'au
niveau du vocabulaire, des tournures.

Tous ces exemples montrent :

1 -qu'ilfaut &tre au clair surce que l'onveut
évaluer car I'évaluation finale influencera
nécessairement les activités d'apprentis-
sage. :
«Sans objectifs clairement explicités, iln'y
a pas de vraie évaluatior» (G. Nunziati).
2 - que si l'on veut aider I'éléve a réussir
ses apprentissages il faut pouvoir agir sur
ses apprentissages. 1l faut donc pour cela
évaluer PENDANT sonapprentissage pour
permetire des réajustements, des correc-
tions, des dépassements.

3 - qu'il faut mieux assurer les savoirs et
savoir-faire. {asuivra...) W
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HISTOIRE ILLUSTREE
DES MATHEMATICIENS |

Jean-Luc ROMET - Romilly sur Andelle (27)

Sommaire... Sommaire...
Historique, méthodologie et objectifs du projet

Premiére partie : Deuxiéme partie :
Histolve iffustrée .
dea mathématiclens des exercices possibles llés a I'histoire des
mathématiciens.
Présentation du professeur
ROMETUS D’autres idées pour les enseignants
LA PREHISTOIRE Index et liste des exeorcices
LA MESOPOTAMIE Lexique
LEGYPTE Liste des grands mathématiciens
LA CHINE Bibliegraphie
LES MAYAS . Pages supplémentaires réalisées lors d'un
H I S T O ‘ R E Présentation COncours
;ﬁhﬁg ORE GAUSS (G. Bernon)
LA GRECE EUCLIDE GFLLOIS (D. Fromentin)
ARCHIMEDE FE
' ERATOSTHENE
, LES ROMAINS
L'INDE
LARABIE Présentation
SYLVESTRE Il
FIBONACCI
Les Opérations Edité par le CRDP de Poitiers.
VIETE 6, rue Ste Catherine. 86034 Poitiers cedex
P L'EUROPE DESCARTES (60 F franco de port).
PASCAL
% NEWTON
LAPLACE et
HAMILTON
CHASLES
: INAUDI
Bilan du professeur ROMETUS

Cette bistoire illusirée des mathématiciens
est une publication originale, réalisée par J.L. Romet
et 19 éléves du collége de Romilly dans I’Eure.

Grdce d une présentation pleine d’bumour et un langage

accessible d tous, elle peut intéresser un vaste public
a pénétrer dans le monde merveilleux des mathématiques.

Nous avions défa utilisé les illustrations
de F. Viéte dans le PLOT 53.

Nous vous en proposons ici deux autres.
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Historique, méthodologie
et objectifs du projet

En octobre 1986, le dynamisme des élé-
ves d’une classe de 6e me pousse & leur
soumetire I'idée d’exposer sur le pourquoi
des mathématiques et leur évolution (idée
que je murmurais depu:s déja queiques
anhées).

Il ’ensuit une période de deux mois, ol
chacun cherche {dans divers documents,
dans les bibliothéques, en s'informant
auprés de ses parents, de ses amis, de
ses instituteurs) & mettre au point une liste
des plus grands mathématiciens.

En décembre 1986, nous avons une liste
de quarante mathématiciens.

Nous nous fixons alors FOBJECTIF es-
sentiel de notre travail : «rendre accessi-
bles au plus grand nombre de person-
nes les Mathématiques et leur histolre».

Cela nous améne a retenir douze mathé-
maticiens {ceux dont les noms sont con-
nus des éléves et ceux dont les découver-
tes sont aisées a expliquer).

De janvier a juln 1987, des groupes de
trois a quatre éléves vont mettre au point
un document illustré sur deux mathémati-
ciens... Nous assurons ensembilg la coor-
dination pendant les cours et les interclas-
ses de 13 & 14 heures.

Nos principaux critéres pour la mise au
point d’'une page sont :

» que chacune des découvertes compré-
hensibles par les éléves soit exposée et
qu'il 'y ait aucun oubli {dans la limite de
compréhension des enfants)

+ la clarté d’une page,

» la simplicité du langage utilise,

» 'humour dans les lllustrations.

Ainsi, en Juin 1987, nait un premier docu-
ment sur douze mathématiciens, que I'on
tire sur machine a alcooi...

En octobre, alors que je ne retrouve en
classe que trois éldves sur les vingt-trois
qui travaillaient sur le projet, je lance l'idée
de le reprendre beaucoup plus sérieuse-
ment.

Dix-neuf éldves viennent me rejoindre ;
nous nous mettons au travail tous les jours
aprés le déjeuner en club, nous élargis-
sons notre liste de douze & vingt mathé-
maticiens et nous décidons d'exposer les
dix plus grandes clvillsations mathéma-
ticlennes.

Dés novembre, nous décidons de repren-
dre l'objectif et donc les critéres définis
I'année précédente.

Nous allons maintenant disposer d'une
photocopieuse, aussi, en fonction de cela,
il va falloir remettre au point les pages
travaillées en 86-87.

7—
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Des groupes detrois éléves prennent en
charge trois mathématiciens et une ou
deux civilisations entravaillant au moment
du déjeuner en club, mais aussi les mer-
credis.

Nous nous réunissons tous ensemble
deuxfois parsemaine pourlacoordination
généarale, le lien entre les différentes pa-
ges, I'étude des titres... Chaque groupe
profite de ces réunions communes pour
expliquer brigvement ce qu’il veut faire.

Ainsi en avril 1988, nait une maquette
dans laquelle Guillaume BERNON va
ajouter une touche personnelle & chaque
dessin pour donner une unité a l'ensem-
ble.

Nous sortons notre premier exemplaire de
cefte «Histoire lllustrée des Mathémati-
ciens» en mai 1988. La reproduction en
sera assurée grace a la photocopie.

Avec le bénéfice de la vente, nous déci-
dons d'en envoyer gratuitement aux diffé-
rents médias (presse, télévision, radios...)
puis & diverses personnalités et aux plus
grands mathématiciens frangais toujours
en s’appuyant sur le fait qu’il s’agit de la
premiére «Histoire lllustrée des Mathéma-
ticiens», 4 paraitre en France.

Ce sont les retentissements des différents
médias et les avis trés favorables des
grands mathématiciens frangais qui vont
nous pousser & essayer d'obtenir une
édition de grande envergure.

Nous contactons en juin 1988 le CRDP de
POITIERS quinous donne le feu vert et qui
prend en charge I'édition de notre bro-
chure.

Nous n'avons plus qu'a espérer que notre
objectif (rendre accessibles au plus grand
nombre les mathématiques et leur his-
toire) soit largement atteint. =

«Le Professeur ROMETUS est
étrange. Il parcourt 'Histoire, traverse
fes civilisations et reste incognito en
arborant toujours le costume du pays
et de l'époque.

Le Professeur ROMETUS

a une passion : le calcul,

les mathématiques et

les mathématiciens».

Ces quelques lignes sont l'introduction
d'un article paru dans Paris-Norman-
die qui annonce le prix obtenu par les
élaéves du colizge de Romilly :

Prix de lnnovation 88...

Prix attribué aux journées nationales
de I'association des professeurs de
mathématiques & Rouen

(cf. PLOT N° 48 septembre 89)
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A-PLOT-STROPHES
Les livres pour enfants !!!

N ous avons I'habitude de lire des livres
sérieux, trop sérieux.
liexiste heureusement des auteurs quisavent
s’adresser aux enfants pour les distraire tout
en apportant des élements de connais-
sance, méme en mathématique.
Profitant de la période des
cadeaux de fin d’année,
j’aifouiné dans les librai-
A ries ettrouvé quelques
livres pour enfants qui
ne dépareraient pas
dans une classe
méme  «supé-
rieure» et méme
dans la bibliothe-
que d'un profes-
seur d’ecole, de
collége oudelycée.
En voici deux des
plus jolis, decrits par
leurs images.
Chacun de ces livres
comporte en annexe un
court texte de 3 a 6 pages
qui donne aux enseignants et
aux parents les clés de lecture et
les éléments d'information qui leur per-
1ettent d'en dire un peu plus aux enfants.

! AUX COULKEURS Bt MONDE
Congeiiler &ditorial ¢ La Joie pur les Livres

David M. Schwartz — Steven Kellogg

1000

milliers de
millions

circonflexe
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51 TU VOULAIS COMPTER JUSQU'A UN MILLION...
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Nos amis mettent du sucre dans l'eau.

Dans quel récipient I'eau sera-t-elle le plus sucrée ?

S'il y a la méme quantité d'eau dans chaque récipient,

la réponse est simple : dans celui qui contient le plus de sucre.

oy

O
U

QOui, mais si la quantité d'cau

n'est pas la méme d'un récipient a 'aurre ?
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( Divisions en chaine )

Nous appelons chaine de divisions “/*

(/ étant une division euclidienne sur les en-
tiers) commencant en (a,, a,), la suite des
entiers (a,, a,,...,8,,, 8, 8,,,-.-,8,8,,,=0)
ou a,, estle reste de la division de a, par
a,soita ,=a,-ax(a,/a)(1<i<n+1).
(n est la longueur de la chaine (a,, a,,...,
a_, =0)). Par exempie (32,13, 6, 1,0} ou
{1990, 89, 32, 25,7, 4,3, 1, 0).

-  existe au moins une chaine de divisions
de longueur minimale (a,= a, a,=b,...,
a,,, = 0), nous appelons complexité de
(a,b) V'entier n, et nous le notons p(a.b).

- Nous dirons que (a,=a,a,=b,...,a,,,=0)
est optimale si n = u(a,b).

- Nous avons pu{a, a,) = pu( a,.a,) + 1
lorsque (a,= a, a;=b,..., a _, = 0) est
optimale.

- Soit a et b deux entiers, nous avons :
~pab)=0<=>b=0
~ufa,b)=1<=>a =0{modb)

~ W(-a,-b) = pl-a,b) = pfa,-b) = u(a,b)

~ u{a,b) = p{a’,b) <=> a’ = a(mod b)

~ w(b,a) < u{a,b) + 1

( )

Soient a et b deux entiers (b non nul), il
existe un couple d'entiers (q,r) tel que
a=bg +ravec|r <|b|.

En fait si b est non nul alors il existe
seulement deux couples (q,,r,) et(q,r,) tel
quea=bhq, +r,=bq, +r,
avec0<r|<|r| < |b|.

a=bq+r

- Nous appelons division de Lazard de a
par b, la division euclidienne

r=r,sifr,|< olb
a=bq+ravec

r=r, i[> o]

LLa division de Lazard

Patrice COGNEE - Poitiers ‘

ol o= (V5-1)/2=0,6180339... est la solu-
tions positive de I'équationx®2 + x = 1.

r est appelé reste de Lazard de la division
de aparb.

(Enfait, nous avons toujours |r} < . |b| car
o est irrationnel).

- Nous avons :
~Q<l-aco<c

- Soient s et t deux entiers positifs, alors
s< ot <=> s{s+) <t

Une propriété
des chaines de Lazard

de divisions de Lazard, il n'y a pas deux
divisions de Lasard non centrées consé-
cutives.

Solenta=bg+retb=rp+s avec
{ olbl>|r> (|bl2)>0

olrl>|s|>0
+Sip=0alorss=b=>|s|=|b|>jr

orls|< alr<|
dong p est non nul.

Nous allons montrer que dans une chaine

Patrice Cognée,
étudiant a Poitiers a
trouvé une nouvelle
majoration du nombre |
de divisions a effectuer {
pour trouver le PGCD
de 2 ou plusieurs
nombres.

Nous vous proposns
ici les premiers pas
de son travail.
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* Sip 2 4, nous avons |b] < 2|r] < }1]. |p|
d'ot|s| = [b-rp| > | {{b] - |7|- |p})| = Irl- ip] - [b
soit |s| > Ib/2]. |p] - Jb} = [b] (|p/2}-1)

or ip/2l-1 21
dong [s| > |b] > |r| ce qui est mpossnble

*Sip|=

~(m)b< 0, |s]=3jr +|b] > |b] > |r|
ce qui est impossible

~(rp)b>0, |s| =3Ir| - [bj < &t ir|

d'ol (3 - a)|r| < b} or a. <1

done 2|r| < |b]

ce qui contredit Phypothese jr] > |b)/2

*Si  |pl=1,[b|=|tr+s|
dou |bf= |r]+|s|

ou  |bf=|r]-|s|

or Ib]>{r] donc |bi =|rf + |8,
Nous avons [s|(|s]| + {r]} =lg|. |b| < |r?
etri(irf + o) < [bP? = |b](|r] +|s])

Ibl |} + ¢l = Ir|(Ir] + Jbl)
nous arrivons a une contradiction.

* Nous avons |p| = 2,

donchb =x2r+s,|bl<2|rjet|s]<]r
d'ot |b] = 2}r| - |s]

orr] <o b => bl > lr] = {1 +a)jr|
d'ol 2|rf - |s| > (1 + a)|r| soit (1 - & )|r] > |s|
mais o > 1/2 donc {s| < |r|/2.

Conclusion :
Soienta=bq+retb=rp+s
avec|b|>a|r| > |bl/2>0 et 0<|s| < afr|

Alors [s]| < |r}/2,
de plus |p| = 2, et |b] =2|r| - |s].

Etude
sur la suite de Fibonacci

- La suite de Fibonacci est la suite (F )
définie par
F =0,F,=1et

=F ,+F.

n+1

pournz0,

-Nous avons F > F_, pourn>2,
etF >0pourn>0.

-Quand at-onF <aF , (n>22)?

Nous avons :
Fo<aF , <=>F (F +F_)<(F_)2

Posons An+1 = Fn ( Fn + an) et Bn+1 = (Fn+1)2

CalculonsA . etB

3 "

Ams = Fn+2 ( Fn+2 n+3)
=(F,, +F )2F ,+F.)
= { F.m + F, )(3F,., + 2F.)
=3(F,)*+5F  F +2(F)2
B a

,—..‘-..
3
'F
U
‘_/

w TR
n+1)2 +4 Fn+1 I:n + (Fn)2

SOIt Cn+1 = 3 (Fn-ﬂ)2 + 4 Fn+1 Fn + (Fn)2
dlors B, ,=C, +(F,
et A ned C + Fn( Fn + Fn+1).

n+1
n+1

soit A ,=C . +A etB _,=C.,+B,,

n+1 n+1 n+1

Dol A nea S B <=> A <B

n+3

Comparons A, avec B, et A, avec B,.

Nous avons F,=1,F,=2,F, =3

dou A,=3, B =4, A,=10etB,=9
donc Arl+1 B,,, <=>n+1=1(mod 2)
soit F <oF , <=>n =0(mod?2)
pour n>2

- De plus comme

An+3 - Bn+3 = Al'!+1 § B1't+1’

A, -B, =1etA,-B,=-1,
nous avons A, -B_, = (-1)™

or Fo(Fo+F) - (F)?=

et F(F, +F)-(F)2=-1

donc (F )2~ F (F +F ) =(-1)
pourn20.

«Sin>2,
nimpair < => ladivisionF, _, =F +F
est une « - division.

«Soitn=2p+3 avecp =2,

regardons la chaine de divisions

de l.azard commencant en (F,,,,, F,,,5).
Fopa = Fapa+ Fap,p BSTUNE @0 - “division.

Nous savons que la division suivante est
centrée et que |g, | = 2

oFFypa =Fy.+F

=2 2042 +2(“F2p+1 - Famz)
=2Fp0-Fyp

Donc la division suivante est la division
centrée

F2p+3 =2 F2p+2 - Fap

F

22 N- Fp) + (F,

(-2
(-2K-F )+F
(-3)(Fy

pe1 ™ Fap)

i W
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de méme la division suivante
est la division centrée:

Fana = (3 Fp) - Py

- Regardons la chaine de divisions de
Lazard débutant en (F, F):

F6=8 et F4=3,
8=3x3-1¢et3=(3)x(-1)+0

soit la chaine ( Fg, F,, F, F;) = (8,3,-1,0)

sl 41

- Nous avons les chaines de divisions de
Lazard suivantes pourn > 1:

F

2o’

(F F2 n’ -FZ n-z""('1)kﬁ) F2i"' ,F°=0)

2 n42!

(F 24, 2, - F202,_ (1)} F2,. F_=0)

ot k(i) = E (((n+1)-)/2).

- Pourn > 1, nous avons W(F, ., F, }=n
ot W, 0 Fop ) =n+1()

-u(F,, F) ={1,0) =0 et
p{F,F)=u{1,1)=1

donc (*) est vraie pourn =0

-u(Fy, F) =p(2, 1) =1 et

W Fy, Fa) =u(3,2) =2

donc (*) est vraie pourn = 1

Conclusion :

Pourtoutn>0, wF,, . F,)=n et

WFy e Fapy) =N+ 1
De plus nous avons les chaines de divi-
sions de Lazard suivantes pournz 2:
(Fa iz oFa et Fanees (-1 ForoniFp=0)
ou k(i) = E ((n+1-i)/2).
(Fs a1 Fog oees (DO F, o, Fy=0)

(& suivre) M

NOTE SUR L AUTEUR!

L'auteur de cet article, Patrice Cognée,
est étudiant en maitrise de mathémati-
ques a I'Université de Poitiers. Ce travail
a éié présenté dans le cadre du projet
sur «algorithmique algébrique», proposé
en 1989-90 aux étudiants de I'unité de
valeur n° 10 Informatique a I'usage
des mathémathigques. Gabriel Lamé
(Tours, 1795-Paris, 1870), ingénieur et
mathématicien appliqué a donné un
majorant du nombre de divisions &
effectuer pour déterminer le pilus grand
commun diviseur de deux entiers par
l'algorithme d’Euclide: le quintuple du
nombre de chiffres du plus petif de ces
deux nombres qui est de fait le nombre
de divisions a effectuer pour déterminer
le plus grand commun diviseur des
entiers 13 et 8, ou 144 et 89, ou encore
1597 et 987

{ Comptes rendus des séances de l'aca-
démie des sciences, tome 19, p. 867,
Paris, 1853).

D’aprés E. Lucas { Théorie des
nombres, p. 335), ce résultat aurait été
entrevu par Léger ( Correspondance
mathématique et physique, tome 89,

p. 483) et Finck {Nouvelles annales de
mathématiques, tome I, p. 354, 1842).
Kronecker avait cbservé que la division
& plus petit reste en valeur absolue
(division centrée) pouvait réduire le
nombre de divisions a effectuer pour
déterminer le plus grand commun
diviseur de deux entiers par I'algorithme
d'Euclide qui est plus petit que le triple
du nombre de chiffres du plus petit des
deux nombres ( Vorlesungen liber
Zahfentheorie 1,

Leipzig, Teubner, 1901).

Daniel Lazard a éiabli que dans l'anneau
Z, sik € ]J0,1 ], toute chaine d’entiers
(a,a,a,...a,a, ) vénfianta, = a q+a,,
pour un certain q, avec [a,, | < k |a/ pour
i=0,..neta, =0 aunelongueur
minimale si, et seulement si
k=(N5-1)/2=0618.. ( D. Lazard,

Le meilleur algorithme d’Euclide pour
K[X] et Z, Comptes rendus des séances
de l'académie des sciences, tome 283,
Paris, 3 janvier 1977).
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Marathon au «Jardin de France»

Roger CREPIN - Limoges

Du 29 octobre au 2 novembre, il a beau-

_m coup plu, mais heureusement I'LU.T. de

Tours a su nous mettre A I'abri dans des
conditions chaleureuses et siudieuses.
Nousavons planché tous pendant au moins
36 heures ; certains qui avaient la lourde
tache de rédiger ont vraiment travaillé en
continu —ont-ils méme dormi ? -—
Dois-je remercier TAPMEP de mr'avoir
accepté ? Jhésite, car ce fut dur pour le
retraité de tenir le coup dans ce rythme
endiablé des alternances : cours - ateliers
- débats - tables rondes... interrompu un
instant pour faire une incursion sur les
merveilieux bords de Loire. La disponibili-
té de I'équipe d'animation et de I'équipe
d'accueil m'ont permis de bien vivre cette
semaine de «vacances-fravail» ; je les en
remercie donc.

Surlethéme : «Etre professeur & 'aube du
XXle siécle», je suis essentiellement inter-
venu pour sensibiliser surun probléme qui
m'est cher : I'égalité des chances entre
gargons et filles dans tout le systéme
éducatif. Est-ce la faute des enseighants
si les filles fuient les classes scientifiques
pour s’agglutiner dans lesterminales A, G,
ouFg8?

Malgré la pratique du «harcélement...
égalitaire», je crains bien de n'avoir pas
créé beaucoup de remises en cause. L'al-
mosphére y était-elle ?

L'équipe d'animation, dont je loue par
ailleurs le dynamisme et I'efficacité, avait
complétement oublié ce paramétre égali-
taire dans les cours et tables rondes. Les
dix-sept personnalités qui ont défilé de-
vant le tableau {(ou I'écran) étaient des
hommes, seule Elisabeth Busser fut ac-
ceptée — il est vrai qu'elle était responsa-
ble de cetie Université —. Par ailleurs,
bien que I'enseignement soit féminisé, les
stagiaires hommes étaient plus nombreux
que les stagiaires femmes.

D. Dacunha-Castelle n‘a pas apporté de
réponse a mon questionnement, mais j'ai
été heureux d’apprendre qu'a I'Ecole Mi-
chelet de Bordeaux les recherches en
didactiqgues commengaient 4 prendre en
compte le parametre : égalité entre filles et
gargons. J'espére que ce début essaime-
ra dans toutes les recherches en didacti-
que des mathématiques, afin que l'on
s’oriente vers un réequilibrage des répar-
titions actuelles, dans les sections de
baccalauréat, mais aussi dans !'Institution
«Education Nationale» qui vit avec 70 %
de femmes «Professeurs d'Ecole» et 9 %
de femmes «Professeurs d’'Université».
J. P. Bourguignon a séduit par sa pédago-
gie, sa maitrise des technologies nouvel-
les, son cours parfait. C’'élait tellement
convaincant qu'en soriant je me sentais
rajeuni de quarante ans avec l'envie de
reprendre des études. En abordant, dans
les débats, le grave probléme des déficits
en chercheurs vers 2005, il a souvent fait
appel pour rechercher et trouver des
moyens dintéresser davantage tous les
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éléves, et surtout les filles, aux études
scientifiques. Peut-étre que lafuture Charte
de FAPMEP prévoirales mesures qui s'im-
posent.

Quelles mesures ? Le débat qui a suivila
table ronde sur «conception, élaboration
et suivi des programmes» aurait pu en
suggerer quelques unes. Je ne suis pas
intervenu car la série des exposés laissait
croire que 'APMEP avait marqué de son
sceau les actuels programmes ; il valait
donec mieux reprendre la discussion dans
le cadre des instances de I'Association.
Sansfaire une analyse des textes actuels,
au Colldge, les programmes congus au-
tour d'activités {n'est-ce pas ce que I'on
appelait : probiémes-types avant 1960 7)
contiennent-ils suffisamment d'éléments
pour faire une formation mathématique
véritable ? Pour moi, la réponse est non.
En particulier, 1a géométrie physique dé-
courage souvent les filles ; c’est pour-
quoi on ne les retrouve pas en Termi-
nales Scientifigues. Je ne crois pas
que le nouveau GTM (groupe techni-
que mathématique) qui he comprend
gue deux femmes modifie les inégali-
tés actuelles, bien que je ninterpréte
pas ce GTM comme Groupe Trés
Macho !

| Certes, les programmes ont leur pou-
voir, mais il suffit de visiter des classes
pour trouver une trés grande diversité
dans les applications. Pourtant, TAPMEP
fait des efforts pour aider I'enseignement

; par exemple, la brochure Seconde est
trés achetée (ce qui ne veut pas dire trés
utile) ; espérons que, comme beaucoup
d'informations, elle ne sera pas reléguée
au fond de I'armoire.

Si, comme le pense D. Dacunha-Castelle,
les programmes sont bons, it faut donc agir
surlenseignement. Cette action sefait par
la Formation Initiale et Continue. Que vont
étre les LU.F.M. ? En ce qui concerne les
chances entre filles et gargons, il semble
que cela n'intéresse pas les I.U.F.M. Mais
ce qui me géne le plus, c'est que la Com-
mission «Formation des Maitres», dans
son travail, n’ait 4 aucun moment pris de
l'intérét pour ce probléme.

Je remercie I'atelier «Organisation sco-
laire» d'avoir accepté de mettre un para-
graphe sur l'orientation des éléves qui
tient compte de I'égalité des
chances entregargons etfilles. 4
Le Président de FAPMEP a-t- f&
it compris le message ? Lais-
sons-le constituer le G.T.C. \
(Groupe Technique pour Ia

Charte) comprenant quatre membres. Trois
hommes sont d’abord désignés... «Pour
la quatriéme place, place & un jeune»...
Aprés quelques secondes d'hésitation,
'entends dans mon dos : «Alors, Roger, tu
ne dis rien ?» C’est Anne Capdevielle qui
enfinréagit et seradésignée. «Anne, Anne
ma soeur... gare aux éléphants I»

Ces échos disparates ne font pas oublier
que j'aiblenvécu et profité de cette Univer-
sité d’Automne. Tourangeau d’origine, j'ai
apprécié la chaleurde l'accueil, l'organisa-
tion matérielle {bravo pour les installations
technologiques de I'l.U.T.), et bien enten-
du la trés petite récréation au bord de
Loire. Je laisse & Charles Péguy le soin
d’honorer pour finir, dans la lumiére des
chateaux, le souvenir d'une enfant qui eut
pouvoir de mancauvrer des rustres !

CHATEAUX DE LOIRE

Le long du coteau courbe et des nobles valiées
Les chéateaux sont semés comme des reposoirs,
Et dans la majesté des matins et des soirs

La Loire et ses vassaux s'en vont par ces allées,

Cent vingt chiteaux lui font une suite courtoise,
Plus nombreux, plus nerveux, plus fins que des palais.
lis ont nom Valengay, Saint-Aignan et Langeais,

Chenonceaux et Chambord, Azay, le Lude, Ambroise.

Et moi j'en connais un dans les chateaux de Loire
Qui s"éléve plus haut que le chateau de Blois,
Pius haut que la terrasse ot les demiers Valois
Regardaient le soleil se coucher dans sa gloire.

La moulure est plus fine et I'arceau plus léger,
La dentelle de pierre est plus dure et plus grave,
La décence et I'nonneur et la mort qui s’y grave
Ont inscrit leur histoire au cceur de ce verger.

Et c’est le souvenir qu'a laissé sur ces bords
Une enfant qui menait son cheval vers le fleuve.
Son ame était récente et sa cotte était neuve,
Innocente elle allait vers le plus grand des sorts.

Car celle qui venait du pays tourangeau,
C’était la méme enfant qui quelques jours plus tard,
Gouvernant d’'un seul mot le rustre et le soudard,

Descendait devers Meung ou montait vers Jargeau.

....Charles Péguy
COE T ,&__'..'. _-,-
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Le journal PLOT - Tarifs 1991

Nom et prénom Pour les 4 numéros de :
ol établissement 1986 [J 1980 0O
1987 0O 1991 0O
. 1988 OO 1992 0O
Adresse compléte 989 O 1903 [

Code postal et ville

Ecole élémentaire [] Colidge O Lycée [ Supérieur Autre [1
Réabonnements
Tarif normal ot Adhérents Supplément
ot établissements* Apmep avion Total & payer
Pour un an | 120 F | | 90F | |

Par année —

supplémentaire [+ 90 F | +70F |

—p Co-abonnement :

aPLOTeta Tangente Jeune Archiméde Tangente & J.A. Suppl avion Total & payer
Pourunan [ 215F] [ 150 F 275 F

Par année Lt

supplémentaire m

* 2 axemplairas pour les élablissoments
Reglement & envoyer & 'TAPMEP Orléans-Tours — BP 6758, 45067 Orléans-Cedex 2 — CCP La Source 144009X

10%, 20% de REDUCTION* si vous étes abonné au PLOT pour 1 an, 2 ans...

Cott
Prix unitaire normal {nombre}  Total
SOF Kit matériel Polybdres n*1
Les 50 F {_ KR matérel Palysdres n°2
N 50F ier Polyddres dans Fespace
50F Papiers accrochés (dossier et matériel)
Dossiers 507 [ Plise oy maniraicos (sssir matarel
50F Les Dogsiers "Ludl-Math* 3 et 4 nt3 n° 4
et 50F Catalogue exposition : Mosalque Mathématique
t00 F|  Dossiers Spédal T1
Matérie] S 200 | La cassefie vidgo TANGENTE
Affiches pour |a classe : Format minimum 40 x 60 cm
du PLOT 10F 1. Horizons Mathématiques 2. L'esprit Informatique
10F 3. Volume impossible 4. Polybdres dans l'espace
. 10F 5. Pavage hyperalique(1) 6. Pavage hyperbolique (2)
— Tarifs 91 — 20F | 7. Triangles {1) ou (2) B. Gercles et sphéves

20F Pour envol des affiches roulées dans un tube (en option)
50F Pochettes pour rétroprojecteur n° 52 10, 124 14
100 F] Pochattes de diapositivesn® 146

o] I o0 — Sphbre - Image @

Adresse i...oovvevircniiiieenns Sous total

P e Réduction pour joa abonnés au Plot  powr1an10% 0 pour 2 ans 20% 0O
Code Postal Frais d'envoi forfalaires* 20F
TOTAL A PAYER
* 20% pour loa dcolea diémentaires. * Frais d'envoi par avion 4 compler en plus

Réglement 4 envoyer 3 'APMEP Orléans-Tours — BP 6759, 45067 Orléans-Cedex 2 — CCP La Source 144009X

Bon de commande en souscription /1)

| |
I Le Secret des Pavages nom: i
| 116 pages. 80 F | |
I adresse: I
I Maths en piéces, |
: 116 pages. 80 F  ville: :
: Les deux : 150 F (franco de port) :
| (1) Adressez volre commande - ADECUM B.P. 6759 1
L accompagnée de son réglement a: 45067 - ORLE ANS . Cedex 2_:




