Marie-Laure Darche-Glorgi

Comnité de Rédaction
Jacques Borowczyk,

Danlel Boutté, Gérard Chauvat,
Jacqueline Collet, Roger Crépin,
Luce Dossat, René Gauthier,
Georges le Nezet, Ginette Mison,
Serge Parpay, Raymond Torrent,
Michel Mirault, René& Metregiste,

Reédaction
Michel Darche, Michel Clinard

Secrétariat
Madeleine Schlienger

Ventes
Patrick Martl'_ie, Pierre Daudin

Publicité
Pascal Monsellier

Abonnements

PLOT APMEP
Université, BP 6759
45067 Orléans-Cédex 2

Prix d'abonnement
100 FF pour 4 numéros par an
Adhérent APMEP : 80 F.
Abonnement étranger : 120 F.

Photocomposition

et maquette

Techniques Graphiques du Futur
Limoges

Photogravure et impression
Fabrégue - Limoges

Commission paritaire
63181 - ISSN 0397-7471

Editeur

Associations régionales

de I'APMEP de Poltiers,

Limoges, Orléans-Tours,

Nantes, Rennes, Rouen, Toulouse
Brest, Caen, Clermont-Ferrand ot
La Réunion

Diffusion )
Adecum (Association pour le
développement de l'enseignement
et de la culture mathématique).
Publié avec le concours
duCentre National des Lettres et
du Ministére de la Coopération

SOMMAIRE —

- Editorial . ‘ 01

- Puissance et limite des modales - R.Pallascio - St.-Bruno - Québec 02
- Pointus ies cones ? - A. Berté - Bordeaux 07
- L'espace en seconde - Y. Bouteiller et M. Dupérier - Irem d'Orléans 12
- Comment calculer les polyédres réguliers

et semi-réguliers - D. et Ph. Mariin - Nantes 15
- Démonstration, perception et évocation - A. Taurisson - Toulouse 23
- L'évolution historique des dessins - B. Parzysz - Paris 31
- Représentation de solides - D. Beaufort - Chartres ‘ 41
- L'espace et I'enseignement - G. Vaton - Abidjan 44

- Abonnements - bon de commande matériels PLOT 48

EDITORIAL

P L O 5 D¢ja en 1987, nous avions publié un nu-
& méro du PLOT (le 39) sur I'espace qui

avait eu un grand succes aupres des lec-

teurs de I'époque (3 fois moins nombreux

qu'aujourdhui !1i).

Nous récidivons cetlte année avec deux

d numeéros, celui-ci et celui de fin d'année, et

des auteurs, anciens qui travaillent tou-

> jours sur le sujet et nouveaux qui apportent

un autre regard sur ... l'espace.

Pour ne pas vous lasser, et pour vous réserver une
surprise en fin d'année, les articles denses sont a suivre
dans le dernier numéro de 91.

Une fagon aussi pour le PLOT de prendre en compte
votre désir (et votre besoin) de profiter de l'éte. o
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Au Palais de la Découverte :
"De prés comme de loin", une exposition temporaire
sur les formes fractales qui vous montrera la force
que donnent les images aux mathématiques.
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Les ateliers des journées nationales
de 'APMEP en Guadeloupe
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PUISSANCE
ET LIMITE DES MODELES

Richard PALLASCIO - Saint-Bruno — Québec

L'auteur est chercheur

au CIRADE

(Centre Interdisciplinaire

de Recherche sur I'Apprentissage
et le Développement

en Education) et professeur au
département de mathématiques et
Informatigue de FUQAM.

Cet article est aussi paru au
Québec en 1990 dans
«Instantanés Mathématiques».

Deux exemples appliqués
aux propriétés
multiplicatives

et a la notion
de dimension !

De diverses conceptions
des mathématiques

Nous avons tous et toutes une conception
personnelle des mathématiques. Bernard
Charlot (1976) les résume 4 trois concep-
tions épistémologiques différentes : les
«mathématiques du ciel» (selon I'expres-
sion du philosophe des sciences Jean T.
Desanti), c'est-a-dire pergues comme étant
des structures existantes en sol, les
amathématiques de la terre» pergues
comme étant la structure du monde natu-
rel ou social, et les mathématiques per-
gues comme instruments, comme une

" création.

Le pédagogue ou la pédagogue qui est
investi{e) de la premiére conception, la
plus répandue, cherche a présenter le
monde des mathématiques qui existe
indépendamment de notre esprit, lequel
doit étre formé (i.e. «prendre laforme de»)
a celles-ci. Selon la deuxiéme conception,

-les mathématiques existent dans les cho-

ses elles-mémes. En les manipulant con-

|

crétement, 'enfant finira bien par s'appro-
prierles éléments mathématiques qu’elles
contiennent. H suffit d'y mettre le temps.
Selon la demiére conception, les mathé-
matiques n'ont pas été découvertes, elles
ont été créées, inventées. Elles sont une
métaphore du monde réel, parmid'autres,
de nature artistique par exemple !

Selon notre conception des mathémati-
ques, les modéles que nous utilisons pour
se représenter la réalité n'ont pas tous le
méme caraclére permanent. Nous exami-
nons ici deux exemples : d’abord les pro-
priétés multiplicatives et ensuite la notion
de dim ension. '

[ Les proptriétés

multiplicatives

Dans un arlicle trés intéressant, Georges
Glaeser (1981) montre I'évolution de la
compréhension des propriétés muitiplica-
tives. En fait les mathématiciens, de fagon
«clandestine» au moins depuis Dipphante
d’Alexandrie (fin du 3e s. aprés J.-C)
jusqu’au 19e siécle, ont utilisé ces proprié-
tés, sans vraiment les comprendre (ex : le
produit de deux entiers négatifs égale un
entier positif), c'est-a-dire pendant prés de
186 siécles.

Méme Euler justifiait que

1) x{=1)=1

et non (- 1), étant donné que

1) x{()={-1)12

Laplace <<(-1)>> étaitoccupée | En effet,
cela fonctionnait !
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Tous les modales finissent par rendre les
armes, c¢'est-a-dire & ne plus représenter
laréalité sans l'introduction d’artifices. Par
exemple, celui du bilan commercial (ou de
addition répétée, voir Grignon, 1987) issu
du produit d'entiers positits,

2x3=2+2+2=3+3=3x2

achoppe sur le produit de facteurs positifs
inférieurs a 1. Ou encore celui de la sur-
tace rectangulaire (voir Lyons, 1988} issu
du produit de nombres fractionnaires,

2x3

25x35

25%x35 = (2 +0,5) x (3 +0,5)
=(2x(3+0,5)) +(0,5x% (3 + 0,5)
=(2x3)+(2x0,5) +(0,5%3) +(0,5x0,5)

g’adapte plutét mal aux relatifs. Ou encore
celui des courroies de transmission {voir
Glaeser, 1981), tentant de représenter le
produit de deux nombres négatifs.

Ce n’estqu’en 1867, qu'un mathématicien
allemand «ordinaire», Hermann Henkel,
sans méme le savoir, mit un terme a cette
recherche du modale parfait qui pourrait
justifier les propriétés multiplicatives sur

tout ensemble de nombres, une fois pour

toutes. Sa perspective tranchait par rap-
port aux précédentes : plutdt que de cher-
cher des exemples concrets ou pratiques,
il décréta le caractére imaginaire des
nombres relatifs. Ceux-ci, comme tous les
autres, sont des inventions, et non des
découvertes |

Evidemment I'enfant n'a pas & repasser
partoutes ces inventions, ioutes ces créa-
tions. Les philosophes diraient : «Fontoge-
nése ne reproduit pas la phylogenéses»

(i.e. lindividu n'a pas & refaire tout le
cheminement de 'humanité). Par contre, il
ne serait pas sage de faire I'économie de
tous ces modéles, d'un point de vue didac-
tique, a la condition toutefois de relativiser
le réle du modéle par rapport au concept
mathématique qu'il est censé représenter.
Par exemple, le modéle de I'addition répé-
tée est tout a fait approprié, a la condition
fue e modéle ne soit pas identifié 4 'opé-
ration elle-méme. Chaque modéle n'est
qu’une représentation impariaite d'une
certaine réalité, pas toujours facile & cir-
conscrirs (les plus grands mathématiciens
n'ont-ils pas prisdes sidcles a comprendre
les propriétés multiplicatives sur les nom-
bres relatifs |). -

(La notion de'dimension)

Existe-il des objets qui n'ont pas trois
dimensions ? Que veut dire un objet qui a
trois dimensions ? Un carré existe-il ? Un
segment 7 Un point ? Peut-on parler d’ob-
jets de dimension 4 ? D'objets de dimen-
sion non entiére (ce sont les fractals) ? Y
a-t-il des modéles qui représentent ces
objets ?

A la suite du premier exemple, nous de-
vrions &tre prudents{es) avant de parler de
I'»existence» oude la «non-existence» de
tel ou tel objet de telle ou telle dimension.
Le concept de dimension est fort pratique.
Il permet de décrire un cube a
I'aide de 3 dimensions, lecarré
comme étant une des fron-
tieres bidimensionnelles (ce
que je «vois» du cube, lors-
qu’une face est perpendiculaire & mon
champ de vision) du cube, le segment
comme étant une des frontiéres unidimen-
sionnelles (ce que je «vois» du carré,
lorsque jexamine son «épaisseur») du
carré, et par extension, le point comme
étant une des frontiéres de dimension nulle
(ce que je «vois» d’'une tige, lorsque j'exa-
mine son «épaisseur») du segment, Notre
petit monde tridimensionnel se porte
bien ! Est-ce si sir 7 Allons-y voir !

Quand je dessine un objet «convention-
nel», je me trouve a représenter en deux
dimensions, i.e. sur ma feuille de papier,
un objet tridimensionnel. Or je ne peux
effeciuer cette opération sans conven-
tion ! Par exemple, si je dessine un cube
d'aprés les conventions dites de la «pers-
pective cavaliére», selon lesquelles les
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parailéles sont conservées, ce qul n'est
pas le cas dans notre champ de vision {ex
: les bordures d'une route semblent se
rencontrer au loin), voici ce que cela peut
donner :

L'angle «a» est représenté a l'aide d'un
angle aigu, alors que dans laréalité il s’agit
d’'un angle droit ! Je dois donc utiliser une
convention, pour que vous puissiez con-
venir qu'il s’agit bien de la représentation
d'un cube, et non d'un assemblage quel-
conque de lighes.

En termes de mesure, je représente l'aire
d'un caré de 2 cm de c6té par le calcul et
I'expression :

2emx2cm=4cm?

St je poursuis en voulant calculer le vo-
lume d’un cube ayant 2 cm d'aréte, j'ob-
tiens :

4cmPx2cm=8cm?

Qu’est-ce qui nous empéche de poursui-
vre et de considérer le calcul :

8 cm® x 2 cm = 16 cm* (on parle de cm
bicarrés) ?

Si nous considérons un univers dans le-
quel il existerait non pas seulement 3, mais
4 directions mutuellement rectangulaires,
il nous faut une quatriéme donnée pour
déterminer un point, par exemple : {x, ¥, z,
w). Mais le sens commun nous dit que
dans notre univers, il 'y a pas de place
pour une quatriéme direction | Mais faut-il
toujours faire confiance a notre sens
commun ?

L'expérience usuelle nous conduit & sou-
tenir que toute surface a deux faces | Oril
n'en est rien, nous ie savons, depuis l'in-
ventiondurubande Mo&bius{1790-1868).
Ce ruban est une surface a une seule face
et une seule frontidre (prendre une bande
de papier rectangulaire, faire une rotation

de 180° & 'une des extrémités et coller les
deux extrémités ensemble) :

T J‘—”"‘M

Ii est important pour le développement de
{a pensée mathématique d'avoir de tels
objets. lis montrent au moins que I'on ne
peut se contenter d'étre sir de quelque
chose, uniquement d'aprés le «<ben sens
usuel» (Niklitschek, 1946).

Mais dans l'univers bidimensionnel d'une
fevuille de papier, it 'y a pas de place pour
une 3e dimension, d'oll la nécessiié de
conventions lorsque nous Femployons
comme modede représentation. Deméme
notre ceil, habitué 4 observer l'univers tri-
dimensionnel, ne «voit» pas d'objet de la
4¢ dimension, pas plus que ceux de di-
mension 2 d'ailleurs : sans épaisseur, ma
feuilie de papier ne pourrait me révéler le
carré qui y figure 1 Peut-on conclure pour
autant que les «objets» de dimension 4
n'existent pas ? Essayons de les repré-
senter sur notre feuille de papier, comme
s'ils pouvaient exister.

Procédons pas analogie. Un segmeni de
dimension 1 est engendré par 2 poinis
distincts de dimension 0, par convention
{ou si vous aimez mieux, ce sont des
points ou objets de dimension O qui «limi-
tent» le segment) :

. . —_

Un carré de dimension 2 est engendré par
2 segments distincts de dimension 1 (ou
encore ce sont des segments ou objets de
dimension 1 qui limitent le carré) :

—

Un cube de dimension 3 (8 sommets, 6
faces et 12 arétes) est engendré par deux
carrés de dimension 2 (ou ce sont des
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carrés ou objets de dimension 2 qui limi-
tent le cube) :

Ne nous arrétons pas en si bon chemin. Un
hypercube (ou cube de dimension 4,
composé de 16 sommets, 32 arétes, 48
carrés et 8 cubes) estengendré par deux...
cubes de dimension 3 (ou ce sont des
cubes ou objets de dimension 3 qui limi-
tent Phypercube) :

De la mémefagon, nous pouvons identifier
les «objets» les «plus simples» pour les 4
premiéres dimensions : le segment, le
triangle, le tétraddre jun tétraédre est une
pyramide & base triangulaire} (4 sommets,
car il y a toujours un et un seul plan qui
passe par trois points distincts et non coli-
néaires [des points qui ne sont pas tous
situés sur une méme droite], 4 triangles et
6 arétes) etle pentaédre quadridimension-
nel (ou tétraédre de dimension 4, compo-
sé de 5 sommets, car il y a toujours un et
un seul tétraédre engendré par quatre
points disiincts et non coplanaires (des
points qui ne sont pas tous situés dans un
méme plan), 10 arétes, 10 friangles et 5
tétraédres).

Y

D'un bout du segment, je "vois" lautre
bout. D'un sommet du triangle, je "vois” le
segment opposé. D'un sommet du tétraé-
dre, je "vois" untriangle. D'un sommet du
pentaéddre quadridimensionnel, je «vois»
un tétraédre |

Tous ces objets ne sont pas que des vues
de l'esprit. Puisque nous pouvons les
dessiner, nous pouvons également les
bricoler dans I'espace & trois dimensions
et construire, non pas des objets de di-
mension 4, mais leurs représentations en
trois dimensions. (Différents matériels
permettent de faire construire ces objets
par vos éléves. Le plus intéressant a ma
connaissance est le «D-stix» composé de
tiges enplastique variantde 2 4 14 pouces
et de noauds en caoutchouc équipés de 5,
6, ou 8 embouts : Geodesic Structures,
P.O. Box 11308, Parkwater Station, Spo-
kane, Washingion 89211).

C Conclusion )

Que conclure de notre voyage a travers
les différentes dimensions, eu égard aux
modéles ? D’abord que tout modéle n'est
jamais la réalité. Il n"en est qu'une repré-
sentation plus ou moins imparfaite ! Par
contre tout modéle au moins localement
exact peut s'avérer utile & 'une ou Vautre
des étapes de l'apprentissage de l'indivi-
du, surtout dans un domaine aussi symbo-
lisé que les mathématiques, une méta-
phore de laréalité, créée parl'étre humain.

Ensuite, ces modéles peuvent nous en .

apprendre beaucoup a propos de con-
cepts comme la symétrie et a projection
d'un objet «conventionnel», par exemple
sur un plan. A des enfants qui considé-
raient deux triangles scalénes, symétri-
ques par rapport & une droite, mais non
congrus (ils ne peuvent coincider en les
déplagant uniquement dans le plan), on a
pu leur faire effectuer une rotation dans la
Jedimension etinduire ainsilacongruence.,
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néanmoins étre plus pointus I'un que I'au-
tre. M&me remarque avec le cercle de
base. Le fait d'étre plus ou moins pointu ne
peut pas se mesurer par h seul, our seul,
mais par le rapport entre r et h, ce qui
revient 3 la tangente d'un certain angle
que I'on voit en dessinant le cone de fagon
a mettre en évidence h et r.

Le professeur peut alors expliquer que le
cdne est une surface de révolution, en
faisant tourner un triangle rectangle (une
équerre par exemple). On remarque que

tanf =r/h  etsinp =-s/R

d’ou une reformulation de la question 1 :
—Relationentre o et R donnés d'une part,
et I'angle B obtenu d'autre part. (Dans cet
article, pour des questions de place, nous
nous fimiterons a la question 1 ainsi refor-
mulée et 4 ses prolongements. Nous
n'aborderons pas la question du volume,
pourtant elle aussi trés intéressante).

Cette formulation satisfait bien ceux qui
voulaient mesurer le «pointu» en emboi-
tant les cénes les uns dans les autres, car
ils avajent vu que ce qui intervenait n*était
ni h ni r, mais une sorte d'angle (ils ne
disposent pas du concept d'angle solide
qu’ils pourraient utiliser, certains voient 2 B
en prenant les génératrices correspon-
dant & deux points opposés sur le cercle
de base). Pour ceux qui n'ont pas eu cette
intuition, on arrive 4 B comme je V'ai expli-
qué par hetr et latangente. Il faut étre sir
gue tout le monde est d’accord sur cet
angle B, en demandant par exemple la
valeur de B pour le céne plat.

il - Réponse a la question 1
dans une classe

Les éléves, plus ou moins influencés parle
professeur selon leur degré d’autonomie,
peuvent avoir lidée d’étudier un cas parti-
culier avant de passer au cas général.
Beaucoup ont construit ieur cone avec un
demi-cercle, et ils peuvent alors constater
que, quel que soit R leurs cénes sont tous
«pointus» pareil, donc B doit &tre calcula-
ble pour tous dans ce cas particulier. On
trouve B = 30° car R = 2rdonc sin B = 1/2.
Dansie casgénéral, au lieude R =2xron
a(2r—o)R=2rrdonc
2n—o=2r/R et

don¢ 2r —0. = 2z 8in

Ce probléme est difficile pour des éléves

de 2e et 1&re car il y a trois difficuités :

1 - L’angle o n'est pas matérialisé, et cer-
tains éléves ne le «voient» pas bien. L'in-
térét estqu'onl'atteint par ses lignes trigo-
nométriques, ce qui est une utilisation
pertinente de la trigonométrie.

2 - Les éléves ont du mal & réaliser que ia
longueur de I'arc dans le céne développé
est justement la longueur du cercle de la
base quand le céne est construit. Lafigure
plate et la figure dans I'espace sont si
difiérentes qu'ils ont du mal & voir le pas-
sage de I'une a lauire, méme s'ils I'ont
réalisé de leurs mains.

3 - La proportionnalité entre I'angle au
centre et la longueur de l'arc est peu sou-
vent utilisée a I'école, de sorte que les
éléves n'y pensent pas du tout.

Ceci dénote une lacune dans r'assimila-
tion du concept de proportionnalité, et les
difficultés pour la compréhension du ra-
dian en découlent.

L'intérét de commencer par e cas particu-
lier du demi-cercle est qu’on élimine a peu
prés la difficulté 3, car comme il $’agit d'un
demi-cercle, il suffit de penser a 1a propor-
tionnalité entre la longueur du cercle et le
rayon. Sile cercle est deux fois plus petit le
rayon est deux fois plus petit,
donc r = R/2.

Dans le cas du demi-cercle, la difficulié 2
est suffisamment bloquante pour que l'on
arrive & ceci : les éléves vérifient par la
mesure directe que r = R/2 mais ne peu-
vent pas le justifier. lls ont donc

sin B = 1/2 donc §§ = 30° mais & partir d'un
résultat admis d’aprés une mesure. Par
chance d'autres conjecturent f=45°avue
d'ceil et en déduisent une relation de pro-
portionnalité entre B et 360° — o

B=(360°—-0o)/4;360°—aestla mesure‘

de l'angle qui reste aprés le découpage.

Conjecture renforcée par :

—le cas limite = 0 on a § = 360°/4 = 90°
~ l'aplatissement du céne de fagon fron-
tale {confusion sur 'angle B ).

Le fait qu'il y ait deux conjectures contra-
dictoires, oblige chacun 3 trouver de
meilleures preuves, ce quiameéne lapreuve
deR =2r.
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Quandonfait le cas particulier de o= 180°,
il y a une seule variable supplémentaire &
introduire, c’est o mais la difficuité 3 est
trés bloguante. Pour arriver a passer I'obs-
tacle on peut prendre un deuxiéme cas
particulier encore avant le cas général.
Par exemple, pour confectionner le céne,
on conserve 3/4 du cercle. Donc 360° —a
=270° = 3n/4. Onvoit alors que, se donner
Fangle en radian est plus pratique, pour
calculer la longueur de I'arc. On trouve un
angle B d'environ 48°, et on vérifie que
c’est normal que cette valeur soit supé-
rieure & 30°, puisqu'on a enlevé un mor-
ceau de cercle plus petit.

On traite alors ie cas général et on peut
arriver 4 la conclusion que B ne dépend
pas de R mais seulement de c.ce que I'on
avait verifié dans les cas particuliers.

On termine par h/R = cos §

. 2
1 _(2w-a)
2
4 5t

Contrairement a B, h dépend a la fois de o
et de R.

donch=RcosPf=R

Tous les mystéres du plus ou moins poin-
tu, plus ou moins haut et pius ou moins plat
sont éclaircis, ce qui provoque toujours un
sentiment de satisfaction. La mathémati-
sation nous a permis de progresser dans
la compréhension.

" Deladimension2 )
a la dimension 3,
que veut dire
plus ou moins pointu ?
Plus ou moins courbe ?

(avec des étudiants de DEUG)

I - Qu’est-ce qut rend un angle plus
ou moins pointu ?

Quand je veux tracer un angle AOB sur
I'écran de lordinateur en langage LOGO,
je pars de A, je trace [AQ] puis je dois
tourner d’'un certain angle o.orienté tel que
o+ {OB,OA) =7 donc a=n-(0B,0A)
L'angle AOB est d"autant plus pointu que o
estgrand, cara.est ce qu'onenléve al'an-
gle plat.

Etsijedessine unpolygone, de 5 cotéspar
exemple ?

Je dois toumerde o, + o, + 0, + O,
Pour savoir combien vaut cette somma, je
dessine des représentants de méme ori-
gine des vecteurs u,, U, u,, U, tous de
norme 1. Les extrémités setrouvent surun
cercle de rayon unité, et tout le cercle est
décrit quand jimagine le mouvement.
Yo,=2%

Ce résultat est valable quel que soit le
nombre de sommets dupolygone, etméme
si le polygone n'est pas convexe, pourvu
que ses c6tés ne se croisent pas.
o,=n-A  o,=m—-A, o,=n—A,
Avec A, A, A, angles positifs aigus du
polygone.

Si A, est toujours compté positif

lo | =A,—n mais o, <0

donc o, =x—A,

On obtient le méme- résuitat si, au lieu de
prendre des vecteurs u, ayant pour direc-
tion les cdiés du polygone, on prend des
vecteurs v, normaux aux cdtés du poly-
gone :

onaB=o,
et donc ia somme des angles B,
est aussi 2r

Ii - Courbure pour courbe plane

On sait que la courbure locale en un point
d'une courbe est égale Al'inverse durayon
du cercle osculateur en ce point. La cour-
bure iotale de la courbe s’obtient en som-
mant les courbures locales tout au long de
la courbe.

Ainsi la courbure totale du cercle de rayon

R est 1_d|=1_f dl = 2%xR /RLx
R R

Tout polygone dont les cétés ne se croi-
sent pas est homéomorphe & un cercle.
Sa courbure totale est aussi de 2n et on
peut convenir qu'en chaque sommet A la
courbure locale est o, car, comme nous
l'avons wu, plus o, est grand plus l'angle
ast pointu.

Il - Que signifie «plus ou moins
pointu» en dimension 3 ?

| Endimension 2, un angle en radian est la

longueur de l'arc décrit par 'extrémité du
vecteur unitaire qui «balaye» I'angle.

Al

Ad

Al
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Peut-on avoir I'analogue dans I'espace ?
Soit O le sommet d'un ¢dne et imaginons
un. vecteur unitaire représenté en O, qui
«balaye» l'intérieur du céne. Son extrémi-
té décrit une calotie sphérique. L'aire de
celte calotte sphérique est 'angle solide
du céne en stéradian. -

L'aire de la calotte sphérigue se calcule
par intégration (petites bandes de largeur
dx et de longueur 2x sinx).

Sile demi-angle au sommet du cone estx,

0
0
ﬂ 2r sinxdx=[21: cos x]o=2n(1 - COS X g

Prenons maintenantle céne réalisé parles
éléves de 3e ou 2e.

Le demi-angle au sommet était p son
sommet O.

On {ait «tourner» en O un représentant
d’'un vecteur qui reste normal 4 la surface
du céne. Ce vecteur «balaye un angle
solide qui est égal & 2xn{1 — cos(n/2 - fB)) =
2n(1-sin )

Or ceci est la valeur de ccque nous avions
trouvée pour la partie du cercle que l'on
enléve dans le patron du cbne, ce qui
permet de réaliser le «pointu». Il s’agit
donc aussi de I'angle solide balayé par le
vacteur normal au céne représenté en son
sommet. Plus o est grand, plus le céne est
pointu.

IV - Courbure d’une surface
en dimension 3

Localement la courbure d’'une surface en
un point est le produit 1/R, x 1/R,

1/R, et 1/R, étant les courbures exiréma-
les de deux géodésiques en ce point (plus
grande et plus petite courbure}. On obtient
la courbure totale en sommant la courbure
locale sur 1a surface.

Par exemple pour une sphére de rayon R,
la courbure totale est :

2

1—ds=.1_. ds=1_x41tR =4m
2 2 2

R R R

Prenons un «bon» polyédre et faisons
promener un vecteur normal surla surface
de ce polyédre. A chague sommet le vec-
teur normal balaye un angle solide, et sion
veut voir la somme de tous ces angles
solides, il suffit de représenter tous ces
vecteurs normaux de méme origine, Leur

extrémité «balayer» la sphére entiére de
rayon 1 si les vecteurs sont unitaires.
Donc la somme des angles solides ainsi
obtenus est4x. Untel polyédre esthoméo-
momhe a une sphére et il a la méme
courbure que celle-ci. On peut dire qu'en
chaque sommet A la courbure est le o
correspondant.

Par exemple pour un tétraédre régulier
réalisé avec des triangles équilaiéraux, en
chaque sommet on atrois triangles équila-
téraux et on colle {OA,] sur [OA,].

Le «pointu» vient d'un-«manque» de =.
Donc en chague sommet on peut dire que
la courbure est = et la courbure totale est
Az

Pour un cube, la courbure en chaque
sommet sera /2 et la courbure totale sera
8 X /2 = 4.

Descaries avait découvert cette propriété
pour ies «bons» polyédres, propriété qui
est équivalente alaformule d'Euler S +F
-A=2

(démonstration de I'équivalence en an-
nexe)

V - Et sl je dessine un triangle
surun céne ?

Si, sur une sphére de rayon R, je dessine
untriangle dont les cétés sont trois grands
cearcles qui sont les géodésiques de la
sphére, je trouve que la somme des an-
gles du friangle est :

A+B+C=n+(1/R)T o0 T = aire du

triangle sphérique.

De fagon générale, sur une surface, la
somme des angles d'un triangle formé par
des géodésiques s'obtient par :

n+fK(M)ds

K({M) étant la courbure locale en chaque
point du triangle et on somme sur ia sur-
face T du triangle.

Par exemple pour la sphére qui a une
courbure constante 1/R2 en chaque point,
on obtient la formule donnée plus haut.
Cette formule dans le cas particulier de la
sphére peut aussi se démontrer directe-
ment.

On peut donc avoir I'idée de tracer un
triangle sur le cdéne. Ce n'est pas simple si
le cne est construit. On peut décoller
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selon une génératrice et tracer le triangle
sur le papier mis a plat. Les géodésiques
sont alors des droites.

On peut construire le triangle de deux
facons, contenant le sommet du céne (fig.
1) ou ne contenant pas le sommet du cone
(fig. 2).

La partle hachurée est la partie découpée

Fig. 2

OA, = OA, et on colle [CA,] sur [OA,]

Dans la figure 1 la somme des angles du

triangle est . C’est normal car il s'agit d'un
triangle ordinaire.

Dans la figure 2 par contre la somme des

angles du triangle est

B+C+CAQO+OAB=2n-(0AA, +

OAA,)

ol 2x est la somme des angles du quadri-

latére BCA/A,.
OAA, + OAA, = & — a dans le triangle
OAA,.

donc la somme des angles du triangle

tracé sur le ¢c6ne est

2n-(m-a)=m+q

Ce résultat est cohérent avec le faitde dire

que o est la courbure en O.

C'est le seul point du triangle ol il y a une

courbure non nulle.
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L’ESPACE en seconde

Y. Bouteiller & M. Dupérier, irem d’Oriéans

(Premiére partie)

Avec ces fiches et en utilisant le logiciel
«Dessiner 'espace», développé par Phi-
lippe Bernat et diffusé par 'lREM de Lor-
raine, nous avons couvert tout le pro-
gramme de seconde relatif a 'espace.

Ces 6 fiches ont été utilisées pendant 3
séances d'une heure de Travaux Dirigés
avec ordinateur. Elles ont été précédées
d’un «cours» d'une heure pour metire en
place les principales notions ainsi que les
conventions de représentation dans l'es-
pace. Nous avons utilisé des figures four-
nies sur la disquette et, le plus souvent,

- fabriqué nos propres énoncés a partir de
-ces figures. ‘

Pour chaque activité, les éléves ;

- chargent la figure de l'exercice indique,
- essaient de répondre aux questions
posées, tout en prenant des notes pour
une rédaction ultérieure,

- reproduisent sur papier la figure cbtenue
sur écran.

Consignes de travall

Activité 1 fexercice ©4)

On donne untétraédre (ABCD).

* Marquer les milieux respectifs M, N, P
des arétes[AB], [AC],[AD] de cetétraddre.
* Tracer les segments [BP], [CP], [DN],
[DM] en respectant la régle des parties
cachées.

Les segmenis [DN] et [CP] se coupent en
H et les segments [DM] et [BP] en G.

* Tracer les segments [GH} et [MN].

* Marquer les milieux respectifs | et J des
arétes [BD] et [CD].

* Tracer les segments [Al], [AJ] et [IJ].

Questions, réponses, justifications

Q1. Quels réles jouent respectivement las
points H et G dans les faces (ACD) et
{ABD) du tétraédre (ABCD)? Justifier.

Q2. A quelies droites de lafigure, la droite
{GH) est-elle paralléle? Justifier.

A quelles droites de la figure, la droite
(1J) est-elle paralléle? Justifier.

1

> LY | 3
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Consignes de travail

Activité 2 (exercice 21)

On donne un cube (ABCDEFGH).

* Marquer le point |, intersection des seg-
ments [AC] et [BD), puis le point J, inter-
section des segments [EG] et [FH].

* Tracer le segment [lJ]:

* Marquer les milieux respectifs M, N, P, Q
des arétes [BC], [CDj, [GH], [GF] du cube.
Soit (V) le plan qui contient les points M, N,
* Tracer Fintersection du plan (V) avec le
plan (ACGE). _

Questions, réponses, justifications

Q1. Aquelles droites de la figure, la droite
(1J) est-elle paralléle? Justifier.

Q2. Expliquer pourquoi les points M, N, P,
Q sont coplanaires.

Trouver sur la figure un plan paralléle au
plan (V).

Q3. Quelle est la direction de la droﬂe (L),
intersection duplan (V) etduplan (ACGE)?
Justifier.

Figures

Consignes de travalil

Activité 3 (exercice &1)

On donne un cube (ABCDEFGH).

* Marquer le point N, milieu de l'aréte [CD].

* Construire la section du cube par le plan
{W) qui contient les points B, F, N.

* Marquer le point U, intersection du plan
(W) et de la droite (AC), puis le point V,
intersection du plan (W) avec la droite
{EG).

* Construire I'intersection du plan (W) etdu
ptan (ADHE).

Questions, réponses, justifications

Q1. Justifier la construction de la section
du cube avec le plan (W).

Démontrer que le plan (W) coupe le seg-
ment [AC] enun point U et le segment [GE]
en un point V.

Aquellesdroites de la figure, la droite (UV)
est-elle paralldle? Justifier.

Q2. Quelle est la direction de la droite (L),
intersection des plans (W) et (ADHE)'?
Justifier.

Activité 4. (oxercice ©1)

On donne un cube (ABCDEFGH} en re-
présentation fil de fer,

* Marquerlescentres respectifs P, Q, R, S,
T, Udes faces (ABCD), (EFGH), (ABFE),
(BCGF), (CDHG), (DAER).

* Dessiner les segments [PR], [PS], [PT),
[PU], [QR], [QS), [QT], [QU}, [RS], [ST]),

| [TU], [UR} en choisissant un style de tracé

respectant |a régle des parties cachées.
* Désigner par (O) le polyédre admettant
pour arétes les douzes segments précé-
dents.

Questions, réponses, justifications

Q1. Dénombrer les sommets et les faces
du polyédre (O).

Q2. Démontrer que les points D, E, G, Q,
T, U appartiennent & un méme pilan (W).
En raisonnant dans ce plan, justifier la
nature de la face (QTU) du polyédre (O).
En déduire une qualité de ce polyédre.
Q3. Comparer les longueurs et les direc-
tions des diagonales du pelygdre (O) &
celles des arétes du cube initial.

Qu’en déduit-on? Justmer

Figures :

Activité 5. (exercice 92)

On donne une pyramide réguliére de
sommet S et de base carrée (ABCD) .

* Marquer les milieux respectifs M, N, P, Q
des arétes [SD], [SC] [SB], [SA] de ceite
pyramide.

* Tracer les segments [AM], [BN], [CP],
[DQ] en respectant la régle des parties
cachées.

* Tracer les segments [iJ], [MN], [PQ}.

* Marquer le point T, intersection des droi-
tes (AM) et (BN), puis le point R, intersec-
tion des droites (CP) et (DQ).

Questions, réponses, justifications

Q1. Quels réles jouent respectivement les
points i et J dans les faces (SAD) et (SBC)
de la pyramide (SABCD)? Justifier.

Q2. A quelles droites de la figure, la droite
{lJ) est-elle paralldle? Justifier.

Q3. Prouver que les droites (AM) et (BN)
sont sécantes ainsi que les droites (CP) et
(DQ).

Q4. Les points R, S, T sont-ils allgnés"
Pourquoi?

Figures

Activité 6. (Fig; exo 6, exercice 21)
On a tronqué un cube (ABCDEFGH) en lui
otant un coin tétraédrique (AMNP)..

* Tracer la section du cube tronqué par le
plan (T) qui contient les points C, E, G.

* Tracer la section du cube tronqué par le
plan(S) issu du point D et paralléle auplan
{MNP).

La droite (PM) coupe la droute (DH)enKet
la droite (EH) en L. ' '

La droite (MN) coupe ladroite (BC) enQ et
la droite (CD) en R.
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La droite (NP) coupe-la droite (EF) en Uet
la droite (BF) en V.
* Marquer les points K, L, Q, R, U, V.

Questions, réponses, justifications

Q1. Justifier la construction de la section
du cube tronqué par le plan (T).

Q2. Justifier la construction de la section
du cube tronqué par le plan (S).

Q3. Démontrer que les points K, L, Q, R, U,

V appartiennent 4 un méme plan (Wj).
Représenter ces points en vraie grandeur
dans le plan (W).

Apponts de I'outil informatique:

Souvent les éléves sont bloqués devant
une représentation plane d'une figure de
'espace. lis ne «voient» pas et oni beau-
coup de mal & faire les tracés demandés.
Ce logiciel permet, entre autres, de:

- se déplacer autour de Fobjet (tourner,
s'éloigner, se rapprocher) et donns, pour
chaque position de 'observateur, une
représentation de la figure en perspective
cavaliére,

- «yoir en vraie grandeur» dans un plan
déterminé par trois points,

-tracer l'intersectionde 2 droites {sil" éléve
adonne 2 droites non coplanaires, le logi-

ciel le lui dit).

Lors de la premiére séance, ces diverses
possibilités sont utilisées au maximum pour
tamiliariser les éléves avec les représen-
tations planes de figures de I'espace.

L'utilisation du logiciel:
- les a aidés a reproduire correctement sur
papier la figure vue a I'écran en choisis-
sant le point de vue le plus adapté,
- leur a permis d’oser tester des intuitions,
faire des constructions, ...
- leur a imposé de désigner clairement les
objets qu'ils manipulent {pointdéfinicomme
intersection de 2 droites par exemple).
Unefagondedévelopper, «dansi'espace»,
'autonomie de I'éléve face & un probléme
de géométrie dans I'espace et d'améliorer
lesrédactions de TD, cecisans avoir passé
pius de 8 heures pour couvrir 'ensemble
de ce chapitre.
Le logiciel «Dessiner I'espace» est vendu
par I'lrem de Lorraine avec 1 disquette
programme, une disquetie d’exercices et
de 92 figures de base et une brochure
reprenant ces éléments avec commentai-
res livrée & pant. Prix établissement 800F
environ,

(a sulvre)
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Comment calculer les polyédres
réguliers et semi-réguliers

C Introduction )

Cette présentation résulte d'un travail
de recherche en informatigue dans le
domaine de la synthése d’images, en-
trepris depuis plusieurs années. Ce
projetde recherche apourbut d’étudier
des techniques informatiques d'obten-
tion d’objets complexes a partir d’une
description abstraite assez proche de
I’homme, en opposition & une descrip-
tion de bas niveau de I’objet, entermes
de coordonnées. Dans ce travall 'uni-
vers des polyédres a été cholsi pour sa
richesse, tant au niveau des objets qu’il
renferme, mals aussl duvocabulaire de
description. Ici nous n’aborderons pas
Faspectinformatique. Notre objectifest
plutdt de montrer comment les mathé-
matiques peuvent intervenir dans la
résolution d’un probléme concret, et
aussi de montrer comment un outil
informatique peut faciliter la compré-
hension d’objets mathématigues com-
plexes comme le sont certains poly-
édres. L'un des points clé du logiciel
est le calcul des angles diédres des
polyedres régullers et semi-réguliers.
Nous montrerons ict comment résou-
dre ce probléme de maniére numérique
pour tous ces objets.

Nous espérons aussi par les quelques
Images présentées icl, donner I'envie
de mieux connaitre cet univers des
polyédres semi-régullers, l'ordinateur
permettant de découvrir des formes
moins connues que celles des solides
de Platon.

Dominique et Philippe MARTIN - Nantes

Quelques propriétés
et définitions relatives
aux polyedres

Nous n'allons pas chercher ici & donner

une définition trés formelle de ce que I'on
entend par «polyédre». Disons simple-
ment qu’un polyédre est défini par la don-
née d’'un ensemble de faces planes qui
sont des polygones. Un polygone est une
ligne brisée fermée. Chaque segment de
cette ligne est un cbté du polygone. Des
céiés du polygone peuvent se recouper
ailleurs qu'en un sommet. Un polyédre est
un recollement de faces polygonales le
long de leurs coiés ; les arétes du polyédre
séparent toujours exactement deux faces.
De fagon analogue aux cités des faces,

deuxfaces peuvent se recouperselonune .

ligne qui n'est pas une aréte. Remarquons
que ces objets ne définissent pas forcé-

ment de fagon claire un solide, les notions

d'intérieur et d'extérieur pouvant parfois
disparaitre, comme dans le cas de polygo-
nes croisés. '

Un polygone est régulier lorsque toutes
les arétes sont égales, et tous ses angles
au sommet sont égaux.

Un polyédre est réguller lorsque toutes
ses faces sont des polygones réguliers
égaux (fig. 1). '

fig. 1. Un polyédre régulier : l'icosaddre.

Méthodes

utilisées ;
dans
un

systeme

informatique

de

déduction

de

polyédres

a

partir

de

propriétés

abstraites.
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Un polyédre est semi-régulier (premier
genre) lorsque toutes ses faces sont de
polygones réguliers {(non nécessairement
tous égaux), et que tous les sommets du
polyédre sont identiques (on trouve la
méme séquence de faces autour de cha-
que sommet) (fig. 2).

- Autour de chagque sommet on trouve la

séquence de faces :
triangle, pentagone, triangle, pentagone.

fig. 2. Un polyédre semi-régulier (premier
genre) : licosidodécaédre.

De fagon analogue, on considére aussi
comme semi-régulier (deuxiéme genre)
les polyédres dont toutes ies faces sont
égales (mais non nécessairement régulié-
res) et dont tous les sommets sont régu-
liers (mais non nécessairement égaux)

(fig. 3).

fig. 3. Un polyédre semi-régulier du
deuxiéme genre : l'icositétraddre pentagonal.

Un polygone régulier peut étre étollé ou
convexe, selon que ses arétes se recou-
pent ou pas. Pour un.polygone étoilé on
appelle ordre d'étoilement le nombre de
tours a effectuer autour du centre pour voir
le polygone se refermer. Cet ordre est

aussi le nombre de sommets sautés pour
joindre un sommet a un autre, lorsgue l'on
considére les sommets du polygone régu-
lier convexe de méme taille.

Un sommet d'un polygdre archimédien
peut &ire étoilé, croisé ou convexe, selon
que les faces attachées au sommet se
recoupent ou pas. En coupant un tel
sommetparun plan, onobtient respective-
ment un polygone étoilé, croisé ou con-
vexe.

Un polyadre sera dit éfoilé lorsque ses
sommets sont étoilés ou que I'une de ses
faces est étoliée, Il est convexe sl toutes
ses faces sont convexes et tous ses
sommets aussi.

Un polyédre régulier convexe est appelé
solide de Platon (fig. 1.).

Un polyédre régulier 4 faces étoilées est
appelé solide de Kepler (fig. 4).
Unpolyadre régulier 8 sommets étoilés est
appelé solide de Poing

fig. 4. Un solide de
Kepler : fe petit dodé-
caddre éloilé.

Toutes les faces sont des étoiles
4 cing branches.
Les sommets sont convexes.

fig. 5. Un solide e Poinsot : le grand dodé-
caddre.

Toutes les faces sont des pentégones
réguliers qui se recoupent.
Les sommets sont étoilés.
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fig. 8. Un solide de Poinsot : le grand icosad-
dre.

Toutes les faces sont
des triangles équilatéraux
qui se recoupent.
Les sommets sont étoilés.

La classe des polyédres semi-réguliers
convexes du premier genre comprend les
polyédres archimédiens (fig. 7), déja con-
nus d’Archiméde, et la classe des prismes
et antiprismes convexes acceptés par
Kepler comme de méme nature que les
archimédiens. Les prismes et antiprismes
sont constitués par deux bases paralléles
formées de deux ploygones réguliers iden-
tiques, reliées par une face latérale cons-
tituée de carrés pour les prismes, de trian-
gles pour les antiprismes. Les polyédres
archimediens sont au nombre de 13 (15 si
Fon compte les deux modeles droit et
gauche, miroir f'un de l'autre, du cube
adouci et du dodécaédre adouci). Par
contre il y a une infinité de prismes et
d'antiprismes, puisque les polygones ré-
guliers sont en quantité infinie,

Un polyédre semi-régulier convexe du
deuxiéme genre est appelé polyédre de
Catalan. Citon l'infinité de bi-pyramides et
de trapézoédres. Les bi-pyramides sont
constituées de deux pyramides recollées
par leur base polygonale régulidre.
llexiste ausside nombreux polyédres semi-
réguliers non convexes (fig. 8), dont les
faces ou les sommets sont étoilés, ou
croisés. En particulier, il existe une infinité
de prismes et d'antiprismes & bases étoi-
Iées (premier genre) ainsi que de bi-pyra-
mides et trapézes étoilés (deuxidme
genre).

fig. 7. Un polyédre archimédien : I grand rhombicuboctad-

Autour de chaque sommet
on trouve la séquence
de faces :
carré, hexagone, octogone.

fig. 8. Un polyédre semi-réguiier non convexe du premier genre :
le grand icosidodécaédre.

Autour de chague sommet on trouve la
séquence de faces :
triangle, étoile & cinq branches, triangle,
étoile 3 cing branches.
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Pour un polyédre régulier, tous les angles
diédres sont égaux. Pour un polyédre
archimédien, les angles diédres sont les
mémes pour deux couples identiques de
faces.

Un polyédre est appelé dual d’'un autre,
lorsque les sommets du premier peuvent
&tre mis en correspondance avec les fa-
ces du second. La relation de dualité entre
deux polyédres est symétrique.

Le dual d'un polyédre régulier est régulier.
Les semi-réguliers du premier genre sont
duals des semi-réguliers du deuxiéme
genre {et vice-versa). Le dual d’un prisme
est une bi-pyramide, et le dual d'un anti-
prisme un trapézoédre.

Les semi-réguliers du premier genre sont
inscriptibles dans une sphére circonscrite,
¢'est-a-dire que tous les sommets d'un tel
polyédre sont sur une méme sphére.
Les semi-réguliers du deuxiéme genre
admettentune sphére inscrite, ¢’est-4-dire
que toutes les faces d'un tel polyédre sont
tangentes & une méme sphére.

Foihctionnement général
du logiciel de création de
polyedres.

Au départ I'utilisateur fournit de maniére
interactive des informations abstraites a
I'ordinateur, il déclenche une déduction, et
le programme calcule 4 partir des proprié-
tés de départ tous les polyédres qui véri-
fient ces contraintes.

Exemples simples de définition de
polyédres :

1. Propriétés :

- le polyédre est régulier
- les faces sont des carrés
Réponse :

—le cube.

2. Propriétés :

— le polyédre est régulier

—les faces sont des triangles

— il y a cing faces attachées & chaque
sommet

Réponse :

—licosagdre,

- le grand icosaédre.

3. Propriétés .

— le polyédre est régulier

- fes faces sont des triangles
- il y a cinq faces attachées & chaque
sommet

- le polyédre est convexe

Réponse :

— llicosagdre.

4. Propriétés :

— le polyédre est régulier et convexe
Réponse :

—le cube, letétraédre, loctaddre, I'icosaé-
dre, le dodécaddre.

5, Propriéfés :

- le polyédre est régulier

- les faces sont des hexagones
Réponse :

— aucun.

6. Propriétés

— le polyédre est semi-régulier

— la séquence de faces autour d'un som-
met est

triangle,

étoile a cing branches,

triangle,

étoile & cinq branches

Réponse :

— le grand icosidodécaédre.

7. Propriétés :

- dual du cube adouci
Réponse :

- llicositétraédre pentagonal.

Techniquement, le logiciel cherche & partir
des propriétés de départ a calculer des
données numériques caractéristiques du
poly&dre. Par exemple a partird’'une forme
de face (triangle, carrg, etc.) et de la pro-
priété «régulier», le programme calcule
langle diédre entre deux faces. !l est alors
facile de déduire & partir d'une face, toutes
les faces du polyédre. Ces calculs se font
a laide de régles de déduction qui se
déclenchent en fonction des connaissan-
ces déja acquises par le systéme. Certai-
nes de cesrégles sont assez élémentaires
: par exemple déduire les coordonnées de
tous les sommets d'une face convexe &
partir d'un sommet et du nombre de som-
mets. Parcontre, le calculde l'angle diédre
n'est pas aussi aisé. Nous allons montrer
comment ces difficultés ont été résolues
aussi bien pour les polyédres réguliers
que semi-réguliers.
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Calcul de I'angle diédre
des polyedres réguliers

Précisons tout d’abord les données du
probléme. |l faut disposer de connaissan-
ces aptes afixerla valeur de 'angle diddre
du polyédre afin d’établir un algorithme de
calcul de celui-ci. Dans le cas des régu-
liers, la connaissance de !'angle au som-
metdesfaces, le nombre de faces que I'on
recolle autour d'un sommet, etl'ordre d'étoi-
lement du sommet, déterminent complé-
tement la géoméirie de celui-ci.

Laragle effectue le calcul de 'angle digdre
d & partir des paramétres s (angle au
sommet du polygone), k (ordre d'étoile-
ment), n (nombre de faces autour du
sommet). Ces données ont elles-mémes
été calculées par d'autres régles si elles
n'étaient pas fournies par l'utilisateur.
Lorsque l'on recolle des faces autour d'un
sommet O, on effectue successivement
deux rotations :

- 'une d’angle s dans le plan de la face,
- l'autre autour de l'aréte de recoliement,
et d'une valeur égale a I'angle n—d.

Pour une écriture simple de ces rotations, |

on choisit le repére (O,x,y,z) orthonormé,
I'axe Ox portant I'aréte de recollement des
deux faces, et I'axe Oz orthogonal au plan
de la face (fig. 9).

fig. 9. Calcul de I'angle diédre de deux faces.

La matrice de cette transformation s'écrit :
R = Rot(r — d, Ox)° Rot(s, Oz) =

cos(s) —sin(s) 0
—sin(s)cos{d) —cos(s)cos{d) —-sin(d)
sin{s)sin(d) cos(s)sin(d)  —cos(d)

Dire qu'au bout d'un certain nombre de

faces recollées n, on retrouve la face ini-
tiale, signifie que cette matrice R vérifie :

R" = Identité (1)

On suppose n minimal vérifiant cette rela-
tion. Une condition nécessaire pourque la
relation (1) soit vérifiée est que les valeurs
propres de R soient des racines n®™ de
I'unité. Le polynome caractéristique P(x)
de la matrice R est :

P(x) = (1 — x)(x? — (cos{s) — cos(d) —
cos(s)cos(d} — 1).x + 1)

La racine x = 1 qui correspond aux inva-
riants dans la rotation R ne nous donne
rien ; les deux autres racines sont deux
complexes conjugués, dont la somme vaut
d’'une part :

€os(s) — cos(d) — cos(s)cos(d) — 1
et d’'autre part :

2*cos(2kn/n)

somme des deux racines complexes con-
juguées de lunité.
L'entier k est compris entre 1 et n—1.
Comme n est minimal, k doit étre choisi
premieravec n. Inversement, le choix d'un
k premier avec n et comprisentre 1 etn—1,
donne une relation :

cos(s} ~ cos(d) — cos{sjcos(d) — 1
= 2°cos(2kn/n)

permettant de caiculer I'angle d & partir de
s, k et n, et solution du probléme.

On obtient donc finalement :
cos{d) = [-1 + cos(s) ~2 cos(2kn p/n))/
{1 + cos(s))

Les recollements de faces se font par
rotation d’angle 2kp/n autour d’'un axe qui
passe par le sommet. Au bout de n recol-
lements, on a tourné d'un angle de 2kr et
donc effectué k tours autour du sommet.
Pours, k, ndonnés, il n’existe pas toujours
une valeur pour d, le membre de droite
pouvant étre plus grand que 1§ en valeur
absolue. Dans ce cas on produit un mes-
sage d'erreur.

Une fois en possession de I'angle diédre,
et disposant d'une face et d'une aréte qui
n‘apas encore devoisine, onestenmesure
de calculer une face voisine. Par un calcul
de rotation dans I'espace, on peut déduire
a partir des sommets de la face connue,
les sommets de la face voisine.
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Donnons le détail des calculs des transfor-
mations géométriques (fig. 10).

Soit (0,i,jk) le repére dans lequel sont
exprimées les coordonnées des entités
géométriques. Comme précédemment, on
appelle d 'angle diédre de deux faces.
Soient : M,(x,.y,.z,} et M,(x,.y,.Z,) les
sommets de I'aréte de recollement.

fig. 10. Calcul de la face voisine & Paide de Fangle diddre.

Laface F’ s’obtient & partirde F par rotation
d’angle d autour de I'aréle MM,

Pour calculer cette facs, il faut déterminer
I'mage M’ de coordonnées (xy’,z’) d'un
point M de coordonnées (x,y,z) quelcon-
que. Dans un repére orthonormé (M, ,u,v,w)
dont 'un des axes est

u = M,M,/norme(M,M,,, ia rotation s'écrit :

1 0 0
Rot =| 0 cos(d) -sin(d)
0 sin {d) cos {(d)

Pour obtenir M’ dans le repére (O,x.y.2),
on applique les transformations suivan-
tes: —

— une translation de vecteur OM,,

- un changement de base unitaire de
(O,i,j,k) vers (O,u,v,w),

- |a rotation Rot,

~ un changement de base unitaire de
{O,u,v,w) vers (O,ij.k), —.

- une translation de vecteur M,O.

Exprimons la matrice P de changement de
base.

On calcule d’abord u comme indiqué :

—

MM, =, =% )i+ (Y, -y )i+ (2, = z)k
=ali

i+hj+ck

u =M, M/sqri(a*a + b*b + c*c)
= ULl + Uy + UK

On pose s = sqri(u,*u, +u,'u))

P s’écrit : -
u, -u,/s  -uufs
u, u/s U u.fs
u, 0 S

Comme cette matrice est unitaire, son
inverse est simplement ia transposée.
Le cas particulier ou s est nul signifie que
l'aréte MM, est paralliéle a I'axe Oz.
Dans ce cas la rotation s’effectue directe-
ment autour de Oz, sans nécessité de
changement de base. Elle s’écrit donc :

cos(d) —sin{d) 0
Rot = | sin{d) cos(d) 0
0 0 1

que I'on doit composer avec la translation
seulement.

Il estimportant d’'engendrer les faces tou-
jours de la méme fagon, et spécialement
de respecter leur orientaiion. Les calculs
de rotation dans I'espace sont conduits de
fagon & engendrer une face voisine dont
Varéte de recollement est orientée ensens
inverse de I'aréte sur laquelle on recolle.
Les ceefficients du plan de 1aface sont eux
aussi cholsis de manigre & fournir une
normale orieniée toujours de la méme
fagon, ce qui est utile pour la visualisation
par exemple. Cette régle met aussi a jour
la valeur du centre de la face déduite.
Cette information est utile pour ie calcul du
polyédre dual.

Galcul des angles diédre;\
des polyedres
semi-réguliers

du premier genre

Contrairement au cas des polyédres régu-
liers, angle diédre entre deux faces adja-
centes n'est pas toujours le méme. Ce-
pendant comme nous I'avons mentionné,
il est possible de démontrer qu'un poly-
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édre semi-régulier est inscriptible dans
une sphére. |l en résulte que silI'on consi-
dére un sommet, la connaissance de la
séquence de faces recollées autour de ce
sommet et de sonordre d'étoilement, définit
de maniéra unique la géométrie du som-
met, et donc tous les angles diddres entre
chaque couple de faces. Comme pour un
polyédre semi-régulier, les sommets sont
identiques, on est alors capable de calcu-
ler la totalité de celui-ci.

Nous appelons angle au sommet du poly-
édre, l'angle d'une aréte issue d’'un som-
met avec la droite passant par ce sommet
et le centre du polyédre. Dans un premier
temps nous établissons d’abord la refation
qui relie Iangle au sommet s avec les
autres données du polyédre. Ensuite le
calculdes angles diédres s'effectue facile-
ment & partir de s.

Surle schémade la figure 11 les points O,
A, B, C sont des sommets du polyédre, et
donc sont situés sur une sphére. O dési-
gne le sommet du polyédre autour duquel
sont recollées les faces. OA, OB, OC sont
trois arétes appartenant & deux faces voi-
sines du polyédre, et attachées en O. Soit
O’ le point d'intersection du plan passant
par A, B, C, et perpendiculaire au rayon de
la sphére circonscrite au polyédre et pas-
sant par O. Les angles au sommet des
faces de plan AOB et BOC sont notés
respectivement a et b, tandis que leurs
projections sur le plan O’AB sont notées
a, b’. L'angle t est celui que fait le plan
O'AB avec les arétes OA, OB, OC du
polyédre.

fig. 11.

Ona

sin(a/2) = AM/OA
et

sin(a'/2) = AM/O’A
done

sin(a’2)/sin(a’/2) = sin{b/2)/sin(b'/2)

=...=Ccos(t) = cos{(n/2)-s) = sin(s)
On en déduit : |
sin{a'/2) = sin(a/2)/sin(s)

et
a' = 2*ArcSin(sin(a/2)/sin(s))

De méme pour b’, ¢, etc.

La somme des a’, b’, ¢', ... ainsi obtenue
est égale a un nombre entier de tours soit
2kr, ou k est l'ordre d'étoilement du poly-
édre.

On a donc la relation :
krn = ArcSin{sin(a/2)/sin{s))
+ ArcSin(sin(b/2)/sin(s)) + ...

Ce quipermet d'avoirune relation entre les
angles au sommet desfacesetl'angle sdu
polyédre. Il faut en déduire une valeur de
s si elle existe. Pour cela on considére la
fonction

f(x) = kn — (ArcSin{sin(a/2)/x)
+ ArcSin(sin(b/2)/x) + ...)

Trouver s revient a trouver les zéros de f.
L'élude de cette fonction montre qu'elle
est définie sur [Max ..1], ou Max repré-
sente le plus grand nombre entre sin(a/2),
sin(b/2), ...

La courbe de f est monotone croissante.
Pour trouver les zéros de f on utilise la
méthode de Newton. Comme la courbe
est monotone croissante (fig. 12), de con-
cavité tournée vers fe bas, onh est assuré
de la convergence en prenant un point de
départ situé entre la valeur «Max» et la
racine, point caractérisé par une valeur de
f négative.

On recherche pour le point de départ la
premiére valeur de f négative en effec-
tuant une dichotomie sur l'intervalle [Max
..1]. La somme des angles au sommet de

chaque jace doit étre inférieure & 2kr,.

puisqu’enprojection cette somme estégale
a 2kn. Donc f(1) est obligatoirement posi-

-| 1. Pour que la racine s existe, il faut donc

que f(Max) soit négatif. Lorsque lafonction
f ne change pas de signe sur [Max ..1], il
n'existe aucune valeur de s. Il y aimpossi-
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bilité de construire le polygédre dans ce
cas. Un message d'erreur est alors pro-
duit.

A partir de I'angle s, on peut calculer le
point A, puis avec les angles au sommet
des faces, on détermine B et C. Les vec-
teurs OA, OB, OC donnent des vecteurs
normaux aux plans OAB et OBC, et le

42.0

d-2.0

fig. 12. Graphe de la fonction ayant s comme Zéro.

1.00

produit scalaire de ces vecteurs normaux
donne le cosinus de l'angle diddre. Les
angles au sommet des faces sont non
orientés, donc toujours positifs.

Pour initialiser le calcul, on peut par exem-
ple prendre A de coordonnées
(OA*sin(s), 0, OA*cos(s))

Les coordonnéges de B sont oblenues en
~écrivant qu'il se déduit de A par rotation
~d'angle &’ autour de OO’ :

(OA*cos(a’)*sin(s), OA*sin(a’)*sin(s),

OA*cos{s)) :

Et C s'obtient de maniére analogue par
une nouvelle rotation d’angle b’ autour de
00 :

Pour le calcul du cosinus et du sinus de
Fangle &', on utilise les formules trigono-

métriques suivantes :
sin (a') = 2sin(a'/2)cos(a’/2)
cos(a’) = 1-2sin?(a’/2)

ainsi que la relation établie précédem-
ment ;-
sin(a'/2) = sin{a/2)/sin(s).

( Conclusion )

Ce travail comporte bien des aspects non
mentionnés, et en particulier l'aspect in-
formatique qui n'est pas abordé ici. Tou-
tes les images de polyédres ont été obte-
nues par le logiciel PolyForme, en cours
de développement sur Macintosh. |l com-
porte actuellementune centaine de régles
de déduction permettant d'explorer les
formes polyédriques citées dans le texte.
il nous a semblé intéressant de présenter
cette facette mathématique de notre tra-
vail pour plusieurs raisons. D'une part il
est remarquable de voir que des problé-
mes, d'énoncés fort simples, peuvent
amener & des difficultés mathématiques
non négligeables, et méme aboutir & des
problémes impossibles a résoudre de
maniére exacte et nécessitant I'utilisation
de méthodes numeériques. D'autre part,
on trouve trés peu d'informations concré-
tement utilisables pour le calcul des para-
meétres des polyédres remarquables. L'at-
trait et la richesse des images obtenues
met bien en évidence que les méthodes
employées ne sont pas uniquement de

pures abstractions. ]
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Faire des mathématiques part d'une évocation de la réalité parti-
culiére au mathématicien', tout comme dessiner part d'un -
regard particulier de l'artiste. Enseigner les mathémati-
ques consiste en grande partie & développer cette évo-

cation différente.

A lintérieur de I'activité mathématique, la démonstra-
tion joue un réle clé. Pourtant 'enseignement de la
démonstration est une des taches les plus difficiles.
La démonstration ne demande pas seulement de
faire, mais de se regarder faire. Elle demande & la
fois d'utiliser ce qu’on voit mais aussi de voir plus,
autre chose ef autrement. Elle demande a la fois
imagination et maitrise totale de sa démarche et de
son expression. Au dela de la conviction personnelle
elle impose I'obligation de convaincre I'autre par I'in-
termédiaire d'un langage particulier.

Dans cet article, je vais tenter de décrire une approche
de la démonstration qui viserait a amener les éléves &
développer cette évocation particuliére de la réalité propre
au mathématicien, a l'utiliser et & «gérer mentalement» les étapes

Démonstration,
perception et évocation

A. Taurisson.Toulouse

essentielles de la démonstration. Auparavant je dois définir quelques (1) par mathé-
termes que j'emploierai par ia suite.

Evocation, perception,
gestes mentaux.

Les définitions que je vais en donner pro-
viennent directement des travaux d'An-
toine de la Garanderie.2

Q’erception et évocation)

Le sens donné dans la suite 3 ces deux
mots ne correspond pas au sens qu'on
leur donne souvent dans la littérature.

-je me proméne dans la rue, mon regard
passe sur ce qui m'entoure. Je ne recher-
che rien de particulier. Ce regard va peut
étre laisser en moi, entre autres, des tra-
ces visuelles. Ces impressions visuelles
sont le résultat de la perception que j'ai eu
de la rue dans laquelle je me trouvais.

-Imaginons que je sois dans la méme rue
et que je veuille savoir quand cette rue a
été construite. Je regarde la rue mais je
reviens activement sur ce gue je pergois
pour frouver des indices qui vont me per-
mettre de dater ces maisons. Ce retour
actif sur ce que je pergois constitue une
évocation. ll nous est tous arrivé de lire un
article d'un journal sans avoir la moindre
idée de son contenu. La perception de
l'article s’est faite, mais le retour actif sur
ce qui a été lu ne s’est pas fait et nous
n'‘avons pas pris conscience du sens.
Quand nous lisons quelque chose de fa-
cile et d'habituel, I'évocation se fait sans
effort et presque instantanément. Dés que
le texte est plus difficile, le temps de I'évo-
cation est plus nettement distingué du
moment de la perception.

Au moment de I'évocation, ce qui est per-
gu esttransformé: untexte peut étre trans-

maticien, je veux dire
éldve qui veut faire
des mathématiques.

{2) en particulier dans "
Les profils pédagogiques™
Le Centurion - Paris
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jormé enimages visuelles, un schéma est
décrit par une voix intérieure, Ja sienne
propre ou celle d'un autre. La lecture se
trouve doublée par la voix de celui qui lit,
les images qui fraversent I'esprit peuvent
représenter directement ce qui est lu mais
elles peuvent naitre aussi d’associations
génératrices d’'une certaine signification.
La compréhension provient foujours de
cet écho construit et non pas simplement
d'un calque de Ia réalité. Le sens apparait
au moment ol I'évocation produit un objet
mental, une représentation qui n'est pas
une impression laissée parl'objet réelmais
une reconstruction mentale effectuée a
partir de I'impression laissé par la percep-

1 tion.

Monde exiérieur

pemeﬁtg] ‘mDressions‘/—_\rggrjgl"
< | > laissées par @ -
0, % résultent

Monde intérieur

_ de
perception \.._/l'évocation

Evocation: retour
sur ce qui est pergu
pour en extraire un
SeNs

La prise de conscience du sens se fait au
temps 2, c'ast & dire au moment du retour
sur ce qui est pergu, les objets mentaux
consiruils A cette occasion peuvent étre de
nature trés différente des objets pergus.

( Un geste mental )

Au moment d'évoquer, on peut se donner
rimage visuelle de ce que 'on entend. Ce
mouvement de l'esprit constitue un geste
mental. Alors que j'écoute quelqu'un par-
ler, je peux me réexprimer a partir de mon
vocabulaire ce qu'il dit, et le rattacher &
monexpérience personnelle. Voiciun autre
geste mental. Alors que jentends «3 fois
&', je me donne Fimage de 3 rangées de
cing carrés, ou je me redis mentalement 3
fois en écoutant le son imaginé de mavoix,
ou je me redonne I'image de la table par 3

que jai apprise la veille: autant de gestes
mentaux trés élémentaires quime permet-
tent de rattacher «3 fois 5» & quelque
chose de familier. A. de La Garanderie
définit un geste mental comme un mouve-
ment structuré de l'esprit, mouvement
portant sur des images, des mots, des
sons. Ce «mouvement de I'esprit» permet
d'effectuer de transformer des objets
mentaux, de les associer de les comparer.
On peut parier de transformations virtuel-
les sur des objets mentaux. Un geste
mental peut donc porter sur l'impression
laissée par la perception, mais aussi por-
ter aussi sur un ou plusieurs «objets
mentaux».

L’importa‘nce de la nature
du geste mental.

Voici une expérience simple qui nous
montre l'importance de la nature du geste
mental sur ¢e que nNous comprenons;
prenons un texte et lisons-le & voix haute
4 un éléve de la fagon suivante: aprés
chaque membre de phrase significatif,
arrétons-nous et demandons lui de faire
une évocation visuelle de ce qui vient
d'étre lu. Une fois le texte terminé, deman-
dons-lui de nous redire le texte. Faisons
ensuite une lecture du méme genre de ce
texie mais en demandant & I'éleve cette
fois d'écouter dans le silence qui suit
chaque parlie lue une voix redire ce qui
vientd'étre lu. Demandonsensuite at'éléve
de raconter I'histoire. Terminons par une
troisi#me lecture du texte en demandant
cetle fois & I'éléve de se laisser aller a
associer librement dans le silence qui suit
chaque membre de phrase lue. Deman-
dons encore de nous redire le texte. Cha-
que évocation différente apporte des élé-
ments de compréhension différents. Pour
certains éléves une ou deux des évoca-
tions précédentes ont été inutiles. Pour
d'autres elles se complétent parfaitement.
Centains éldves vont méme garder des
éléments compliétement différents des
deux premiéres lectures et ne pas faire le
lien entre les deux formes d*évocation. Ce
petit exercice permet de mettre en évi-
dence les différences individuelles d'une
part et le rble de la nature de I'évocation
sur la compréhension: la compréhension
s'appuie sur ce qui est évoqué et non pas
sur ce qui est pergu. L'évocation étant un
processus individuel, il faut apprendre a
chacun & pratiquer I'évocation 1a plus effi-
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cace pour lui. Le but de Fintervention pé-
dagogique est d'amener les éléves a
évoquer ce qu'on leur donne & percevoir,

QLe réle de I’intention. j

C'est l'intention qui nous permet d'agir sur
I'évocation que I'on fait de ia réalité: la
lecture d'un texte pour en faire un résumé
va conduire & un travail mental fort diffé-
rent de celui auquel nous conduirait la
lecture du méme texte avec Fintention de
jouir du rythme de la phrase. On sait bien
en mathématiques que des éléves ayant
une trés bonne capacité de compréhen-
sion en frangais semblent incapables de
donner le moindre sens au texte d'un
probléme. lls se jettent sur la premigre
opération venue en faisant confiance a
leur étoile parce qu'it n'ont pas la méme
intention enfrangais et en mathématiques:
en frangais on doit comprendre pour ré-
pondre & des questions sur le sens et en
mathématiques on doit faire une opération
juste. L'intention de lecture qu'ils ont en
mathématiques fait qu'ils ne peuvent
comprendre I'énoncé du probldme.

Lintention peut étre beaucoup plus pré-
cise: je vais lire ce texte pour me le racon-
ter, pour le voir comme 2 la tél8, pour le
résumer sous forme de schéma elc...Ces
intentions plus précises peuvent conduire
a des compréhensions plus particuliéres
et surtout peuvent étre adaptées a un
individu plutét qu'a un autre. :

( Reformulation
du probiéme
de I’enseignement
de la démonstration
en terme
de gestion mentale.

AN
Ce préambule permet de reformuler de
fagon plus précise notre approche de la
démonstration,

-Pourdémontrer, quelie intention doi avoir
un éléve.
-Comment'amener 3 avoir cette intention.
-Quelles sont les caractéristiques de «I'évo-
cation. mathématique» et comment ia
provogquer

-Comment poserun probléme de démons-
tration en termes d'évocation particuliére

de la réalité, -Comment avoir l'idée d’'une
solution.

-Comment «enseigner» pour permettre 2
chacun de pratiquer I'évocation mathéma-
tique qui lui convient.

-Quels sontles gestes mentaux qu'un éléve
doit faire pour mener & bien une démons-
tration.

Je vais présenter d’abord quelques activi-
tés dont le but est d’amener I'éléve préci-
ser les caractéristiques propres de I'activi-
1é mathématique et 4 développer «l'évo-
cation du mathématicien». Ensuite je ten-
terai la présentation de la démonstration
d’'un théoréme vu en quatriéme en m'ap-
puyant sur cette intention de I'éléve et sur
cette évocation . Je m'en tiendrai & des
exemples tournant autour de la symétrie
centrale et mettant en jeu des paraliéio-
grammes.

Qu’est-ce que Pactivité
mathématique?

Siles éléves pensentque «faire des maths»
c'est seulement calculer et produire des
résultats, il est inutile de leur parler de
démonstration. Il va d’abord falloir leur
enseignerque activité mathématique c'est
aussiautre chose. Voici quelques activités
et une possible fagon de les gérer en
classe devant permetitre aux éléves de
prendre conscience de ce que peut étre
l'activité mathématique.

Présentation
en quatre temps

Quand nous aurons un point important &
présenter aux éléves, dans le but d'ame-
ner les eléves a évoquer ce qu'on leur dit
ou leur montre, nous le ferons en distin-
guant 4 temps dans la présentation.
(1)-On présente aux éléves, dans le si-
lence, de courts textes ou des schémas
surle retroprojecteur. On leur demande de
les regarder avec I'intention de les repro-
duire ensuite sur leur cahier.

(2)- On masque le retroprojecteur apras
une quinzaine de secondes etondemande
4 ce moment 14 seulement d'écrire ou de
dessiner sur le cahier. Ce qui est reproduit
sur le cahier nm'est pas forcemment le
décalque de ce qui était sur le retroprojec-
teur. Ce peut étre une interprétation per-
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sonnelle de I'éléve

(3)-On découvre de nouveau le rétropro-
jecteur pour que les éléves puissent com-
parer le sens du message initial et l'inter-
prétation qu’ils en ont donné.

(4)-Ensuite I'enseignant peut poser des
questions ou commenter ce qui a été
montré.

Cette activité de mémorisation a coud
terme demande & I'éléve de se donner
codage mentale personnel de ce qu'on lui
présente (1) et de vérifier qu'il est bien
conforme A la réalité(3). Ceux qui prati-
quent des évocations plus visuelles peu-
vent profiter du silence et de limage [temps (1)
] pour s'en faire une représentation mentale vi-
suelle. Les autres pourront en faire un traduction
verbale qu'ils préciseront au [temps (4). Le pro-
cessus de compréhension pourra partir
dans les deux cas d'une évocation de la
réalité qui corresponde & chaque type
d'éléve.

Activités d’exploration

L'activité suivante peut élre présentée a

| partirde la sixi#me. Il s'agit de trouver une

méthode pour calculer I'aire d'unparallélo-
gramme. Ce probléme a déja été abordé
au primaire, aussi faut-il bien préciser aux
éldves le but du travail : il s'agit de com-
prendre comment un «mathématicien»
agit, ce qui est important pour lui, ce qu'il
recherche et ceci dans le but d'avoir I'in-
tention de travailler comme lui pour résou-
dre certains probléemes.

On peut présenter «en quatre temps» le
texte suivant:

On sait calculer I'aire d’un rectangle.
Enutilisant seulement cetie connaissance,
comment calculer I'aire d’'un parallélo-
gramme?

Ensuite, de la méme fagon:

Une autre fagon de reformuler le méme
probléeme.

Comment transformerunparailélogramme
en un rectangle de méme aire?

On précise ensuite oralement le but de
Pactivité que I'on va entreprendre.

Le probléme ayant été résolu dans des
classe inférieures, on peut se borner &
présenter «en quatre temps» limage sui-
vante:

Le commentaire consiste a animer ces
trois images et a imaginer que le parallé-
logramme est coupé et que les deux mor-
ceaux sont permutés. On fera préciser
comment le partage en deux se fait: per-
pendiculairement a la base. On a donc,
semble-t-il, un bon moyen de transformer
un parallélogramme en rectangle.

Demandons maintenant de combien de
fagon on peut faire subir a transformation
précédente a chacun des parallélogram-
mes suivants:

V74

On demande aux éléves de faire la trans-
formation mentalement et de n’avoir re-
cours au papier-crayon que pour vérifier et
ceci dans le but de manipuler mentale-
ment des transformations visuelles.

-Le premier paraliélogramme est aussi un
rectangle. I} y a une infinité de faire une
transformation au demeurant inutile pour
faire un calcul d'aire. _

-lly a aussi une infinité de fagon de couper
le second.

-Iln'y aqu'unfagon de couper le troisiéme.
-On ne peut faire subir au dernier la méme
transformation.

-On verra que méme en sixiéme ou-en
cinquidme un certain nombre d'éléves
s'arrangeroni pour couper le dernier paral-
Iélogramme en «oubliant» la perpendicu-
larité 4 la base.
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La recherche du procédé
le plus général possible

Le procédé que nous avions trouvé n'est
donc pas général. Bien sur, on pourrait
retourner le paraliélogramme et se dé-
brouiller, mais en temps que «mathémati-
ciens» nous préférerionstrouverunprocé-
dé genéral, donc plus simple, qui nous
permetirait dans tous les cas de tansfor-
mer un parallélogramme en un rectangle
d'aire équivalente. ,

Nous avons & faire & une trés grande
difficutté chaque fois que l'on résout un
probléme: comment se dégager de la so-
lution que nous avions envisagé pour en
trouver une nouvelle, & partir de considé-
rations sans doute complétementdifféren-
tes.

Il nous faut «regarder» le probléme d’'une
autre fagon.,

L’évocation
ou l'ceil de I'artiste

Repartons du point de départ: un parallé-
logramme et le rectangle équivalent dans
un cas ol nous savons le construire. Pla-
gons-les cdte & cdte. Le rectangle a été
obtenu a partir du parallélogramme par

découpage. Les bases et les hauteurs des

deux figures sont donc égales.

Le spectateur ordinaire voit deux figures. Il
leur donnera des noms: un rectangle, un
paraliélogramme. Il en restera Ia. C'est Ia
que peut entrer en jeu «I'ceil de 'arliste».
L'intuition, la «créalivité» dans la démar-
che mathématique est souvent de nature
visuelle. Pour trouver quelque chose de
nouveau, il faut «voir» d’'une autre fagon.
Cette vision nouvelle n'est pas dans les
objets eux-mémes mais dans 'évocation
que l'onfaitde ces objets. L'évocationd’un
artiste a ses caractéristiques propres: par
exemple pour reproduire l'image précé-
dente non seulement il faut regarder les
formes noires, mals aussi les espaces

«négalifs» entre ces formes. Pour faire un
dessin exact, il faut voir le trap&ze entre les
deux formes noires. C'est lui qui nous
permetde placer les deux formes 'une par
rapport & l'autre.

Cette évocation se fait en regardant le
dessin globalement et en se laissant aller
a voir des formes autres que celles qui
sont nommées. Ce «regard» se fait sou-
vent sans parler en se laissant pénétrer
par les formes et les rapports des lignes
entre elles.

On peut alors voir d’autres parallélogam-
mes dans cette figure:

Onpeut aussi «laisser les lignes se prolon-
ger». Apparaissent alors 3 couples de
droites paraliéles.

7/
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Les formes initiales se sont dissoutes. Les
lignes qui ne faisaient que souligner les
contours deviennent fes éléments prici-
paux du dessin.

Cette évocation de la réalité est bien la
méme que celle d’'un dessinateur qui pour
dessinerun ogil, cesse de voir 'oeil pour ne
voirque I'entrecroisement des lignes quile
compose, ou encore va dessiner autant
les espaces négatifs que les formes elles-
mémes. Pour provoquer cette évocation
de I'artiste dessinateur, on peut par exem-
ple retournerundessinque I'onveut repro-
duire, le dessin nest plus qu’un résau de
lignes etles formes identifiables disparais-
sent. Ledessin effeciué ainsia I'envers est
d'une qualité bien supérieur au dessin fait
A partir du modéle a Fendroit.? Retourner le
dessin a reproduire force a évoquer non
plus en reconnaissant les objets, comme
un spectateur, mais comme le fait un des-
sinateur. ‘

Peut-&tre certaines de ces formes cons-
truites & partir du dessin initial ne nous
aideront pas. Elles constituent en tout cas
un nouveau matériel, plus riche que le
dessin initial.

Dans yne classe, on peut guider une telle
recherche en fixant le but: on recherche
des formes nouvelles a partir de Ia repré-
sentation initiale. Ces formes nouvelles
nous aiderons a faire des liens.

On donne quelques moyens d'y parvenir.
-On place le dessin initial devant soi. On
tente de s’enimprégner globalement et de
laisser les formes apparaitre sans se par-
ler.

-Si cela parait impossible ou trés difficile,
ajouter des lignes au dessin initial puis le
regarder globalemement, ajouter d’autres
lignes etle regarder A nouveau. Dés quele
dessin est trop chargé, refaire le dessin
initial et recommencer.

On peut résumer 4 la fois le but poursuivi
¢t les moyens utilisés en disant que Fon
observe la figure avec «I'ceil de l'artiste».
On fait ensuite le bilan des formes trou-
vées.

L'enseignant saitol il veul menersacilasse.
Il a besoin des trapdzes pour mettre en

évidence une relation entre le parallélo-
gramme el le rectangle. Il va donc sélec-
tionner ces deux figures et simplement
indiquer qu'elles vont nous étre utiles:

Ensuite surunretro-projecteur, on place la
figure ci-dessous:

Sur une autre feuille transparente, on a
dessiné le trapaze ci-dessus en noir.

Onfait glisser cette deuxiéme feuille surla
premiére dans un mouvement de va-el-
vient de la fagon suivanie:

)

(2)

(3)
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Pendant ce glissement sans rotation le
trapéze noir découvre alternativement e
rectangle et le paralidlogramme. Pourquril
en soit ainsi, il faut que les bases du paral-
lélogramme et du rectangle soientde méme
longueur.

Certains vont bien sentir que l'on établit
ainsi une relation entre le rectangle et le
parallélogramme. Elle demeure cependant
incertaine pour la plupart des éldves. On
leur demande de tenter de !a formuler.
Bien peut vont pouvoir le faire.

-On donne des noms aux aires respecti-
ves des rectangle, parallélogramme et
trapéze, soit R, P, et T.

L'aire percue sur le dessin (1)est T + P
L'aire percue sur le dessin (3)estR+T
Dans les deux cas, I'aire T + P comme
Iaire R + T est égale & I'aire de la figure
formée par la réunion du rectangle, du pa-
rallélogramme et du trapéze les refiant.

On peut présenter ie schéma suivant en
«quatre temps» pour amener les éldves a
prendre conscience de cette relation.

I'eeil du spectateur, qui voit des objets et
des actions & une autre évocation de la
meme réalité, une évocation quicherche a
rendre explicite des relations que le spec-
tateur n'éprouve pas le besoin de clarifier.

Pour forcer le passage de I'ceil du specta-
teur a cet ceil naissant du mathématicien,
on peut poser des questions du genre:;
-Pourquoi le mouvement du trapaze dé-
gage-t-il tout le rectangle quand il cache
tout le parallélogramme et inversement?
-Comment décire le parallélogramme en
fonction des éléments du rectangle?
-Que nous apporte le calcul par rapport
la simple observation du mouvement?

Nous venons de trouver un autre moyen
d'associer l'aire du rectangle et celle du
paraliélogramme sans avoir recours au
découpage: ce moyen est-il pius général?
Quelque soit le parallélogramme, on peut
maintenant lui associer un rectangie d’aire
égale

(N

()

Ceci fait, on peut écrire:

T+P=R+T

Qu encore

T+P=T+R

Ce qui entrafne

P=R

Cette représentation symbolique de la si-
tuation (1) et (2} et le calcul qui suit permet
de faire le lien entre le déplacement du
trapdze et I'égalité des aires du rectangle
et du parallélogramme. La traduction
symbolique ne garde que I'essentiel et
permet de mettre en évidence I'équiva-
lence des aires. Nous sommes passés de

‘\
Vers une généralisation
plus grande:
a quoi notre nouvel outil

pourrait-il servir?

Une des caractéristique de Factivité ma-
thématique est de tendre & une générali-
sation la plus grande possible des résul-
tats obtenus. Notre but comme enseignant
estque les éléves intégrent cette intention
dans leur «projet» quand ils font des ma-
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thématiques. C'est cette quéte de généra-
lisation qui nous a conduit & rechercherun
autre moyen que le découpage pour trans-
former le parallélogramme en rectangle.
On peut maintenant se demander s le
procédé que I'on vient de trouver ne s'ap-
pliquerait pas & une classe plus grande de
figures que les paratiélogrammes.

Le procédé que nous venons de trouver
consiste acacherle paraliélogramme pour
dégagerle rectangle etinversement. Peut-
on modifier la forme de notre «cache» et
transformer d'autres figures que le paralié-
logramme en rectangle?

Au lieu de ce «cachen....

...on peut imaginer un cache ayant cette
forme:

Quelles sont maintenant les figures trans-
formables en rectangles? '

On peut poser la question aux éléves et
leur demander de décrire cette classe de
figures.

Apartir de ce nouveaucache,on peutfaire
I'association entre ces deux figures:

Quel cache faudrait-il construire pour irou-
ver le rectangle équivalent a cette figure?

Comment décire les figures dont l'aire
peut se ramener & celle d'un rectangle par
le procédé précédent?

L4 encore, a partir de I'ceil du spectateur,
le mathématicien va tenter de voir des
relations ou des transformations virtuelles
qu'il pourra énoncer: pour cela, il luifaudra
généraliser 1a notion de parallélisme des
droites Ades courbes nonrectilignes, définir
la hauteur de cette classe de figures
«bizarres» pour le spectateur.

Les moyens pour arriver & exprimer ces
relations ou ces définitions peuvent étre
différents d'un éiéve A l'autre: certains par
exemple exprimeront le parallélisme & partir
de la transtormation qui & permis de géné-
rer les deux cotés non rectilignes de la
figure. D'autres seront génés par le mou-
vement et voudront faire une description
de la figure telle qu'elle est sans référence
au mouvement. Cerlains auront besoinde
garder la figure devant eux et de la racon-
ter. D'autres au contraire devront enlever
la figure de leur vue et en décrire fimage
qu'ils auront intériorisée. Toutes ces diffé-
rences dans la maniére de trouver des
énoncés a propos d'une figure donnée dé-
pendent largement de la nature des évo-
cations faites par les eléves. Ce travail est
le premier pas vers la formation de I'eeil du
mathématicien.

(a suivre)
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L'EVOLUTION HISTORIQUE
DES DESSINS

Bernard PARZYSZ - Paris

" LEVOLUTION )
HISTORIQUE DES
DESSINS
DANS LES
OUVRAGES
DE GEOMETRIE

\_ DE L’ESPACE y.

Les dessins de géométrie, tels qu'ils figu-
rent actuellement dans les manuels de
I'enseignement secondaire long, offrent
de telles analogies, & la fois horizontale-
ment (d'un ouvrage A l'autre) et verticale-
ment (dans le temps), qu'il n'est pas exa-
géré de parler A leur propos de représen-
tations stéréotypées (voir & ce sujet BER-
DONNEALU 1981, p. 62 5q.). Cecivautbien
sdr, en particulier, pour les dessins de la
geométrie de I'espace (PARZYSZ 1989,
p. 53 5q.), et cette «tradition» iconographi-
que remonte en 'occurrence au moins 4 la
findu 19e siécle. Les dessins relatifs & I'es-
pace ressortissent sans ambiguité 3 la
perspective paralléle, méme si certains
(PARZYSZ 1989, p. 70 sq.) s'en écartent
parfois, volontairement ou non (certains
auteurs ont parfois recours & des effets de
«pseudo» perspective linéaire, et une
bonne part des représentations relatives
aux corps ronds «mélangent divers points
de vue» : voir plus loin).

Puisque tradition il y a donc, il peut étre
intéressant de rechercher les éléments
sur lesquels s’appuie cette tradition, et en
conséquence de s'intéresser aux dessins,
relatifs a I'espace, figurant dans les livres
anciens. L'étude qui suit est basde sur17
ouvrages, édités entre 1600 et 1900, dont
voici la liste dans l'ordre chronologique
(dans la suite, ils seront simplement dési-
gnés par la date de leur parution, entre
crochets) :

1605 Charles de BOUELLES : Géoméirie
practigue. Ed. D. Cavellat, Paris.

1658 Alphonso BORELLI : Euclides restitu-
tus, sive prisca geometriae elementa, bevius
et facilius contexta... Ed. F. Honophri, Pise.
1660 Stephano degli ANGELI : Miscella-
neum geometricum. Ed. J. La Nod, Ve-
nise,

1675 Frangois MILLIET DECHALES :
Elementorum Euclidis libri oclo,  ad facilio-
rem captum accommodatli, 3e éd. £d. Vve
Coral, Lyon,

1685 R.P. Bernard LAMY : Les éléments de
géomélrie ou de la mesure das corps, Ed.
A. Pralard, Paris.

1708 Angelo de MARCHETTIS : Euclidss
reformatus, sive plana et  solida geome-
triae elementa, Ed. J. Valsis, Livourne,

1741 Alexis CLAIRAUT : Eléments de
géométrie. Ed. David fils, Paris.

1753 Joseph SAUVEUR : Géoméirie
élémentaire, revue, corrigée et - augmen-
tée par M. Le Blond. Ed. Rollin, Patis.

1765 Alexis CLAIRAUT ; Eléments de
géométrie. Ed. Durand, Patis.

1772 Abbé Nicolas de la CAILLE : Legons
élémentaires de mathématiques. Nou-
velle édition. Ed. Desaint, Paris.

1777 Frédéric de CASTILLON : Eléments
de géomeétrie ; ou les six  premiers livres
d'Euclide, avec le onzidme et le dauzidme.
Traduction nouvelle. Ed. C.F, Himburg, Ber-
lin,

1794 Adrien-Marie LE GENDRE : éléments
de géoméitrie, avec des notes... Ed. F,
Didot, Paris.

1798 John BONNYCASTLE : Elements of
geometry, containing the  principal propo-
sitions in the first six, and the eleventh and
twelfth books of Euclid, 2d ed. Ed. J. John-
son, Londres.

1814 Sylvestre-Frangois LACROIX : Elé-
ments de géomeétrie, & l'usage
des Quatre-Nations. 10e éd. Ed. We Cour-
cier, Paris.

1840 LEFEBURE DE FOURCY : Legons de
gdométrie analytique. 4e éd. Ed. Ba-
chaelier, Paris.

1855 Sylvestre-Frangois LACROIX : El$-
ments de géométrie, 17e éd., parM.
Prouhst. Ed. Mallet-Bachelier, Paris,

1871 Adrien-Marie LE GENDRAE : Eléments
de géométrie, avec additions et modifica-
tions par M.A. Blanchet. 14e éd. Ed. F.
Didot, Paris.

de I'Ecole
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Notons pour commencer que la quaiité
graphique des dessins, jusqu'au début du
19e sidcle, n'est pas toujours trés bonne
(c’est ainsi, par exemple, que dans[1675],
ouvrage de petit format, la taille des des-
sins ne dépasse guére le centimétre). llen
est ainsi pour des raisons évidemment
matérielles, mais également aussi, sans
doute, parce que le besoind’un graphisme
plus précis ne se faisait pas sentir, le
dessin n'étant en fait destiné qu'a illustrer
le discours qu'il accompagne, afin de fixer
les idées, c’est-a-dire de faciliter la consti-
tution d’'une image mentale chez le lecteur
; il ne s’agit en aucun cas d'un dessin
«technique», dont la réalisation serait
fondée sur des principes bien définis.

Dans les ouvrages consultés, nous nous
sommes plus particulidrement intéressés
A certains points : la représentation du
plan, celle des polyédres et des corps
ronds, ainsi qu'aux conventions de des-
sins utilisées plus ou moins sysiématique-
ment.

( 1-Leplan: )

Dans tous les cas (& partir de [1658], car
[1605] ne comporte pas de dessins de
plans), le plan est représenté par un qua-
drilatéve. Il s'agit la plupart du temps d'un
parallélogramme, éventuellement rectan-
gle, dont deux cotés sont, soit horizontaux
(le plus souvent), soit verticaux : dessins
1A et 1B d'aprés [1658] pp. 254 et 255,
dessin 1C d'aprés [1675] p. 290, et des-
sin 1D d'aprés [1658] p. 258. Comme
nous I'avons déja indiqué ailleurs (Parzysz
1988 et 1989), un rectangie restitue limage
conforme du rectangle représentant lui-
méme le plan (préservation du «savoirs),
mais il présente linconvénient de man-
querde relief (ct. dessin 1B). Le parallélo-
gramme paliie cet inconvénient, en se
rapprochant du rectangle tel qu'il se pré-
sente habituellement au regard (préserva-
tion du «voir»), mais en abandonnant en
contrepartie I'orthogonalité descétés (perte
de «savoir»). (Aufil du temps, d"ailleurs, le
rectangle originel sera compiétement per-
du de vue et, si l'on continue aujourd’hui a
représenter les plans par des parallélo-
grammes, le fait qu'il s’agit en fait du des-
sin d’'un rectangle est souvent totalement
ignoré).

Enfin, contrairement & ce que I'on pourrait
croire, le rectangle, représentation «primi-
tive» (au sens élymologique) de plan,

quoique minoritaire par rapport au paralié-
logramme, subsiste trés longtemps :onle
retrouve encore dans [1871], p. 175
(dessin 2).

Venons-en maintenant a la latéralisation
des paraliélogrammes & cbtés horizon-
taux, c’est-a-dire a Forientation des obli-
ques (la latérisation est dite droite (resp.
gauche) si les obliques «montent vers la
droite» (resp. gauche}). Onpeutobserver,
chez certains auteurs, une préiérence
parfois nette :

— droite dans [1658], [1685], [1753] ;
— gauche dans [1675], [1777].

Ainsi, la tradition actuelle d’'une latérisa-
tion droite trés fortement majoritaire n'est
pas encore établie. Cette étude nous a
d'ailleurs suggéré une hypothése sur une
cause possible de la prédominance ac-
quise par |a latérisation droite sur 'autre ;
il s'agirait de la conjonction de deux phé-
nomenes : :

- le premier tenant aux directions de tracé
priviégiées (Van Sommers 1984) : il est
plus facile, pour un droitier, de tracer une
oblique montant vers la droite qu'un obli-
que montant vers la gauche (ou descen-
dant vers la droite) ;

~le second tenant au fait suivant : jusqu’au
tiers du 18e siécle, la coutume était de
placer le dessin en regard du texte, en le
reproduisant au besoin (une fois, deux
fois...) si la lecture du texte de référence
obligeait & tourner la page. Or, a pariir de
cette époque, et pendant un siécle envi-
ron, 'usage se répandit de regrouper les
dessins en planches, repliées et regrou-
pées enfin d’'ouvrage. Les raisons en sont
vraisemblablement a la fois techniques
{(procédé de gravure), économiques (colt
de fabrication) etpratiques (laplanche une
fois dépliée, les dessins restent visibles en
permanence lors de la lecture). Quoi qu'il
en soit, ce regroupement des dessins sur
une méme feuille favorise (gain de place,
esthétique) l'uniformisation des parallélo-
grammes, éléments essentiels des plan-
ches consacrées a la géométrie de l'es-
pace (ceci est particulierement net dans
[1753], pour la planche | correspondant au
«livie quatritme» : de la rencontre des
lignes et des plans»).

Ii ne s'agit toutefois 1a, rappelons-le que
d'une hypothése, qui nécessiterait une
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étude plus exhaustive. D’autre par, les
obliques sont constamment redressées
surlaverticale (angle avec I'horizontale de
l'ordre de 60-70°), ce qui est encore le cas
actuellement : phénoméne que nous avons
déja expliqué comme résultant de la né-
cessité de ne pas trop occuper de place
dans ia page, comme ce serait le cas avec
des obliques moins redressées, lesquel-
les cependant auraient 'avantage de fa-
voriser la «lecture» souhaitée (horizon-
tale) du plan.

Nous signalions plus haut la présence —
qui estrelativement rare — de représenta-
tions de pians qui n'étaient pas des paral-
Iélogrammes : ce sontenfaitdesirapézes,
prallélogrammes transformés par un effet
de fuyantes, de fagon volontaire et non
pas par suite d'une imprécision de trace
{(dessins 3A,3B, 3C et 3D, d'aprés [1685]
p. 169, [1709] p. 171, [1741] pl. Xl fig. 7 et
[1871] p. 166 respectivement). |l s’agit 1a
simplement d'une «pseudo» perspective
linéaire, carparexemple dansledessin3B
les obliques (censées représenter des
paraliéles) n'ont pas un point de fuite uni-
que. Notons que cette pratique était en-
core en usage naguére dans certains ma-
nuels scolaires, avec toutefais un effet de
fuyantes presque imperceptible (cf. Par-
zysz 1989, pp. 58-59).

( 2 - Les polyédres : )

Les prismes sont pratiquement toujours —
et ceci dés le début — représentés en
perspective paraliéle stricte (dessins 4A,
4B,4C, et4D d'aprés [1605]p. 152,{1658]
p.272,[1675]p. 358,[1685]p. 181 respec-
tivement). Lorsqu'exceptionnellement il
n'enestpas ainsi (parexempledans[1753]
2e partie livre VIi pi. | fig. 4, dessin 5) il
s'agit selon toute probabilité, non d'une
volonié consciente d'avoir recours a une
perspective finéaire, mais plutét du désir
de réaliser un dessin aussi lisible que
possible : en effet, une version correcte,
en perspective paralléle, du dessin précé-
dent serait celle du dessln 6, dans lequel
des arétes différentes sont représentées
par des segments de méme support, ce
qui est préjudiciable & une bonne lecture ;
cette pratique est encore attestée actuel-
lement (dessin 7, in Desbats 1851, p.
166).

Les représentationde pyramides sont plus

intéressantes en ce qui nous concerne, en
ce sens qu’elles sontdavantage sujettes a
variations. Nous avons déja étudié précé-
demment les desins que produisent les
lycéens dans le cas de la pyramide régu-
lidre & base carrée (Parzysz 1989, p. 193
sq.). La représentation «classique» au-
jourd’hui dans les manuels pour ce type
d'objet est la perspective cavaliére : la py-
ramide est supposée posée sur un plan
horizontal, deux des arétes de la base
étant paralléles au plan vertical de projec-
tion (dessin 8). Mais a I'époque il n'en
allait pas de méme ; ce type de représen-
tation était excessivement rare (dessin 9
draprés[1741]p!l. Xllfig. 10], et les dessins
étaient plus variés (dessins 10A, 10B,
10C, 10D, 10E et 10F d'aprés [1658] p.
320, {1685] p. 279, [1709] p. 201 et p. 243,
[1753] 1ére partie livre 5e pl. V fig. 49,
[1777]p. 411 respectivement). Comme on
le voit, les représentations dominantes
consistent alors & donner, soit a la base
une forme carrée ou rectangulaire, soitala
face avant une forme isocéle. Il s'agit la de
dessins que nous avons retrouvés en
proportion non négligeable chez les ly-
céens, et que nous avons interprétés
comme provenant d’'un souci de préserver
sur le dessin le savoir reiatif a 'objet ; on
peut sans doute attribuer la méme cause
auxreprésentations des ouvrages anciens.
Pour en terminer avec les poilyédres, no-
tons que dans [1605] les cing solides pla-
toniciens sont uniquement représentés
sous forme de développements (patrons),
complets ou partiels (dessin 11).

( 3 - Les corps ronds :)

Avec les corps ronds, nous sommes main-
tenant confrontés au probléme du «cercle
en perspective». On sait depuis Apollo-
nius que la section, par un plan, d'un cne
ou d'un cylfindre & base circulaire est une
cohigue et, puisque la lumiére se propage
enligne droite, il en résulte que, aussibien
en perspective lindaire qu'en perspective
paraligle, un cercle sera représenté par
une ellipse. Mais ceci nécessite au moins
que I'on ait fait le lien entre vision et projec-
tion, ce qui n'est apparemment pas le cas
dans la plupart des ouvrages que nous
avons étudiés.

Nous mettrons & part le cas de la sphére,
qui est invariablement représentée par un
cercle. Nous pouvons sans difficulté justi-
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fier cette pratique enremarquant que, lors-
que I'on regarde une sphére, on dirige son
regard vers elle, ce qui fait que le faisceau
lumineux qui lui correspond est sensible-
ment un céne de révolution, et que I'm-
pression visuelle sera en conséquence a
peu prés celle produite par un disque.

Les représentations de cones et de cylin-
dres sont plus variables, et relévent es-
sentiellement de deux types, différant par
la forme de leurs bases :

— base (a4 peu prés) elliptique : dessins
12A, 12B, 12C, et 12D, d'aprés [1605} p.
148, [1658] p. 272, [1685] p. 181, [1753]
1&re partie livre 6e pl. | fig. © respective-
ment ;

~ base lenticulaire : dessins 13A, 13B,
13C, 13D et 13E, d'aprés [1605] p. 151,
[1658] p. 293, [1685] p. 234, [1753] 1ére
partie livre 6e pl. 1 fig. 10, [1798] p. 243
respectivement.

Remarquons que, dans les deuxtypes, se
pose théoriquement le probléme du tracé
du contour apparent du céne, ou du cylin-
drelorsqu'il n'est pas droit (cf. parexemple
le dessin 12C) : normalement, les généra-
trices qui devraient étre dessinées de-
vraient étre celles qui correspondent au
contour apparent qui sont représentées,
et non, comme c'est le cas, celles qui sont
situées dans le plan frontal ; mais, outre
que celles-cisont plus commodes A dessi-
ner et en général voisines du contour
apparent, elles permettent également de
faire apparaitre une section (le savoir) en
méme temps qu’une vue plausible de I'ob-
jet (le voir).

Les exemples indiqués ci-dessus mon-
trent (nous les avons bien sdr choisis &
dessein) la coexistence constanie, et
souvent dans un méme ouvrage, entre les
deux types de représentation (lenticulaire
ou elliptique), coexistence qui va & I'en-
contre de la prise de conscience dune
contradiction. Quelles peuvent étre les
raisons de cette coexistence ? Il faut
d’abord, comme nous l'avans dit, ne pas
faire la relation entre vision et perspective.
Ensuite, le cercle se présente & nous sous
plusieurs aspects, selon les points de vue
: subcirculaire dans une vue plongeante,
le contour s'aplatit de plus en plus lorsque
le point de vue s'abaisse, jusqu'a se ré-
duire & un segment. Bien sidr, nous sa-
vons, pour I'avoir appris, que ce contour

reste elliptique dans tous les cas, mais qui
— 8'il W'est pas prévenu — peut faire la
différence, a I'ceil, enire une ellipse aplatie
et une lentille ? Le contour elliptique et le
contour lenticulaire pourraient donc ne
correspondre qu'3 une référence mentale
a des points de vue différents.

Nous proposons, pour cette dermiére re-
présentation, I'explication suivante {nous
prenons le cas du céne comme exemple)
: lorsque I'on regarde, sous un angle de
vue habituel, un cdne posé sur un plan
horizontal, on n‘en volt que la moitié {ce
qui est sensiblement exact si I'on n'est pas
situé trop prés). De plus, on salt qu'il en
existe une moitié symétrique, qui est ca-
chée a nos yeux. Il n'est donc pas invrai-
semblable que la production des contours
lenticulaires corresponde 4 une démarche
du type suivant, alliant voir et savoir :

1° tracé de la partie visible, avec un
contour courbe pour la base (dessin 14A)

2° complétement de ce tracé par symé-
trie (dessin 14B).

Le méme phénoméne a lieu pour les sec-
tions de sphéres, ou le méme principe
explicatif peut également s'appliquer
(dessins 15A et 15B, d'aprés [1753] 2e
partie livre VIi pl. 1 fig. 7 et [1840] pi. | fig.
35 (QRestI'équateur), ce dernier exemple
étant le plus tardif que nous ayons trouvé).

4 - Les conventions
graphiques :

Dans les manuels aciuels de I'enseigne-
ment secondaire long, nous en avons
recensé cing principales (Parzysz 1989, p.
65sq.) :

- la pseudo perspective linéaire
— I'épaississement de traiis

- lombrage de surfaces

— la discontinuité de lignes

- la semi-transparence.

Voyons ce qu'il en est dans les ouvrages
étudiés.

a ) La pseudo perspective linéaire :
nous l'avons déja évoquée ci-dessus, et
n'y reviendrons donc pas.

b) L’épalssissement detralts :il s'agit
du surcroit d'épaisseur donné A deux
segments consécutifs du tracé d'un plan,
et qui est destiné a lever I'ambiguité théo-
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rique de la représentation en suggérant
Fun des deux «points de vue possibles»
{enfait, la vue de dessus) : voir dessin 16.
Nous n'avons trouvé ce procédé que dans
[1753) ; il sera réutilisé plus tard, de la fin
du 19¢ siécle aux années 1960.

c)L'ombrage de surfaces :il consiste
4 hachurer tout ou partie des surfaces de
I'objet représenté, de fagon

— soit (type 1) & suggérer un éclaire-
ment de cet objet (hachures réguliéres,
plus ou moins serrées selon les faces),

— soit (type 2) & suggérer une perspec-
tive (hachures seresserrant varsle «fond»).
Dansuncascomme dans l'autre, le but est
évidemment de favoriser la perception de
latroisigme dimension. Nous avonstrouvé
letype 1 dans[1605],[1741],[1753],[1765],
[1772}, et le type 2 dans [1772], [1794] et
[1814]. La présence «précoce» de ce
procédé dans un ouvrage de 1605 n'est
pas si étonnante qu'il y parait : il s'agit en
effet d'une «géométrie practique», et les
objets dont on traite sont censés étre des
objets réels (cf. le «ronde colonne» du
dessin 12A). Mais, quoi qu’il en soit, cette
floraison au 18e siécle, suivie d’'un étiole-
ment au 19e et d’'une disparition aux alen-
tours de 1900 ressembile fort & un phéno-
méne de mode.

d) La discontinuité de lignes : nous
n‘en avons pas trouvé trace dans les ou-
vrages consultés. Rappelons qu'il s'agit
du procédé consistant 3 interrompre une
ligne lorsqu'elle est censée se trouver
«derridgre» une autre pour le «point de
vue» ainsisuggéré (dessin 17 dans le cas
d'un cube-squelette). Ceci tend & confir-
mer I'hypothése que nous avions émise
précédemment (Parzysz 1989 p. 68), 4
savoir que cette pratique serait d’iniroduc-
tion récente (aux environs de 1960).

e) Lasemi-tranparence :d'une utilisa-
tion constante aujourd’hui, cette conven-
tion graphique consiste A représenter en
pointiltés les lignes situées «derriére» une
surface, pour le «point de vue» supposé
(dessin 18).

(N.B. : Dans les manuels actuels, les poin-
tillés (en fait, ce sont souvent des tiretés)
sont utilisés, non seulement pour repré-
senter les lignes «cachées», mais égale-
ment pour dessiner certains traits auxilliai-
res).

Pour les manuels éludiés, nous avons
rassemblé dans le tableau ci-apréds les
résultats observés par rapport 4 quatre
praiiques :

- transparence totale de Vobjet (T)

— opacité totale de I'objet (O)

- semi-tranparence (ST)

—traits auxilliaires en pointillés (P).
Bien entendu, ces divers procédés peu-
vent étre utilisés concurrentiellement.

]

o ST P

]

1605
1658
1660
1675
1685
1709
1741
1753
1765
1772
1777
1794

*
L]
-

*| | %] ¥| =

*| | ®]| %| *| w] =
®| W | %] ®*| *

%) w| | | % | w| w| | %] &| *| *

1798 *
1814 * *
1840 *

1855 *

1871 *

Ce tableau appelle les constatations sui-
vantes :

— l'opacité des objets disparait avant la fin
du 18e sidcle : son existence s'expliquait
par ia nature «concréte» de ces objets
(solides), mais elle st difficile & gérer,

- latransparence perdure tout au long de
la période considérée : elle introduit un
risque de mauvaise interprétation (par
exemple : a-t-on affaire 4 des lignes ou &
des surfaces ? Quelles sont les positions
relatives des objets ?...) mais offre I'avan-
tage, sur l'opacité, de tout monirer.

- la semi-transparence apparait vers le
milieu du 17e siécle et, malgré une courte
éclipse a la fin du 18e, est reprise sans
interruption jusqu'a nos jours, ou elle a
totalement supplanté la transparence et
est devenue un procédé constant de re-
présentation. lifaut dire qu'elle offre, suria
transparence, 'avantage de suggérer un
«point de vue », et par conséquent de lever
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Pour aller plus loin
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certaines ambiguités, tout en montrant,
contrairement & l'opacité, la totalité des
éléments du dessin ; c'est-a-dire qu'elle
représente une gestion optimale du voir et
du savoir.

{Notons cependant que, iout au moins &
ses débuts, la semi-transparence n'a pas
toujours été utilisée de maniére cohérente,
comme le montre I'exemple du dessin
1D).

En conclusion, cette étude nous aura
permis de découvrir quelques aspects des
représentations qui sont aux origines du
mode actuel de représentation de l'es-
pace en géométrie : la référence 3 un
principe (la perspective paralldle) n'appa-
rait jamais, quoique, formellement, les
dessins des ouvrages anciens y fassent
indubitablement penser (sauf en ce qui
concerne les corps ronds). Ce genre de
pratique remonte d'ailleurs au Moyen-Age,
avec au moins deux origines possibles :
«au 15e siécle, on frouve plusieurs exem-
ples de perspectives s'appareniant 3 ce
que I'on nomme aujourd’hui «perspective
isométrigue» ; on ne sait pas s'il s'agit
d’'une simplification de la perspeciive natu-
relle & point de vue unique avec appariticn
d'unconcept de rayons visuels paralléies,
ou d'une perspective artificielle basée sur
une méthode de construction euclidienne
aplat» (Deforge 1981, p. 82). Mis A part le
fait que Tauteur utilise ici I'expression
«perspective isométrique» dans le sens
plus général de «perspective paraliéle»,
précisons que la premiére possibilité évo-
quée est celle qui apparait dans certains
croquis rapides de Léonard de Vinci, des-
sins perspectifs dans lesquels les fuyan-
tes sont dessinées paralléles et non con-
courantes (perspective «schématique» en
quelque sorte), tandis que a seconde est
celledes perspectivesdites «stratégiques»
qui, a pariir d'un plan au sol, «se font en
élevant des perpendiculaires, & I'dchelle
du plan, sur tous les points significatifs et
en tragant des fuyantes obliques paralle-
les» (Ibid.). La premigre hypothése est
sans doute la plus vraisemblable dans le
cas qui nous occupe ici, élant donné la
naturedes objets représentés, mais il s"agit

peut-étre moins d'une simplification réflé-
chie (comme chez |Léonard) que d'undésir
de représenter certaines caractéristiques,
jugées importantes, de I'objet figuré. Quol
qu’il en soit, il apparait que ce n'est que
récemment que le lien a été fait entre ces
dessins et la perspective (projection) pa-
ralléle, et que par exemple il a fallu atten-
dre le courant du 19e siécle pour que les
«cercles en perspective» commencent 4
étre représentés systématiquement sous
forme d'ellipses (méme sile dessinde ces
ellipses nwest pas toujours cohérent avec
celui d'autres éléments). En fait, ces des-
sins ont eu, & Porigine, un réle analogue 4
celui des schémas figurant dans les ac-
tuels manuels de sciences : illustrations
permettant de se représenter les objels
dont il est question dans le texte, de faire
a lafois voir et savoir, sans trop s'occuper
des moyens utilisés. Alnsi c'est le souci de
préserver le savoir qui explique la conser-
vation du parallélisme sur les dessins, par
exemple, bien plus qu’une utilisation de la
perspective paraliéle. Diverses modifica-
tions ont certes été apportées au fil du
temps, qui ont abouti a la constitution de
l'actuelle «tradition» ; certaines ont consti-
tué d'indéniables progrés (la semi-trans-
parence), d'autres n'‘ont pas eu d'effet
appréciable (la latéralisation & droite). Les
insuffisances que nous avons relevées
dans ces dessins anciens (et dont cenrtai-
nes ont perduré jusqu'a aujourd’hui) ne
semblent guére avoircréé de géne. Ce qui
n'est pas surprenant, dans la mesure ol
ce n'est que lorsque I'on veut travailler sur
undessin poury réaliserdes constructions
que Fon risque dy rencontrer des incom-
patibilités, montrantlanécessité d'une sys-
tématisation (de nature nécessairement
géométrique), préoccupation qui semble
n'étre apparue que récemment (il n'est
que de constater le nombre élevé de des-
sins de manuels ol se révalent des inco-
hérences). Pour résumer notre opinion &
Fissue de cette étude, nous dirions plutét
que le dessin de géométrie de I'espace, tel
qu'il existe aujourd'hui, est plus un sché-
ma amélioré qu'un véritable dessin. &
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Représentations de solides

Dominique Beaufort. Chartres
Formation IUFM

Comment représenter un objet de l'espace

sur une feuille de papier?

Les solutions a ce probléeme ne sont pas simples,
méme si nos habitudes culturelles nous ont rendu fa-
milieres

certaines représentations. Depuis les Grottes de Lascaux
jusqu’aux images de synthéses,

les tentatives sont multiples:

perspective centrale (Peintres de la Renaissance),
perspectives cylindriques (géométrie projective),
projections orthogonales sur plusieurs plans (dessin techmque)
topologie, anamorphoses,...

Il s'agit toujours d'un point de vue particulier sur un objet,

choisi en fonction de l'information (I'émotion)

que I'on souhaite communiquer.

Vi

Cette activité, proposée a des éléves-ins-
tituteurs, a pour objectifs de les sensibili-
ser au caractére conventionnel des repré-
sentations qu'ils utilisent - et feront utiliser
parleurs éléves -, Ala variété des solutions
et &leurs intéréts respectifs selon l'objectif
de communication visé.

Nous avons choisi pour cela de placer les : L
étudiants dans la situation de produire une
représentation d'un solide complexe, puis
d’en évaluer la pertinence dans une activi-
té de lecture pour construire un solide

semblable. ‘ m

1ére phase:
Elaboration d’une représentation

Laclasse estdivisée engroupesde 4 ou5.
Chaque groupe regoit un solide (tous les
solides sontdifférents) etune grande feuﬂle
de papler {format (A3).

‘La consigne est d'élaborer un message
sous forme d’un ou plusiurs dessins per-
mettant 4 un autre groupe de reconstruire
unsolide analogue. On préciseraen cours
de travail qu'on ne s’attachera pas aux
dimensions réelles de 'objet.

Chaque groupe analyse le solide, le pose
sur la table dans la position qui lui semble
la plus appropriée {ce point de vue n'est
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pas identique pour tous les membres du
groupe 1), se met d’accord sur un moyen
de le représenter: perspective(s), sections,
vues géométrales,... Selon le systdéme
cholsi, les étudiants collaborent & la réali-
sation, essaient au brouillon, exécutent
une vue particuiidre.

2éme phase
Construction d'un solide a I'aide d'un
message

Les productions sont échangées d'un
groupe a l'autre, et chaque groupe regoit
une collection de cubes emboitables
{matériel pourl'enseignement de la numé-
ration). lls doivent construire, 3 l'aide de ce
matériel, un solide selon les indications
fournies par le message.

Bemargque: les cubes emboitablas ne sont
fournis qu'a ce moment de Factivité, afin
de ne pas induire des modes de représen-
tations trop particuliéres dans I3 premiére
étape.

3éme phase
Comparalsondes solides construltsaux
originaux

La non conformité peut provenir:

- soit d’'une lecture erronée de la représen-
tation: codage mal interprété, leciure
fausse,...

- soit d'une représentation ambigie, insuf-
fisante.

4éme phase
N y Confrontation des systémes utilisés
A Chaque groupe présente & Fensemble de
” la classe le mode de représentation qu'll a
a8 NN utilisé, tandis que le groupe recepteur
A ' indique la plus ou moins grande facilité
. avec laquelle il a construit le sofide. Cette
phase permetde prendre conscience de la
‘ variété des solutions au probléme de
construction et de rechercher les causes
d'erreur.

N
A

S5éme phase
Classiflcation des systdmes
Cette activité permet d'établir une pre-
; miére classification des systémes de re-
AR5 présentation utilisés: perspectives, pro-
4 jections orthogonales surplusieursplans,...
Le travail se poursuit alors par une étude
- ~— plus systématique des principaux modes
, conventionnels de représentation: pers-
pectives cylindriques (cavaliére, axono-
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métrique), perspective centrale, vues
géométrales.

Exemples de productions

1- Perspectives

Ces représentations (parfois mal maitri-
sées) ne permettent pas, seules, de four-
nirtoutes les informations nécessairesala
construction. Elles donnent parcontre une
vue globale du solide.

2- Vues géométrales et perspectives

Les conventions de représentation ne sont
pas entidrement respectées mais condui-
sent & une reproduction aisée du solide.
3- Vues éclatées en perspective, avec
plan de montage

4- Vues géométrales et indication de diffé-

.| rents niveaux

5- Sections du solide en surimpréssion de
la vue de dessus

6- Sections et plan de montage

7- Sections surun seul dessin avec légen-
des des différents niveaux m

)

2

VA

7

N

NN

7

A\
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L'ESPACE ET LENSEIGNEMENT

Gerard VATON - Abidjan

Premiére partie : La perception de I’'espace.

Il est difficile de développer du matériel simple et facilement diffusable, surtout en
Afrique.

Gérard Vaton décrit ici le matériel qui est fabriqué et diffusé auprés des enseignants
de la Céte d'Ivoire par le SDEACP d’Abidjan.

Particularité : tout ce matériel est réalisé de fagon a étre exploité rapidement par les
enseignants. Petits cubes, cylindres, ...le tout en bois. Fiches tirées par offset en
format 21 x 29,7 cm pour étre facilement reproduites et surtout constituer des mini-
panneaux de présentation pour toute Ia classe.

Toutes les fiches qui vous sont présentées ici sont des exemples en réduction de
fiches-panneaux et de fiches-éléves. Le format réel est chaque fois indiqué.

EXERCICE RELATIF et faire le raccord pour avoir la succession
des traits longs de 40 mm et des traits

A LA PERCEPTION courts de 5 mm, avec des intervalles de 10
DE L’ESPACE mm.

Il restera alors & achever les tracés pour
les points devuen®1/2/ 4.
Feuilles au format A4 pour les éléves

CPerspectives du cylindre)

1. Le panneau «énoncés. 2. Les questions
Format : 65 x 92 cm

. On veut dessiner 7 vues du cylindre posé
Il se présente de maniére analogue au | gursa base (@ 150 mm, H = 200 mm),

document «éléves». Toutefois, e texte | — Quelles sont les 2 vues qui manquent ?

des questions n'y figure pas. . | —Dessinezlesvues manquantes A léchelle
Pour assembler les deux parties consti- | g1,
tuant le repérage des sept points de vue, il | _ |dentifiez les vues A, B, C, D, et E.

faut aligner le trait mixte finde lavuen° 3 | . Déooupez et placez les sept vues dans

_m lordre, de 1 4 7.

b © PERSPECTIVE
A |/ / fa CYLNoRE 3. Le panneau «solutions».
i / X /v % Format : 65 x 92 cm,
v / : /s’
|/ ‘.// ) Découper, assembler et coller :
/ 4/ N ! — les deux parties du titre ;
g — les sept feuilles «A 4» de dessins réali-
OBET —— e — 1 sés & I'échelle 0,7 ;

— les quatre feuilles «A 4» de dessins
réalisés a I'échelles 0,4 ;

B ¢ °f + = Des traits verticaux de repérage ont été
prévus pour faciliter le positionnement des
J dessins : la jonction entre deux feuilles
consécutives estcorrecte lorsque cestraits
sont superposés. Aprés collage, ces iraits
seront masqués a l'aide de gouache blan-
che (du «blanco»).
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Feuilles au format «A 4»,
pour les éléves,

4, Les deux vues indépendantes a
I’échelle 1, correspondant aux points de
vuen®1et?.

~ deux feuilles au format «A 4» —

| 2 e 3.8.

' ( ALIGNEMENTS DE CYLINDRES)

des feuilles de 65 x 92 ¢m.

MODELES pour réaliser les deux PANNEAUX par collage des documents «A 4» sur
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Plot N° 55

ASSEMBLAGE DE CYLINDRES (suite)
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Plot N° 55

ALIGNEMENTS DE CYLINDRES

Détails vus - Détails cachés
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Nom et prénom

* 2 axemplaires pour les dablissements

Réglement a envoyer a I'APMEP Orléans-Tours — BP 6759, 45067 Oriéans-Cedex 2 — CCP La Source 144009X

Le journal PLOT - Tarifs 199

1

Pour les 4 numéros de :

ou établissement 1986 0O 1990 O
1887 O 1991 0O

Adresse complete :gg g :ggg g

Code postal st ville :

Ecole élémentaire O Collége O Lycée O Supérieur 0 Autre 0O

Réabonnements
Tarif normal ot Adhérants Supplément
et établissements” Apmep avion Total & payer
Par année -
supplémentaire +70F +40F
———p Co-abonnement :
4PLOTeta Tangente Jeune Archiméde Tangente & J.A. Suppt avion Tolal & payer

Pourunan [ 215 F] [ 150 F] 275F

Par année -

supplémentalre +85F—

10%, 20% de REDUCTION * sivous étes abonné au PLOT pour 1 an, 2 ans...

Les
Dossiers
et
Matériels
du PLOT
— Tarifs 91 —

* 20% pour les écoles didmentalres.

Réglement & envoyer 4 'APMEP Oriéans-Tours — BP 6759, 45067 Orléans-Cedex 2 — CCP La Source 144009X

Coot
Prix unitaire normal (nombre)  Total
BOF Kit matériel Polybdres n®1
50F ma olyadres n®
50F ler Palybdres dans fespace
50F __F_%e_g;wﬁa_és {dossler ot matérial)
50F ages ot mathématiques {dossier matérial)
s0F | Les Dosslers "Ludl-Malh" 3 ot 4 o 4
S0F u8 @ Hlon : Mosalque Mathdmatique
100 F Dossiers Spécial T
200 F cassatte NTE
Affiches pour la classe : Format minimum 40 x 60 cm
10F 1. Horlzons Mathématiques 2. L'esprit informatique
10F 3. Volume impossble 4, Polybdres dans l'espace
10F 5. Pavage hyparbolique{1) 6. Pavage hyperbalique (?)
20F 7. Triangles (1) ou (2) 8. Coercles ot sphires
20F Pour envoi des affiches roulées dans un tube (an option}
50 F Pochattes pour rélraprojecteur n* 5 4 10, 124 14
100 F Pocheties de diaposiives n°t &6 :
100F  Géode - miror [] Sphére - image O |
Sous total
Réduction pour e aborvvis auPlot  powr 1an 10% 0 pour 2 ans 20% 0
Frals denvol fofaialres* 20F ]
TOTAL A PAYER

* Frais d'envoi par avion & compisr en plus

Bon de commande en souscription !

Le Secret des Pavages

116 pages. 80 F

Maths en piéces,
116 pages. 80 F

Les deux : 150 F (franco de port)

{1) Adressez votre commands
accompagnée de son réglement &:

1
nom: |
1
adresse: 1
}
ville :
© I
i
1
ADECUM B.P. 6759 :
45067 - ORLEANS - Cedex 2_l

g

S‘n::
\ 1 ...
-~\ii‘"-'/
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