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L’enseighement
des mathématiques
a Papproche de I'an 2000

Jean-Pierre KAHANE
Université Paris-Sud

a plupart des gens ne savent pas

que les mathématicques sont une

sclence vivante. Méme chez ceux
qui ont fait des éludes scientifiques, l'idée
dominante est qu'en mathématiques tout
est déja trouvé; qu'au mieux, les mathé-
matiques sont un exercice de 'esprit el un
langage utile & connaitre.

I me parait important de rectifier cette
idée. Dans la premigre partie de cet expo-
sé, je vais donc vous entretenir des mathé-
matiques comme science vivante, partici-
pant au mouvement général des sciences,
mais avec ses caractéres spéciliques, et
je tenterai de vous indiquer les tendances
qui me semblert se développer ou s'an-
noncer.

Dans la seconde parlie qui sera plus
longue, il sera question de Fenseignement
des mathématiques: de ses tendances
actuelles, et de guelques contradictions
essentielles qui expliquent la difficulté de
cet enseignement. Je terminerai par
quelques questions ouvertes.

Jean-Pierre Kahane

est président de la Commis-
sion internationale sur léduca-
lion mathématique.

Ce lexte est tiré dune confé-
rence qu'il a faile devant les
professeurs de mathématiques
du Québec et qui a déja

6té publié dans
"Mathématiquement Votre | ”
défis et perspectives
mathématiques,

ARC &d.
distribué en France par ESKA,
27 rue Dunois, 75013 Paris.

Quelques données

Les mathématiques participent au mou-
vement génédral des sciences. Actuelle-
ment, I parait chagque année plus de
100 000 arlicles de mathématiques don-
nant des résuttats originaux, recensés par
les Mathematical Reviews. En chimie,
c'ast environ 800 000 articles qui sont re-
censés par les Chemical Abstracts. Dans
toutes les sciences, il y a progression ex-
ponentielle de la production scientifigue:
un doublement environ tous les 10 ans. I
en est ainsi en mathématiques: au cours
des 40 dernidres années, on est passé de
2500 a 100 000 articles, une muttiplication
par 2,5 fous les 10 ans. Cette progression
exponenticlle me parait devoir se poursui-
vre encore longtemps, quel que soit le
support de la communication scientifique,
saut accident majeur dans I'histoire hu-
maine. En effet, de nouveaux sujels appa-
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raissent, entrainant de nouvelles théories,
exprimant de houveaux problemes. En
paralitle se développent de nouvelles mé-
thodes d'attague, qui permetient de revisi-
ter les problémes non résolus ou les théo-
ries oubliées. D'autre part le nombre de
pays participant & la production mathéma-
fique augmente. Ainsi rien ne permet de
prévoir, acluellement, que cette progres-
sion exponenticlle s'arréte.

Quelques caractéres spécifiques...

Si les mathématiques participent bien
au mouvement général des sciences, c'est
avec des caracteres spécifiques sur les-
quels il vaut la peine de s'attarder. J'en
distinguerai irois: 1. la généralité de leur
objet; 2. le lien & leur histoire; 3. le lien &
leur enseignement.

.. leur généralité

Le propre des mathématiques n'est
pas d'opérer sur des concepts abstraits:
toutes les sclences Introduisent et traitent
leurs propres concepts, et ceux de la
physique moderne sont particuliérement
abstraits. Ce qui distingue les concepts
mathématiques, c'est leur généralité. Les
nombres et les formes peuvent avoir leur
origine dans des activités de dénombre-
ment ou de mesure; leur portée est de
comprendre une multitude de processus
naturels et d’activités humaines, et d'inter-
venir dans toutes les sciences. Les mémes
méthodes mathématiques interviennent
dans des sciences et des technologies
trés diverses, comme outillage intellectuel
commun. Elles peuvent étre appelées par
une science, et s'apliquer dans une autre;
je pense A la théorie de linformation, is-
sues des télécommunications, élaborée
mathématiquement, et jouant un rile es-
sentiel dans la création de la biolegie
moléculaire. La rangon de celte efficacité,
c'est I'dloignement de I'expérience com-
mune; je pense aux espaces de toutes
sortes qu'diudient les mathématiciens, et
qui n"'empruntent que quekjues éléments
a l'espace ordinaire. C'est pourguoi, sou-
vent, les découvertes mathématiques sont
difficiles 4 expliquer. Les mathématiques
ne s'écartent cependant de l'expérience
commune que pour découvrir et organiser
les propriétés les plus générales et les plus
universelles des représentations abstral-
tes par lesquelles nous pouvons compran-
dre le monde et agir sur lui. C'est ce qui
justifie la floraison contemporaine, et qui

! Détis et perspectives

{ pour 'enseignement
des mathématiques

pose en méme temps un grave probléme
sur lequel je reviendrai, celui de son assi-
milation sociale.

.. le lien a leur histoire

Les mathématiques ont un lien particu-
lier avec leur histoire. Ce n'est pas seule-
ment parce que c’est la plus ancienne des
sciences. C'est aussi parce que feur passé
n'est jamais mort - et ¢'est 'un des points
ol elles s'apparentent aux beaux arts. Les
grands problemes historiques (la quadra-
ture du cercle, le probléeme de Fermat,
lhypothése de Riemann, les problémes
de Hilbert en 1900) sont une référence
constante pour les mathémaiiciens. Quand
ils sont résolus {comme la quadrature du
cercle, et la plupart des problémes de Hil-
bert), c'est la preuve 1a plus éclatante du
progres des méthodes d'attaque. CQuand
ils résistent, ils constituent un défi du passé
4 l'avenir. |l est courant de voir dans des
articles de mathématiques des références
ancienngs, alors que c'est trés rare dans
les autres sciences. Des mathématiciens
d'aujourd'hui peuvent encore trouver des
idées nouvelles en lisant des ouvrages du
passé. Un exemple actuel est la résurrec-
fion des ensembles de Fatou et de Julia,
admirablement étudiés en 1920, tombés
dans l'oubli pendant 50 ans, explorés avec
les moyens de linformatique graphique
depuis une dizaine d'années sous {impul-
sion de Benoit Mandelbrot, objets de
nouvelles études utilisant les mathémati-
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ques les plus modemes, et jouant un role
de paradigme dans la théorie des syste-
mes dynamiques. |l est d'ailleurs bon de
souligner que {intérét actuel pour les sys-
témes dynamiques vient des biologistes et
des physiciens. Cet exemple n'est pas
isolé mais au contraire typique: les outils
informatiques et les méthodes mathémati-
ques modernes permettent de revisiter les
oeuvres du passé et d'en exiraire des
idées neuves. Jajoute que la leclure de
grandes oeuvres du passé apporie aux
mathématiques I'aspect humain qui ieur
manque parfois. Les mathématiques ont
été crées par des hommes, souvent aussi
intéressants & connaitre que les grandes
figures des littératures et des ans.

.. | lien a leur enseignement

Je ne m'atiarderai pas sur le lien des
mathématiques a feur enseignement, parce
que ce sera le théme de la seconde partie
de cet exposé. Une raison de fond est que
ies mathématiques sont inséparables de
leur mise en forme. Au départ, Bourbaki a
été congu comme un ouvrage de haut
enseignement. Les grands traités d'ana-
lyse qui l'ont précédé en France sont issus
de cours A 'Ecole Polytechnique. Cer-
tains ouvrages fondamentaux d'Euler ou
de Peincaré sont des rédactions de cours.
Ainsi, recherche et enseignement ne s'op-
posent pas, mais s'appellent mutuellement.
Cela dit, il faut observer que la recherche
mathématique est le fait de quekues di-
zaines de milliers de gens dans le monde,
tardis que l'enseignement des mathéma-
tiques implique des dizaines de millions
d’enseigants et, virluellement, des milliards
d'éléves. Ce changement d'ordre de gran-
deur nous crée des problémes st des
devoirs spécifiques. Il nous faut, comme
ailleurs, articuler enseignememt, recher-
che, besoins sociaux, et c'est encore plus
important et plus difficile que dans les
aulres branches du savoir.

Revenons & ce mouvement des scien-
ces auquel les mathématiques participent.
Peut-on y déceler un sens, des tendances,
des perspectives? Naturellement, ce ter-
rain est glissant. Pour nous assurer, pre-
nons quelque recul, et regardons la situa-
tion dans les années 1950.

La dominante des années 50:
Jes structures

La tendance dominante en mathémati-
ques élait ceile des structures. Je vous
rappelle le titre de la premiére parlle des
Eléments de mathématique de Bourbaki:
les structures fondamentales de I'analyse.
La théorie des ensembles était la base.
Ensuite se développaient les struciures
algébriques et topologiques: groupes,
anneaux, coms, espaces vectoriels d'un
coté, espaces topologiques, uniformes,
métriques de lautre. Les Eléments se
déployaient comme un arbre, avec les
trois grandes branches: stuclures algé-
briques, structures topologiques, fonctions
d'une variable réelle. Sur le fondement de
la théorie des ensembles, les mathémati-
ques, longtemps dispensées en sous-dis-
ciplines, retrouvaient leur unité dans une
puissante élaboration des struclures. De
fagon significative, les Eléments de ma-
thématique s'écrivent sans «s» final: ce
sont les éléments fondamentaux de la ma-
thématique.

Cefte tendance était bin d'étre propre
aux mathématiques. Dans le langage
scientifique de I'époque, les structures
interviennent constamment:  structures de
la matiére, structures sociales, structures
de la pensée. Par exemple, en psycholo-
gie, Piaget dégageait une génése des
structures mentales trés proches des struc-
tures algébriques. C'est une grande épo-
que de la science. En mathématiques,
c'est l'aboutissement des efforts menés
pendant un siécle pour échapper aux
ambiguités et aux paradoxes, et pour re-
trouver la simplicité dans I'écheveau des
résuitats accumulds. Il serait tout aussi
injustifié de dire aujourd'hui «a bas Bour-
baki» qu'en d'autres temps «3 bas Eu-
clide».
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ta dominante des années 80:
les interactions et les moddles

Cela dit, la tendance dominante au-
jourd'hui n'est plus celle des structures.
En mathématiques, le sertiment trds pro-
fond qu'ont tous les chercheurs de f'unité
de leur science mest plus fondée sur le
socie intangible de la théorie des ensem-
bles. Au contraire, la théorie des ensem-
bles s'est avérée une théorie mathémati-
que comme les autres, avec différentes
axiomatiques possibles, et des variations
selon les applications. Lunité de larbre
n'est plus dans les racines. Elle est dans
le fécondement croisé des différentes
branches, dans linteraction souvent im-
prévue de mélhodes d'origines diverses
pour attaquer et pour résoudre un pro-
biéme. L'unité n'est plus dans les racines
et les structures, mais dans l'enirelace-
ment des rameaux, des bourgeons st des
fleurs.

Et cela, encore une fois, n'est pas propre
aux mathématiques. Llinteraction entre
disciplines est un ftrait de notre époque.
Les mathématiques n'interagissent pas
seulement en leur sein, mais avec l'en-
semble des autres sciences, de fagon
impélueuse. Elles retrouvent |a une grande
tradilion, celle de Newton et de Laplace.
Mais aujourd’hui, ce n'est pas seulement
avec la physique que les mathématiques
interagissent; ¢'est aussi avec la biologie,
ia chimie, 'économie {comme il N’y a pas
deI Prix Nobel en mathématiques, il se
trouve que les mathématiciens titulaires
du Prix Nobel le sont au titre de I'économie
ou de la chimig), et surtcut I'nformaticue,

. qui donne des outils aux mathématiques
comme & toutes les sciences, mais qui est
aussi pour les mathématiciens une mine
didées et de probiémes.

Linteraction entre les mathématiques
et les autres sciences ou technologies se
tracuit surtout, actuellement, par la cons-
truction de modales mathématiques. Ces
modéles sont indispensables, en particu-
lier, aux grandes industries - le cas typique
est l'industrie spafiale. On trouve mainte-
nant des modéles dans toutes les scien-
ces, comme naguére on y trouvait des
structures. Dans cerlains cas - je pense au
modéle cosmogonique standard en astro-
physique - le modéle est une véritable
théorie, élaborée sous forme d'hypothé-
ses, de déductions, et de confrontation & la
réalité. Cependant, en général, le modéle

a une portée locale, il permet des simula-
tions sur ordinateurs, il est adopté ou reje-
té suivant gue ces simulations comespon-
dent aux observations et aux expériences,
et il permet lorsqu'il est validé des prévi-
sions 4 plus ou moins court terme. La
modélisation est indispensable et elle est
partout. Cependant elle n'est pas sans
danger. D'une part, pour étudier un phé-
nomeéne, il est souvent économigue de
construire un modale et de faire des simu-
lations sur ordinateur, plutét que de mener
une expérimentation sur Tobjet Wi-méme.
Mais alors c’est le modéle quon étudie, et
pas le phénoméne. D'autre par, il est
souvent plus facile d'essayer un modéle
que de bétir une théorie. Et en effet, on
peut craindre un déclin de la pensée théo-
rique si les conceptions liées au modéles
prennent une trop grande part dans la
pensée scientifique.

Une tendance qui émerge:
un rehouveau de la pensée théorique

Heureusement, déja des signes s'an-
noncent d'un renouveau de la pensée
théorique. En effet, les modales locaux ne
peuvent se substituer 4 un effort théorique
d'ensemble quand il s'agit de [lintégration
de phénoménes complexes, comme les
systémes biologiques, les systémes éco-
nomiques, les relations enire productions
industrielles et environnement, ou les
changements globaux au niveau de notre
plangte. Il se peut que Firteraction des
sciences soit le signe avant-coureur d'une
nouvelle réflexion théorique, aussi pro-
fonde que celle du début du sigcle, et
mariant les acquis des structures et des
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moddles dans une approche plus globale

de la réalité,

Ainsi reviennent 4 l'ordre du jour des
questions philosophiques anciennes. Je
pense & la relation entre le déterminé et le
prévisible, sur laquelle Hadamard il y a un
sidcle puis Poincaré avaient apporté des
lumigres qui mériteraient de passer dans
la consclence commune. Je pense aussi
2 la nature du travail du mathématicien, et
a celle des objets mathématiques. Les
objets mathématiques sont-ils une créa-
tion de I'esprit humain, donc un produit de
Fhistoire humaine, ou une réalité exté-
rieure & 'homme, comme le proclamait
Platon? Ce débat traverse tous les entre-
fiens entre le biclogiste Jean-Pierre Chan-
geux et le mathématicien Alain Connes,
publiés récemment sous le titre ingénieux
et ambigu: Matiére 4 pensée. Les mathé-
maliciens sont-ils des inventeurs. ou des
découvreurs? Pour résoudre des problé-

mes, ils forgent des outils, et ces outils de-.

viennent eux-mémes objels et matiére A

problémes. Est-ce 1A lorigine des objets
mathématiques, ou l'crigine est-elle:

ailleurs?

Ces questions ne sont pas nouvelles.
Mais ce qui est nouveau, c'est Fintérét du
milieu scientifique pour ces gquestions, et
le retentissement qu'elles commencent a
avolr dans l'opinion publique.

Une crise au plan mondial

1l est temps d'attaquer la seconde par-
tie de cet exposé, c'est-A-dire ce qui se
dessine pour 'enseignement des mathé-
matigues.

Il faut d’abord revenir sur cette donnée:
l'enseignement des mathématiques et une
activité sociale qui est le fait de dizaines de
mitlions d'enseignants et qui intéresse des
milliards d'enfants et de parents dans le
monde. Ceite activité dépend des condi-
tions sociales, des langues, des particuia-
rités nationales. Le seul trali commun a
tous les pays, c'est qu'elle est en crise.
Les enseignants ne font plus face aux
besoins. Dans les pays ol la croissance
démographique est la pius importante, les
effectifs d'enfants augmentent, les capaci-
tés d'accueit et de formation ne suivent
pas, lanalphabétisme progresse. Dans
les pays les plus développés, les camiéres
de lenseignement sont moins aftractives
que celles de la production, du marketing
ou de fa finance, et cela touche particutié-
rement les étudiants qui pourraient se
destiner & I'enseighement des mathémati-
ques. Dans les deux cas, oh manque
d’enseignants, et la situation s'aggrave.
Les récents bouleversements a FEst de
I'Europe vont étendre cette siuation de
crise 4 des pays qu'elle avait jusqu’ici
relativement épargnés.

Je ne me joindrai pas A ceux qui disent
qu'avec moins on doit faire plus et mieux.
Il faut simultanément faire mieux, faire
plus, et obienir plus. Les mathématiques,
4 cause méme de leur généralité et de leur
universalité, doivent étre un bien commun
a toute Fhumanité.

Quelques aspects universels...
.. langage

L'histoire a fait que c'est un langage

‘| 'universel. Sij'écris 93 + 6 = 99 limportant
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n'est pas tant que c'est vrai; c'est que c'est
compris de la méme fagon pariout, et que
c'est beaucoup plus parant que l'expres-
sion de celte égalité en langue naturelle.

-~ SpOrt

C'est aussi un sport universel. Les pro-
blémes mathématiques sont un excellent
exercice de l'esprit; c’est sans doute le
plus proche de l'activité professionnelle de
recherche scientifique. Les compétitions
mathématiques nationales ou internatio-
nales peuvent jouer un réle analogue aux
compétitions sportives, pour stimuler des
jeunes et stimuler les opinions publiques,
et aussi pour l'essor des nations.

.. Unité sociale

Cependant, dans le choix des matiéres
a enseigner el dans celui des méthodes
d'enseignement, le plus important selon
moi est lutilité sociale. Qu'est-ce qui,
aujourd’hui, entre le plus en résonance
avec les besoins sociaux? Je me bomerai
a quelques exemples,

Le choix des matiéres...
.. la géométrie

L'crigine de la geométrie est la mesure
de la terre, l'arpentage, la division des
champs, la tiangulation nécessaire 3 la
navigation. En premiére approximation, la
terre est plate, et la géométrie qui s'impose
est la géométrie plane. Cependant, dés
lantiquité, la géométrie de l'espace s'in-
troduit, en relalion avec I'astronomie et
avec Farchitecture. Aujourd’hui, la terre
est ronde pour tout e monde: c'est la
plangte bleue que les enfants voient A la
télévision. |l est étrange que la géométrie
de la sphére ait si peu de place dans notre
enseignement. Mais surtout, les change-
ments d'échelle somt constants. L'enfant
de Baudelaire révait devant les cartes et
les estampes. Aujourd’hui, les enfants
passent en un instant de leur chambre &
des images de pays lointains ou d'explora-
tion spatiale. Leur environnement n'est
plus seulement la famille et le quartier:
c'est la plandie, l'univers, et aussi les
microbes, le sida, le microscopique et l'in-
visible. Comment s'y retrouver? Les
images mentales les plus efficaces sont
les images géométriques: les images
classiques de la géométrie plane, les trian-
gles, les cercles, avec linfinie richesse de

leurs propriétés; les images de base de la
géomélrie de l'espace, le cube, la sphére;
les symétries, les déplacements et les
fransformations de ces figures; les simili-
tudes qui permettent de traduire les chan-
gements d'échelle en une sorte de zoom
intellectuel.

Des images géoméiriques plus abs-
fraites sont aussi nécessaires dans la vie
courante. A loccasion des déclarations
de revenus pour les impéts, Laurent
Schwartz me faisait part récemment d'une
observation que lui avait faite Georges g
Poitou, le directeur de Ecole Normale .
Supérieure, décédé il y a quelques mois. '
On donne aux contribuables frangais des
formules qui leur permettent de calculer
leur impdt en fonction de leur revenu,
convenablement nomalisé. Il y a différen-
tes tranches de revenu, et, dans chaque
tranche, la formule de l'impdt est une fonc-
tion affine du revenu, du type y = ax + b. n
Naturellement, aprés avoir calculé. leur :
impdt selon cette formule, il arrive que Jes
coniribuables s'inquidtent: que se passe-
rait-il si je changeais .de tranche? Mon
impdt augmenterait-il, diminuerait-il? S'ils :
appliquent a leur revenu la formule con- i
cemant une autre tranche, ils constatent
réguliérement qu'ils auraient & payer moins:
la formule donnée pour leur tranche leur
est ainsi la plus défavorable. Tout cela est
un grand mystére si Fon ne dit pas la chose
simple: Iimpdt -est une fonction continue, |
croissante et convexe du revenu, affine
par morceaux. - Si l'on se représente son
graphe, le mystére disparait, et la raison
d'étre des formules apparait. Poitou trou-
vait que cette application de la notion
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géométrique de convexité aurait bien sa
place dans l'enseignement obligatoire en
France.

L'utilité sociale de la géométrie est évi-
dente. Sije me suis attardé sur ce théme,
c'est que la géométrie a été malmenée
dans les programmes des années 1970,
que les éléves ne savent plus de géomé-
frie, et que leurs professeurs en sont au
méme point. C'est un domaine ou la
reciitication est urgente. 1l faut varier les
approches, développer lintuition, donner
fusage de la rigueur. Comme on ne peut
pas tout enseigner, des apergus histori-
ques pourraient permettre de situer ce
gu'on enseigne dans un ensemble plus
vaste. Tout cela est difiicile et nécessite,
dans chaque pays, beaucoup de réflexion

- et d'efforts.

.. les probabilités

Je serai bref sur le second exemple. |l
s'agit des probabilités, dont I'enseigne-
ment pose également des problemes
redoutables. A tous les niveaux, individuel
ou collectif, qu'il s'agisse d'accidents de
voilure, d'inondations, d'accidents dans
les centrales nucléaires, de catastrophes
géologiques, I'évaluation des risques est
devenue une hécessité. La notion de
probabilité est loutil conceptuel de ces
évaluations. |l faut savoir reconnaitre et
utiliser lindépendance des événements.
La nature, la sociélé, les jeux de hasard
organisés, donnent en permanence des
séries d'événements indépendants ou de

variables aléatoires indépendantes. |l taut
comprendre que le passé ne donne alors
aucune information sur le fuiur, et que
cependant, sous certaines hypothéses
simples, le comportement futur de ces
séries obdit & des lois, qu'on peut pour une
part découvrir expérimentalement, et gu'on
peut établir en toute rigueur. Le simple jeu
de pile ou face est une mine indpuisable de
résultats mathématiques profonds. La
encore, Fintuition et la rigueur sont tous
deux & cultiver. |l s’agit, au plan social,
d'un élément clé pour le développement
de l'esprit critique. Le complément culturel
nécessaire dun enseignement de proba-
bilités, ¢'est donc une analyse de phéno-
ménes naturels ou sociaux ol elles inter-
viennent: les séries chronologiques, les
jeux, les sondages, les statistiques, les
assurances. La simulation du hasard sur
ordinateur pose d'ailleurs des questions
fascinantes: il n'y a rien de plus dissem-
blable qu'une suite automatique, parfaite-
ment déterministe, et une suite aléatoire,
parfaitement non-déterministe. Et pour-
tant, dans la pratique, on utilise des suites
automatiques pour simuler des suites
aléatoires. L'analyse des suites automati-
ques est relativement récente, mais il est
possible, & titre de récréation mathémati-
que, d'en voir quelques-unes.

... les algorithmes

Mon troisiéme exemple est la pratique
des algorithmes. Dans la production et
dans les services, l'informatisation et l'au-
tomatisation transforment les métiers en
accroissan! la part de programmation et
de contrble. L'outil conceptuel de la pro-
grammation est l'algorithme, c'est-a-dire
une procédure systématique de résolution
d'une classe de problémes. L'algorithme
d’Euclide, sous son double aspect de
mesure de longueurs, et de recherche du
plus grand commun diviseur, est le para-
digme des algorithmes. Ii est d'ailleurs
intéressant de noter comme la mode évo-
lue. ll'y a 30 ans, la théorie du pged était
faite par la méthode brillante des idéaux,
qui est trés rapide mais non constuctive.
Aujourd’hui de nouveau, c'est aigorithme
d’Euclide, I'algorithme des divisions suc-
cesssives, qu'on enseigne. La raison en
est quun tel algorithme passe immédiate-
ment sur nimponte quelle calkculatrice, et
qu'il est donc pratique el efficace. Dans
l'enseignement, il est important de faire
choix des bons aigorithmes et de laisser
tomber tout ce qui viellit. Quand j'étais
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jeune, on apprenait un aigorithme d'extra-
ction des racines carrées, qui est tout juste
bon pour 1a poubelle. Pour la répartition
des sidges aprés les élections, on utilise
encore des algorithmes du début du sié-
cle, qui convenaient bien au calcul ma-
nuel, et qu'il faudrait remplacer par des
algorithmes de résclutions d'équations,
trés faciles & programmer. Les algorith-
mes sont un moyenh d'exprimer la puis-
sance de la pensée, aidée par les machi-
nes. Leur actualité vient évidemment de
linformatique.

.. les calculatrices

Je terminerai ces exemples en évo-
quant l'influence des calculatrices. Les
cakulatrices peuvent étre dans la poche
de tous les éléves. |l faut bien les choisir
et bien les utiliser. Des progrés remarqua-
bles ont été faits A cet égard en peu d'an-
nées. Les calculatrices permettent de
renouveler le stock des problémes de calcul
en travaillant sur des données numéri-
ques réelles. Limportant n'est plus de
savoir multiplier ou diviser, mais de savoir
s'il faut multiplier ou diviser. L'usage des
calculatrices est donc, fondamentalement,
propice au raisonnement. De plus, les cal-
culatrices sont loin de supprimer le besoin
du calcul mental. Au contraire, le calcul
mental rapide, I'évaluation des ordres de
grandeur, deviennent un moyen indispen-
sable pour devancer la machine et pour la
contrbler. L'écriture des nombres en vir-
gule flottante est une double initiation &
I'écriture décimale des nombres réels, et a
la fonction exponentielle. Les possibilités
de programmaticn permettent d'introduire
diverses techniques d'approximation des
nombres réels par des rationnels, et en
particulier les fractions continues. L'usage
des calculatrices pousse a la ihéorie.

Dans ce choix que je viens de faire -
géométrie, probabilités, algorithmes, cal-
culatices - il y a une grande part d'arbi-
traire. Je n'ai-pané ni d'algébre, ni d'ana-
lyse, ni de logique, ni de mathématiques
discrétes, ni de modélisation, ni de linter-
action avec les autres disciplines scientifi-
ques et avec les technologies modemes.
Doit-on éliminer de l'enseignement toutes
ces branches? Certainement pas. Peut-

on éviter de faire un choix? Non pius.

Premiére contradiction:
oh doit tout enseigner, on ne peut pas tout
apprendre

Nous nous heurtons ici 4 une premiére
coniradiction, sur laquelle je désire insis-
ter. llfaut tout enseigner, et on ne peut pas
tout apprendre. Pourquoi faut-il fout en-
seigner? Jentends, évidemment, tout ce
qui constitue un progrés significatf des
connaissances et des méthodes de la
science. Parce que la raison d'étre de ia
sclence est son assimilation par la société.
Rien par exemple, dans ce gue produisent
actuellement les mathématiciens, ne doit
rester tabou, secret, inaccessible. 1l y
aurait grand peril, et pour la science, et
pour les citoyens, si la recherche scientifi-
que avait pour résultat social de créer,
comme Paul Langevin le redoutait déja en
1945, une avant-garde perdue et une ar-
ridgre-garde trainante. On sait.que le péril
est sérieux en mathématiques, et c'est un
théme de réflexion sous-jacent a la der-
niére étude menée par la CIEM, sur la
vulgarisation (popularisation) des mathé-
matiques. En fait, la vulgarisation renvoie
a fenseignement. Tout ce qui est impor-
tant a vocation a étre enseigné, et la quan-
tité des choses importantes et nouvelles
croit exponentielement. Comme la capa-
cité de chacun est limité, il faut admettre
que tout le monde n'apprendra pas les
mémes choses. Il n'y a donc pas A faire un
choix, mais plusieurs, en fonction de la
destination des études. Au niveau des re-
cherches actuelles, si 'on veut que les
résultats puissent étre assimilés par la
société, un immense effort est A faire: il
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faut des articles de synthése, des traités,
des cours avancés, et naturellement un
nombre d'étudiants avancés bien plus
grand qu'aujourd’hui. Pas plus‘que les
auires, ceux qui enseignent les mathéma-
tiques ne sont capables de tout savoir en
mathématiques. Mais plus encore que les
autres, lis ont besoin qu'on leur ouvre les
portes du savoir, qu'on les initie & des
choses. nouvelies, et qu'aucune curiosité
ne leur soit interdite. C'est ainsi qu'ils
peuvent le mieux se préparer aux évolu-
tions 4 venir des programmes et du métier.

Heureusement, la progression des ma-
thématiques ne se fait pas seulement par
accumulation, mais aussi par refonie et
simplification. La formule de résolution de

| réquation du second degré est le résume,

en une ligne, de gros livres arabes et de
siecles d'efforts. La notion de groupe,
dont 'axiomatique est si simple, réunit une
foule d'objets mathématiques dont les
théories s'élaient développées séparé-
ment. L'axiomatique de Kolmogorov pour
les probabilités a aisément triomphé de
toutes les approches antérieures parce
qu'elle est A la fois facile et puissante. On
peut multiplier les exemples. L'enseigne-
ment, natureliement, doit tirer parti de ces
refones et simplifications.

Deuxiéme contradiction:
oh ne peut enseignher la sclehce sans
trahir la démarche scientifique

Or 1A apparait une seconde coniradic-
tion. Enseigner la science devrait étre
initier 4 fa démarche scientifiqgue. Mais la
démarche scientifique est lente, faite d'er-
reurs, de titonnements. It est impossible,
simplement impossible, de faire découvrir
aux éldves ce que des siécles d'efforts des
meilleurs esprits ont fini par dégager. On
ne peut enseigner la science qu'en inver-
sant Fordre de la découverte, en pariant de
la simplicité laborieusement acquise pour
aller, au moyen de la théorie, & la rencon-
tre de la multitude des faits isolés qui, au
‘fond, justifient 1a théorie. C'est ce quon
appelle la transposition didactique. Cela
n'est pas propre aux mathématiques. Tout
enseignement scientifique prend pour point
de départ faboutissement historique d'ef-
forts innombrables. On a raison d’ensei-
gner aux éléves que la Teme toume autour
du Soleil en pivotant sur elle-méme, a
condition qu'on leur monire soigneuse-
ment comment cela explique les jours et
les nuits, les saisons, les mouvements des
astres. On a raison d'enseigner les élec-
trons et les alomes, les photons, le code
génétique, sans chercher & faire découvrir
tout cela aux éléves. Limportant est d'al-
ler assez loin pour rejoindre I'expérience
commune. En mathématiques cependant,
cette transposition didactique prend une
forme extréme. On part de définilions
apparemment trés simples, de régles bien
précises, on construit la théorie pas & pas,
soigneusemsent, sans laisser de trou.
Méme une machine serait capable de
comprendre... et nos éléves ne compren-
nent pas. C'est que justement nos ékives
ne sont pas des machines. Hs somt en
attente du moment ol la théorie rejoindra
leur curiosité et leurs intéréls. Nos défini-
tions si simples sont, au fond, trés dificiles
& comprendre, parce qu'elles sont un élixir
de réflexions théoriques; c'est au niveau
des définitions et des axiomes que, selon
J. L. Massera, se dissimule la dialeclique
propre aux mathématiques. 1l est aisé de
voir, dans T'histoire contemporaine des
mathématiques, comment naissent des
concepts: pour résoudre un probléme, on
a besoin de forger des outils; au dela de la
solution du probléme, Foutil {le lemme)
peut avoir d'autres usages et mérite de
devenir théoréme; pour exposer le théo-
réme et Fénoncer simplement, on introdkuit
des définitions. Le concept est désormais
figé dans la définition, mais ia définition,
d'emblée, est riche de la théorie qui, histo-

riquement, i a donné naissance. CQu'on
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songe, plus simplement, & la définition du
cercie par Euclide. Elle ne simpose que
lorsqu'on en a wu la richesse des consé-
quences. Dans les cercles que voient ou
que font les élaves, il est assez rare que le
centre apparaisse; en particulier, quand ils
se tiennent par la main et font une ronde,
ils commencent par embrasser la plus
grande surface possible, et quand ils se
mettent en mouvement ils s'arrangent pour
ne pas rompre la chaine; cette expérience
élémentaire ne leur sera jamais restitude
dans l'eseignement de la géométrie élé-
mentaire, puisqu'il s'agit de la propriété
extrémale du cercle dans le probléme des
isopériméires et de ia propriété de cour-
bure constante.

On ne peut pas et on ne doit pas
échapper, en mathématiques, a la démar-
che hypothético-déductive. Mais il faut
savoir qu'elle est contraire 4 fexpérience
commune, et contraire 4 la démarche de la
découverte. |l est trés imporant de la
rendre atirayante, c'est—a-dire de mon-
frer rapidement sa puissance: la géomé-
trie, la encore, donne d'excellentes possi-
bilités. Mais aussi, il faut compléter la
démarche hypothético-déductive par d'au-
tres approches plus voisines de la recher-
che et de la découverte. Heureusement,
Fenseignement des mathématiques a une
grande tradition des problémes, au point
qu'on peut tranformer chaque pas de la
démarche hypothético-déductive en pro-
bléme: c'est ce que nous a trés bien
montré Polya, en observant que chez
Euclide méme, chaque théoréme est un
défi, et chaque démonstration la réponse a
ce défi. Dans I'étude d'un probléme ma-
thématique, chaque enfant peut trouver
une partie de la concentration, des sout-
frances et de la joie qu'éprouvent tous les
mathématiciens en situation de recher-
che. Un autre correctif 4 la démarche
hypothético-déductive, c'est dhumaniser
la chose. L'histoire de certains sujets peut
étre la meilleure fagon de voir la démarche
scientifique dans son ensemble, et de com-
prendre qu'en mathématiques comme
ailleurs on hésite, on erre, mais qu'au total
on progresse et on progressera.

Troisliéme contradiction:

pour apprendre, il faut savoir
désapprendre

Ainsi donc, les mathématiques pous-
sent a l'extréme la transposition didacti-
que, et en méme temps donnent d'excel-

lents antidotes & ses effets. Cela di, jai
opéré une simplification abusive en lais-
sanl entendre que, dans l'enseignement
des mathématiques, on devait parir des
notions les plus simples, les plus généra-
les, les plus puissantes, qui constituent le
résultat le plus précieux du progrés de la
science. C'a été, pour une par, lillusion
des années 1970. Or ici apparait une
troisidme contradiction. Il est séduisant
d'essayer de partir du plus simple et du
plus général, pour avoir d'emblée le
meilleur cadre de pensée. C'est ainsi que
de bons esprits se sont égarés en pensant
qu'on devait enseigner la géométrie affine
avant d'enseigner la géométrie euclidienne.
Mais ce n'est pas ainsi que procéde Fesprit
humain. S’agissant non plus de figures
mais de nombres, il est évident qu'on ne
pourra apprendre lgs nombres complexes
quaprés les réels, les réels aprés les ra-
tionnels, les rationnels aprés les entiers. A
chaque stade, les notions nouvelles inté-
grent les anciennes. Mais, trés souvent,
les représentations mentales, les habitu-
des, les réflexes associés & !a notion
ancienne entrent en contradiction avec la
notion nouvelle. Ce qui rendait opératoire
la notion ancienne devient un obstacle
pour acquérir 1a notion nouvelle; c'est
exactement ce que Bachelard, dans lana-
lyse des révolutions scientifiques, appelle
un obstacle épistémologique. Par exem-
ple, lorsque des.enfants ont acquis une
bonne habitude des nombres entiers écrils
sous forme décimale, ils éprouvent ordi-
nairement des difficultés avec les nom-
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bres décimaux. Une expérience classique
est de demander & une classe, deux ou
trois semaines aprés lintroduction des
nombres décimaux, quel est le plus grand,
2,714, ou 3,17; pour la moitié des éléves,
le résultat est ce gue vous devinez: le plus
grand nombre est celui qui s'écrit avec le
pius de chiffres.

Or, nous enseignons aujourd’hui beau-
coup plus de notions mathématijues qu'au-
trefois. i y a deux siécles, Lazare Camot,
qui était ingénieur et mathématicien avant
de devenir révolutionnaire, considérait que
les nombres négatifs ne devaient pas éire
appelés des nombres. Aujourd’hui, les
enfanits connaissent les nombres négatifs
dés qu'ils lisent un thermometre. Ily a un
sidcle, les puissances de 10 étaient affaire
diingénieurs ou de savants. Aujourd’hui,
avec les calculatrices, c'est une connais-
sance commune. Enseigner plus de cho-
ses n'est pas un choix, mais une nécessi-
té. |l faut donc s'attendre & des obstacles,
A des blocages de la part de nos dlaves. lis
peuvent étre réticents a apprendre des
choses nouvelles non parce qu'ils sont
paresseux ou n'ont rien dans la téle, mais

au contraire parce qu'iils se trouvent trés
bien avec ce qu'ils savent, et que les
choses nouvelles dérangent. Les obsla-
cles épistémologiques sont vraisembla-
blement la cause de nombreux retards ou
échecs dans l'apprentissage des mathé-
matiques. C'est pour lever ces obslacles
que des legons particuliéres peuvent pa-
raitre s'imposer. Et il se peut que, dans
Favenir, la pédagogie des mathématiques

| doive intégrer le diagnostic des blocages,

et l'aide individuelle aux éléves qu'amrétent
ces obstacles.

Il est bon d'avoir conscience des diffi-

't cultés inévitables que nous rencontrons

dans l'enseignement des mathématiques.
Je résume. Il y a contradiction entre la
croissance exponentielie de la production
scientifique & assimiler et la capacité limi-
tée d'assimilation de chacun. Ily a contra-
diction entre l'ordre de l'exposé et l'ordre
de la découvente. Il y a contradiction entre
les notions nouvelles & acquérir et le sys-
téme de représentations li¢ aux notions
précédemment acquises. Ce n'est pas
parce que les professeurs sont mauvais
ou parce que les éléves sont mauvais qu'il
y atant d'écart entre les besoins et les ré-
alisations, tant d'incompréhensions, de
retards et d'échecs. C'est parce que ces
contradictions n'ont pas encore éié prises
en compte de maniére suffisante. |l nous
faut, face a la premiére contradiction, un
plus grand hombre d'étudiants, de meilleurs
instuments pour la culiure mathématique,
et des parcours variés pour l'apprentis-
sage des mathématiques. Face a la se-
conde, il nous faut éire attentifs & ce que
Brousseau appelle le contrat didactique,
veiller & présetver la phase d'institutionna-
lisation des raisonnements et des résult-
tats, mais aussi donner aux éldves la pra-
tique et le goilit des problémes, et leur
montrer, par des exemples bien choisis,
que le progrés des mathématiques est une
partie de la grande aventure humaine.
Face a la troisidme, i faut que les ensei-
gnants connaissent bien les blocages
possibles, quiils aient F'oeil critique pour
diagnostiquer ces blocages lorsqu'ils ap-
paraissent chez les éléves; et qu'ils soient
assez nombreux et disponibles pour leur
préter une aide personnalisée si c'est
nécessaire. o
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Quelques questions ouvertes

Ce pourrait &tre 1a ma conclusion. Cependant il est dangereux de conclure par
un résumé, et plus encore d'apporier des réponses aussi péremploires aux
questions que jai soulevées. Je préfére donc, en conclusion, me tourner vers vous
et vous faire part de quelques problémes dont je suis loin de deviner la solution.

- les parcours

1. Admettons que, pour favoriser Fassimilation des mathématiques et pour
répondre aux besoins des divers métiers, il faille des parcours variés. Comment en
assurer la cohérence? Comment marier cela avec l'exigence d'un langage commun
et de références communes? Quel est donc la partie commune & assurer? Silon
renonce a la formule d'un fronc commun et de branches qui en sortent, comment
varier les approches en maintenant la rigueur? Comment éviter de trongonner les
matidres et de faire disparaitre l'unité de la mathématique? Comment assurer une
progression des connaissances a partir de portes d'entrde différentes? Comment
choisir ces portes d'entrée, les méthodes A suivre, les résultats & atteindre?

.. 168 choix

2. Admettons qu'il y ait des choix & faire, éventueliement des choix multiples, et
que les matidres & enseigner ne soient pas intangibles. Admettons que ces choix
reposent sur 1a confrontation entre les possibilités qu'ouvre la recherche mathéma-
tiques et les besoins sociaux exprimés ou pressentis. Qui va faire les choix?
Quapporte fa didactique des mathématiques quand il s'agit de matiéres non encore
enseignées, ou de méthodes non encore pratiquées? Quelle est la collaboration &
mettre en oeuvre pour que les didacticiens participent avec les mathématiciens 4
lexpérimentation et a la définition de nouveaux programmes ou de nouvelles
filieres? Qu'y a-t-l comme exemples A cet égard ici, en France, et dans tous les pays
du monde?

.. la culture

3. Admettons que les choix soient évolutifs. Pour les appliquer, les enseignants
ont alors besoin dune bonne culiure mathématique. D'oli peut leur venir cette
culture? Comment peuvent-ils entretenir un lien avec la science vivante? De quels
documents disposent-ils a cet effet? Quels contacts ont-ls avec les mathémati-
ciens professionnels et avec les utilisateurs des mathématiques? N'y a-t-il pas une
mission a rappeler & la communauté des chercheurs mathématiciens, celle de la
diffusion des connaissances acquises, et tout particuliérement de cette diffusion au-
prés des professeurs de mathématiques de fous les niveaux?

Et pour conclure, tout ce faisceau d'interrogations ne constitue-t-il pas une
bonne conclusion?

Quelques références

* Les mathématiques comme science

Les données (sous une forme légérement différente: cormparaison entre 1958
et 1988) et la plupart des idées se trouvent dans mon arficle Mathématiques,
quelles tendances, quels enjeux, La Pensée 270-271 (1989), 89-99.

« Tendances actuelles dans la science
Les livres cités sont:
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{ N. BOURBAKI Eléments de mathématique, les structures fondamentales de lana-

lyse. Paris, Hermann, & pariir de 1945.
J-P. CHANGEUX et A, CONNES Matiéres a pensée. Paris, Cdile Jacob, 1989.

Pour apprécier les dominanies actuelles, on peut consulter le Rapport de conjonc-
ture 1989 établi par le Comité national de la recherche scientifique et publié par le
Centre National de la Recherche Scientifique (CNRS, Paris 1990). (cf PLOT n°51)
Une version allégée de ce rappont, beaucoup plus facile a lire mais moins riche, est
le livre: Les chemins de Ia science (Maurice Arvonny, Annick Miquel, Catherine
Vincent, Nicolas Witkowski). Editions du CNRS, 1990.

Tendances actuelles dans l'enseignement

Je me suis largement inspiré des études de la Commission intemationale de I'en-
seignement mathématique (CIEM), parues dans la série iCMI study, édité par A. G.
Howson et moi, et publiée par Cambridge University Press (CUP, Cambridge, En-
gland):

The influence of computers and informatics on mathematics and its teaching (CUP,
1986);

School mathematics in the 1990"s (CUP, 1986);

Mathematics as a service subject (CUP, 1988);

Popularization of mathematics (in press).

Quelques points (aspects universels, choix des matiéres) se trouvent exposés dans
Farticle de la Pensée déja cité.

» Sur les algorithmes et les calculatrices, on peut trouver des développements et cer-
taines références dans mon rapport au Congrés International des Mathematiciens
de Berkeley (1986); ¢f. Proceedings of the international Congress of Mathemati-
cians 1986 {AMS 1987, pp. 1682-1696).

* Une nouvelle étude est en cours sur linfluence des ordinateurs et de linformatique
(actualisation de ICMI study 1), sous la direction de B. Comu et T. Ralston, et elle sera
publiée par FUNESCO.

Quelques contradictions essentielles

Sur la premiére contradiction, on peut se référer aux études de la CIEM Populari-
zation of mathematics (problématique générale, lien entre wvulgarisation et ensei-
gnement) et Mathematics as a service subject (les choix & faire en fonction de la des-
tination des études, le réle des méthodes modemes et puissantes).

Sur la seconde contradiction, la iransposition didactique est une notion familiére en
didactique des mathématiques; cf. Yves Chevallard, La transposition didactique, La
Pensée Sauvage, 1985.

Jai connu tes idées de J. L. Massera sur ia dialectique et la fogique formelle {ia dia-
leclique qui se cache dans les définitions et les axiomes) par un manuscrit qui
circulait lorsqu’il était encore dans les prisons de la diclature uruguayenne. Des
rédactions plus développées sont en cours.

—»
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Mon exemple favori sur la géndse des concepts et son abodutissement est un’

«théoréme de F. Riesz» qu'on enseigne sous ce nom en France, mais GuUA ma
connaissance F. Riesz n'a jamais énoncé. Il s'exprime ainsi: L'espace Lp est
complet. Et il est bien vrai que F. Riesz I'a utilisé, comme lemme, lorsqu'll a établi
une fameuse propriété des séries de Fourier connue sous le nom de théoréme de
Riesz-Fischer, et qu'il appelle «le billst aller-retour permanent» entre les fonctions
de carré sommable et les suites de camé sommable (Annales de l'institut Fourier,
vol. 1, 1949, pp. 29-42). Mais, lorsque F. Riesz a utilisé ce lemme, ¢'était sous une
forme bien moins concise: les concepts d'espaces Lp et de complétion n'étaient
pas encore dégagés. En fait, la substance de la démonstration se trouve dans ces

concepts. La transposition didactique consiste a définir les espaces méirijues

complets (toute suite de Cauchy est convergente), les espaces Lp (espace de
fonctions dont la p-idme puissance est intégrable au sens de Lebesgue, muni de la
distance d(f.g) = ( JIf-glp )1/p ), détablir le théordme «Lp est complet», et d'en
déduire le «billet aller-retour», beaucoup moins joliment exprimé comme isomor-
phisme isométrique de L2 (T) et "2(Z) au moyen des formules de Fourier.

Je me souviens également d'une remargque de Bernard Malgrange, reflétant son
expérience personnelle: «ce qu'il y a de plus difficile & comprendre dans une
théorie, c'est le début».

Le chef d'oeuvre inégalé d'enseignement d'une théorie au moyen d'une chaine
de problémes est le livre de Polya et Szegt: Aufgaben und Lehrsitze der Analysis.
Le livre d'heuristique le plus populaire de Polya est How 1o solve it, traduit en
francais sous le titre Comment poser et résoudre un probléme. Cependant, pour

" comprendre la richesse de 'heuristique de Polya, il serait dangereux de s'en tenir
aux aspects les plus élémentaires; ¢'est quand il montre comment peuvent germer
des conjectures en théorie des nombres, et conduire & des recherches difficiles, que
sa démarche heuristique est la plus convaincante.

il est bon de remarquer que, si le frangais n'a plus aujourd'hui le rdle qu'il eut
autrefois comme langue scientitique, ¢'est bien que son rSle autrefois fut essentiel.
Les francophones ont, de ce fait, un accés direct & des articles ou des ouvrages ma-
théematiques essentiels dans l'histoire de notre science. En contrepoint & un cours
de probabilté, rien n'empéche de lire FEssai philosophique sur les probabilités de
Laplace. Pour des étudiants de CEGEP, 1a Théorie mathématique de la lutte pour
la vie, de Vito Volterra, donne une idée profonde et actuelle de I'étude des
phénoménes d'évolution. Par ailleurs, il existe au Québec des ouvrages excellents
sur l'histoire des mathématiques. En France, Mathématiques au fil des &ges (éd.
Jean Dhombres et al., Bordas 1987) contient des textes, originaux ou traduits, de
trés grand intérét pour des publics variés.

Sur ia troisiéme contradiction, il convient d'abord de noter que c'est & Guy
Brousseau qu'est due lintégration & la didactique de la notion d'obstacle épistémo-
logique. Une excellente référence globale A ce sujet est le livre sur Construction des
savoirs, obstacles et confiits, édité par Nadine Bednarz et Catherine Gamier (Cl-
RADE, Agence d’ARC 1989).

Sur l'opinion de Lazare Camot, ¢f. Mathématiques au fit des ages (référence

donnée ci-dessus).

Ii est bon de remarquer que ces obstacles existent & tous les niveaux. A Orsay,
en troisiéme année d'Université, les étudiams en physique apprennent lintégrale

de Lebesgue et ses usages. |l leur faut en moyenne plusieurs mois pour se

déshabituer des réflexes acquis lors de I'étude de lintégrale de Riemann (par
exemple, qu‘une fonction intégrable est nécessairemernt bomée). Au niveau de la
recherche, d'excellents mathématiciens, connaissant bien les piages des topolo-
gies non métrisables, sont néanmoins tombés dans de tels piéges, entrainés qu'ils
étaient & l'utilisation d'espaces métriques.
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LA FORMATION MATHEMATIQUE
DES JEUNES AU QUEBEC

~par Richard PALLASCIO, Ph.D.
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... 8u primaire

Dans la classe, la situation éducative
généralisée est la suivante ; léléve ne sait
rien, 'enseignant ou I'enseignante sait tout.
Les apprentissages réalisés A Textérieur
de lécole n'existent pas. Les mathémati-
ques sont rarement contexiualisées. Plu-
16t que de s'impliquer dans une activité
mathématique (perfectionnement, recy-
clage, association mathématkue...), les
_ enseignants recherchent le manuel mira-
cle. En conséquence, I'enseignement
nm'arrive pas en général & susciter I'intérét
des éléves pour I'apprentissage des ma-
thématiques, alors que I'objectif devrait
étre justement de permetire aux enfants
de découvrir leurs intéréts en mathémati-
ques, fout en développant leur autonomie
et en découvrant leurs fagons d'appren-
dre. En définitive, les problémes se posent
moins en termes de contenus, qu'au hi-
veau des méthodes de travail mises de
'avant par la résolution de problémes
mathématiques.

A la fin du primaire, au hiveau des conte-
hus, un éléve devrait pouvoir maitriser les
objectifs suivants, servis & Faide de verbes
d'action :

— classer, ordonner, organiser et planifier
: le temps, Fespace, les objets et les
nombres (ex : l'argent} ;

— dénombrer, comparer, arrondir, esti-
mer, grouper et ordonner des groupements,
en relation avec des nombres ;

— construire, assembler, situer et repérer
: le temps et Fespace ;

— opérer sur les nombres et connaitre le
sens des opérations sur les nombves ;
— mesurer : le temps, I'espace et les
chances.

Les activités scolaires en mathématiques
devraient en conséquence viser 4 déve-
lopper chez l'éleve des habiletés en re-
gard du temps {la dimension ordonnée,
séquentielle, analytique, «auditive»), de
lespace (la dimension créative, simulta-
née, synthétique, «visuelle»), de la réalité
(la dimension appliquée, contextualisée,
concréte, «kinesthésique») et de la ges-
tion humaine et matérielle (la dimension
résolution de problémes, coopérative,
«affective»). Ces activités, tout en visant

des objectifs 4 la fois au niveau des conte-
nus, des habiletés et des attitudes, de-
vraient s'inscrire dans une pédagogie par
projets, ceux-ci étant proposés par I'éldve
ou proposés a l'éleve, celui-ci étant évalué
sur ses réalisations individuelles et collec-
tives et sur la fagon dont il peut justifier ses
résultats (présentation au groupe). De plus
ces activités devraient étre contextuali-
sées (partir de données issues de l'expé-
rience), encourager a manipulation et l'ex-
ploration de ces données, établir des liens
intradisciplinaires et interdisciplinaires, étre
constituées sous forme de problémes a
résoudre, avoir recours A divers outils {dont
lordinateur) et &ire suffisamment diversi-
fiées pour rejoindre les intéréts de tous les
éléves.

«On n'exige pas de Féléve qui s'appréte a
changer d'ordre d'enseignement qu'il soit
capable de solutionner un certain nombre
de problémes pris, selon son choix, dans
un ensemble plus vaste, ou encore de
rédiger un texte ol il emploiera un vocabu-
laire mathématique et ol il mettra en évi-
dence des nolions, des structures mathé-
matiques dans la description, par exem-
ple, d'un fait divers. On exigera plutét qu'il
soit capable de performer sur des techni-
ques, de répéter des énoncés quil aura
mémorisés... Pourtant la résolution de
probiémes et la maitrise du langage ma-
thématique sont au programme.» {(Gri-
gnon, J.)

... 8U secondaire

La situation au secondaire n'est pas telle-
ment éloignée de celle du primaire, si ce
n'est que les savoirs y sont officiellement
compartimentés. L& aussi nous pressen-
tons quil s'agit moins d'un probléme de
contenus, que de méthodes de travail et
des processus privilégiés par les mathé-
matiques. LA aussi les attitudes ne sont
pas positives : souvent, 'éléve attend de
linformation mathématique et conteste
méme le fait d'avoir & faire une activité
mathématique ! Deux facteurs organisa-
tionnels viennent aggraver la situation : la
cadence des cours qui obligent souvent
les enseignants & interrompre une activité
intéressante et rompre le charme, et lab-
sence d'horaire hebdomadaire gui ne faci-
lite pas une planification du travail basée
sur un registre partagée par l'ensemble de
la société (note : au Québec, Ia plupart des
écoles secondaires ont des cycles de 7, 9
ou 15 jours).
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Alors que nous navons pas beaucoup
d'emprise sur Forganisation scolaire, nous
pouvons au moins travailler & changer le
geste pédagogique chez cerains ensei-
gnants intéressés, car l'approche pédago-
gique nous semble le nceud du probkkme.
Tout comme au primaire, I'enseignement
devrait viser simultanément des objectifs
de conterus, de méthodes et datiitudes.
Si on peut s'entendre sur un certain nom-
bre de contenus qu'un diplémé ou une
dipiémée du secondaire devrait maitriser
{ex : relations et fonctions dans des silua-
tions contextualisées, algébre co\ﬁme
mode d'expression et de communication
amorcée dés le début du secordaire, ori-
gines et bases des géométries), les mé-
thodes de travail et les processus propres
aux mathématiques nous semblent en-
core plus importants : heuristiques diver-
ses appliquées & la résolution de problé-

mes (essais et erreurs, approximations
successives...), éléments d'un discours
mathématique (axiomes, définitions, con-
jectures, théorémes, régles de déduction,
démonstration...), etc... Enfin le grand
objectif du secondaire ne devrait-il pas de
convaincre l'éléve que les mathématiques
forment des modéles pour se représenter
diverses structures de la réalité ou divers
événements, et sont des outils pour résou-
dre les problémes qui se posent aux étre
humains ?

Tout comme au primaire, I'enseignement
des mathématiques devrait avoir comme
objectif de faire aimer les mathématiques,
d'intégrer les principes du plaisir et de la
réalité, et pour ce faite une pédagogie par
projets favorisant une veritable résolution
de problémes nous semble la plus promet-
teuse pour que non seulement les éléves
aiment les mathématiques, mais pour que
les enseignants aiment leur métier.

... au collégial

Dans les années 70, le sociologue Fer-
nand Dumont, professeur & l'université
Laval, identifiait quatre champs d'études
devant faire partie de {a formation fonda-
mentale offerte au collégial : la langue, la
philosophie, l'histoire et... les mathémati-
ques. Les membres de la Commission
Roquet, chargée d'évaiuer le cumicuium
des coliégiens, avaient bien compris ces
propos et avaient recommandé au Minis-
tare de Education du Québec (MEQ), a
I'époque ol celuici s'occupait encore de
I'éducation au collégial, de replacer les
mathématiques a llordre du jour commun
a tous les collégiens, ... comme le font a
peu prés tous les pays de la planéte |

La petite histoire nous révéle plutdt un
portrait de plus en plus réducteur de la
place des mathématiques dans la forma-
tion coliégiale, avec les conséquences que
lon sait : ignorance non seulement de
connaissances mathématiques élémen-
taires, mais surtout de leur rdle dans la
résolution de problémes en général, inca-
pacité de résoudre des problémes mathé-
matiques élémentaires, méme chez ceux
qui se donnent comme mission d'aller les
enseigner aux jeunes éléves du primaire,
incapacité d'utiliser des outils mathémati-
ques (algébriques, géomeétriques, proba-
bilistes...) dans 1a résolution de problémes
divers, etc. D'un cbté, ia volonté de main-
tenir un enseignement unidimensionnel
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des mathématiques au collégial a sire-
ment contribué a son affaissement. L'en-
seignement des mathématiques au colié-
gial doit maintenant se modulariser et
s’adapter aux clientéles, comme le pro-
pose le rapport Dachuna-Castelle (1989).

Au niveau strict des connaissances ma-
thématiques, il nous semble que I'énumé-
ration suivante devrait étre circonvenue
par tous les détenteurs d'un dipisme d'étu-
des coliégiales (DEC) : les fondements de
la fonction dérivée et de lintégrale, de la
méthode d'exhaustion d’Archiméde jus-
qu'aux applications élémentaires contem-
poraines dans différents domaines, en
passant par quelques notions historiques
('ontogenése doit rejoindre la phylloge-
nése) ; la théorie des probabilités (une des
axiomatiques les plus simples et des plus
productives) et son développement, au
moins jusqu'au théordéme central limite, &
ia base de tout ce qui s'appelle courbe
normale, test statistique, intervalle de
confiance... ; les bases axiomatiques des
diverses géométries et leurs applications
respectives dans linterprétation de l'es-
pace... Les méthodes de travail et les
processus essentiels devraient comrespon-
dre aux contenus privilégiés : production
d'un test statistique effectué sur des don-
nées contextualisées, utilisation de divers
modes dans la résolution de problémes :
algébrique, géométrique, linguistique,
physique... Enfin, au niveau des attitudes,
il est primordial pour nos descendanis,
que les titulaires d'un DEC comprennent la
place des mathématiques dans le patri-
moine humain et culturel, puissent utiliser
ces outils puissants pour la résolution de
problémes, et comprennent le role des
mathématiques dans le développement
de la pensée humaine (ex : la découverte
des géométries non-euclidiennes sur no-
tre conception au réel).

L'enseignement magistral des mathémati-
ques demeure trés prégnant a tous les
ordres d'enseignement. Il est malheureux
de le constater, mais les conceptions qu'ont
les enseignantes et les enseignants de
mathématiques, proviennent moins-des
mathématiques elles-mémes, que de l'en-
seignement qu'ils ont eux-mémes regu.

En conséquence les messages implicites
que les éléves regoivent ressemblent & : «il
n'est pas nécessaire, sinon inutile, de
comprendre, il est préférable d'apprendre
par cceur», «manipuler, c’est bon pour les
enfants», «contentez-vous d'apprendre les
mathématiques, vous vous en servirez
plus tard», etc.

Le personnel enseignant s'intéresse rare-
ment & ce que I'éldve sait déja, car ¢a li
complique la vie. En conséquence, il est
plus simple de conclure que les éldves ne
savent rien et de repartir & zéro. C'est ainsi
que d'un niveau & l'autre, les liens sont
inexistants, ou 3 peu prés. Le probidme
n'est pas simple, car il est cyclique : com-
ment amener le futur enseignant ou ia
future enseignante & requestionner son
approche, & repenser ses mathématiques
via des manipulations, de l'exploration...?
Comment faire en sorte pour que Fappre-
nante ou l'apprenant vivent une activité
mathématique sur laquelle il pourra ac-
quérir de plus en plus d'emprise 7 Quelle
place accorder respectivement a la coopé-
ration et a la compétition dans l'enseigne-
ment des mathématiques ? Comment faire
profiter & tous les éléves de la plus grande
facilité des filles & coopérer et de la plus
grande faciité des garcons 4 compétition-
ner ? Comment dessiner un nouveau
partage des pouvoirs entre I'enseignant
ou l'enseighante et les éléves, tout en
permettant de libérer la parole de ceux-Ci
(voir l'objectif du National Council of Tea-
chers of Mathematics, le NCTM, sur la
communication mathématique, dans Pal-
lascio, 1990, p. 140) ?

Enfin 'évaluation des apprentissages en
mathématiques nous semble catastrophi-
que, ne reposant sur aucune validation
des contenus et des instruments mémes
d'évaluation. Sl y a tant d'échecs en
mathématiques, le probléme n'existe peut-
étre pas uniquement chez I'éléve ? Nos
examens sort peut-étre inadéquats ? Si
nous devons faire une évaluation somma-
tive des apprentissages, celle-ci devrait
élre réalisée dans les régles de lan. Ce
n'est pas le cas et cela pose un préjudice
aux éléves. Si des éléves n'obtiennent
jamais de succés en mathématiques,
comme c'est parfois le cas méme au pre-
mier cycle du primaire (6 & 9 ans au Qué-
bec), comment s'étonner que plusieurs
dentre eux décrochent, fuient les mathé-
matiques et contestent méme leur légitimi-
1é dans le curriculum scolaire ?
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En conclusion, nous exposons quelques
questions qui nous semblent importanies
4 travailler afin d’améliorer la formation
mathématique des jeunes : (1) Comment
susciter une vértable activité mathémati-
que chez l'éléve ? (2) Comment définir et
détecter lactivité mathématique naturelle
de réleve, autrement dit, comment retrou-
ver les mathématiques dans le quotidien ?
(3) Comment évaluer les acquis d'un éléve
d'une fagon cohérente avec une mathé-
matique qui se fait et non une mathémati-
que toute faite, par exemple en s'appuyant
sur des productions effectives de l'éleve ?
(4) Quelles attitudes développer chez
I'éieve pour lui rendre les mathématiques
accessibles, pour les démystifier 4 ses
yeux ? [
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REALITES VIRTUELLES
ET VIRTUALITES REELLES

Jean-Frangois COLONNA - GSV-Lactamme (CNET, Ecole Polytechnique)

Depuis plus de deux mille ans déja, les
mathématiques jouert, dans la quéte de la
connaissance, un réle & part. Trop long-
temps considérées comme un langage,
«simples oulil de formulation des lis de la
nature, elles sont aujourd’hui de plus en
plus reconnues comme une pensée per-
mettant, par exemple, de prévoir I'exis-
tence d'une entité «physique» bien avant
sa découverte expérimentale (les récents
succés du Modéle Standard des particu-
les élémentaires et de leurs interactions,
ou encore ceux dus A la Relativité Géné-
rale, sont 1a pour nous le confirmer). Enfin,
suivant la radition platonicienne, les nom-
bres (sous-entendu les mathématiques),
ombres de la réalité, ne sont peut-8tre
que la seule connaissance de I'Univers
accessible 4 I'homme, dont l'attiiude dans
ce domaine se doit d'étre humble et mo-
deste : PEquation ultime (tout comme, par
exemple, la derniére décimale de n) n'existe
pas, et plutét que d'envisager une science
«asymptotique», qui s'approcherait tou-
jours plus de son but, il est nécessaire de
la croire elle aussi «fractale (figure 1), de
nouveaux concepts et struclures appa-
raissant sans cesse, au fur st & mesure de
nos progrés...

A cbté de l'expérimentation que nous
qualifierons de kaboratolre, effectuée soit
& prioni (C'est l'observation des phénoma-
nes naturels), soit a posteriori (pour véri-
fier le pouvoir prédictif de la déduction
mathématique), se trouve l'expérimenta-
tion virtuelle (expression que nous préfé-
rons a «simulation numérique» ou encore

4 «expérimentation numérique», car dune
part elle rappelle la complémentarité de
cette approche et des pratiques plus an-
ciennes, et d'autre part, en évoque plus
fortement I'énorme potentiel), rendue
possible par les formidables progrés de
Finformatique, tant au niveau des logiciels
qu'a celui des matériels, et que John Von
Neuman avait pressentie et, dés la fin des
années quarante, uiilisée.

Pour bien comprendre de quol il s'agit, il
faut rappeler, de fagon pragmatique, ce
qu'est un modele. L'état du systéme étu-
dié par un physicien, par exemple, est
représenté par un ensemble de grandeurs
(coordonnées spatio-temporelles, tempé-
rature, pression, ...}, et son évolution, quant
4 elle, est décrite par un ensemble d'équa-
tions reliant entre elles les différentes
grandeurs caractéristiques. Une théorie
scientifique n'ayant de sens, que réfuta-
ble, et dintérét, que prédictive, les équa-
tions du modgle doivent éire manipulées
et résolues afin de jouer pleinement leur
réle créateur. Deux approches complé-
mentaires et non exclusives fune de l'au-
tre sont alors possibles : la premiére, for-

ﬁ'.

figure 1 : Le concept de
Science Faclale est iliusiré
par huit agrandissements suc-
cessifs d'une représentation
tridimensionnelle de l'ensem-
ble de Mandelbrot. Quel que
soit le facteur d'écheffe utiisé,
de nouveaux déiails apparais-
senl, rendant par la-méme
utopique, l'idée de visualiser

sa frontiére qui symbolise ici
FEquation ulime dont nous

nions lexistence. :
m [
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figure 2 : La Relativité Générale, proposée
par Albert Einsiein en 1915, l'une des créa-
tions scientifiques les plus achevées, est
aujourd’hui le cadre de la description des
grandas échelles de Funivers. Cette théorie
prévoit lexistence d'objets extrémement
denses, et dont la masse est telle que rien, y
compris la lumiére, ne peut s'en échapper
(sauf dans un cadre quantique). S'il n'est
donc pas question d'observer directement
ces objels wexotiques= (encore du domaine
de la conjecture), if est possible de décrire
des sympidémes permettant d'sn reconnaitre
la présence dans l'espace ; l'effet dit «de
lantifle gravitionnelies est un de ceux-lx Par
exemple, des rayons lumineux en prove-
nance d'une étoile lointaine, s'ils «frélents
tun de ces objets sur leur chemin vers la
Tero, se vemont déviés fortement (comme iis
lo seralent & lintérieur d'une lentille aptique).
Ceile courbure de lsur irajectoire provoque fa
déformation de limage de leur source. L'ex-
pétience virluelle présentée sur cetle image,
et due & Jean-Alain Marck (Observatoire de
Meudon), montre soixante-quatre étapes du
mouvement d'un observateur fictif décrivant
une lrajecloire circulaire 'amenamt de l'axe
de fun des péles d'un trou noir & son plan
équatorial. Autour de celui-ci, un disque
d'accrétion, & symétrie circulalre, gravite ;
lorsque lobservateur est sur l'axe des pdles
(image en bas & drolte), le disque lui apparait
tel qu'if le verrait autour d'un objet moins
massif (Salurne, par exemple), bien que déja,
des images secondaires concentriques soient
percaptibles. Mais, c'est lors du mouvement
orbital, que les phénoménes «opliques» les
plus «troublants» apparaissent, en particulier,
une fois arrivé sur le plan équatorial ({image
en haut & gauche)... Ainsi armés, l'astrophy-
siclen peut donc virtuellement expérimentar
sur ces «gouffres du cosmos», comme pro-
bablgment jamais il ne le pourra directement.

melle, est celle qui donne la solution
«gxacte et analytique», et qui est la plupart
du temps, impraticable, voire impossible 4
meitre en ceuvre, méme dans les cas
parmi les plus simples (par exemple le
probléme dit «des N corps», N étant stric-
tement supérieur 4 2) ; la seconde, dile
numérique, procéde par approximations
(du systéme étudié, mais aussi des équa-
tions) et foumit ses résultats sous la forme
de nombres. Dans un cas comme dans
l'autre, lordinateur est aujourd’hui un outil
indispensable, tant au niveau de fa mani-
pulation formelle des expressions et des
équations, qu'au niveau numérique, étant
donné la complexité, voire la «monstruosi-
té» des opérations a réaliser.

Une expérience virtuelle produit donc
comme résultat des nombres (nolons au
passage, que cela est de pius en plus wai
des expériences de laboratoire : en une
faction de seconde, un accélérateur de
particules génére des milions de mesures
: le probléme que nous allons évoquer ci-
dessous, et les solutions que nous allons
présenter, se transposent immédiatement
dans ce contexte). En général, la quantité
de ceux-ci est telle, que leur analyse sous
une forme alpha-numérique est impensa-
ble et méme absurde. Par exemple, lors
d'une exécution en machine dun code de
simulation de la turbulence bidimension-
nelle, dans un domaine carré échantilion-
né par un million de points, le nombre de
valeurs obtenues est de lordre du miliard,
ce qui imprimé, représenterait approxima-
fivement un volume équivalent & un millier
d'annuaires téléphoniques ! Le passage
par la production dimages synthétiques
animées est alors incontoumable. Nous
pouvons, dans ces conditions, définir dune
fagon pragmatique Expérimentation Vir-
tuelle comme étant la réalisation de me-
sures sur un modéle mathématique rési-
dant dans la mémoire dun sysiéme infor-
matique, et I'analyse de celies-ci par le
biais de la production dimages synthéti-
ques animées et en couleurs ; cette appro-
che place le chercheur dans une boucle de
rétroaction, oU le sens de la vislon joue

un rdle privilégié, celui-la méme qui est fost
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probablement a l'origine de la curiosité
scientifique.

En plus de permettre cette mise en forme
de résultats fournis «en vrac», la produc-
tion dimages de synthése fait apparaitre
d’autres avantages fondamentaux. En
particulier elle facilite la mise au point et
la validation des modéles ; elle simplifie la
communication scientifique et pédagogi-
que, en particulier en ce qui conceme la
compréhension de concepts abstrails. Mais
C'est aussi un fabuleux outil de décou-
verle : en effet, de ces images surgissent,
sous l'oeil du chercheur ou de lingénieur,
des formes, bien souvent imprévues et
imprévisibles (donc non programmabies a
prior), qui seront pour lui des indices de
régularités sous-jacentes ou bien de pis-
tes a suivre ; dailleurs, Heinrich Herz ne
faisait-il pas remarquer il y a un siécle déja
. «on ne peut échapper au sentiment que
ces formules mathématiques ont une exis-
tence qui leur est propre, qu'elies sont plus
savanles que ceux qui les ont découver-
fes, et que nous pouvons en extraire plus
de science qu'it n'en a été mis a forigine».
Eniin, il s’agit 4 dun instrument révolu-
tionnaire (comme le furent en leur temps
le téléscope et le microscope, mais placé
a un niveau supérieur, te! qu'en fait, il soit
qualifiable de «méta-instrument») qui
permet l'observation, mais aussi, et sur-
tout, la manipulation d'objets qui autre-
ment seraient hors de notre portée et hors
de notre regard. C'est ainsi que l'astro-
nome peut auvjourdhui «jongler» avec les
trous noirs (figure 2), qua Yautre bout de
léchelle, le physicien est capable d'obser-
ver la structure en quarks du proton (figure
3) : 'homme de science étudie alors ses
propres réalités virtuelles. Mais ces
mémes outils permettent & l'artiste de visi-
ter de nouveaux univers (figure 4) : des
virtualités réelles, encore tapies dans la
mémoire de nos machines, mattendent
qu'a étre explorées.

Ainsi se trouve donc posé le probléme de
la dédinition et de la mise en csuvre d'un
systéme informatique permettant, en par-

(4 o i

figure 3 : Longtemps considdrés comme diémentairas, las protons et les neutrons, en
particulier, sont aujourdhii décnits en tant qu'objels composds. Le moddle, dit «stan-
dard», das particiies et de feurs interactions repose sur les bosons (les «veciewrs des
forcass) ot los fermions (la ~matiére=) ; dans ceite demiére catgone se trouvent jes
leplons et les quarks. Calte image nous montre un prolon tel qu'll est défini dans oe
modéle : il est constitud de trols quarks «réels» (situés au sommet d'un tiangle éoui-
latéral fictif assez apparent sur cefte image), et dune «mer» de particules «virtuelless
{quarks, anti-quarks et givons) ndes des fluctuations quantiques du vida, et qui se con-
centrent statistiquement au voisinage da quarks réels suivant leurs cotleurs (la coweur
étant ici une notion similaive & celle de charge élactrique, mais n'ayant bien ertendu
rien & voir avec cg que nous sppelons communément «couleurs). lLes sphéres repré-
sentent los quarks et les anti-quarks, alors que les cylindres symbolisent les gluons,
bosons responsables de l'intsraction forte (fune dos quatre forces fondameniales).
Ainsi, par lintermédiaire de ces nouveaux oulils, toules les échelles actueliement
connues dans funivars sont accessibles & nos ysux, mais aussi & nos mains...

ticulier, la concrétisation de ce concept,
fout en assurant la pérennité des dévelop-
pements alors réalisés. Au préalable, it
cohvient de faire un inventaire des idées
sous-jacentes, et qui correspondent aux
grandes tendances de linformatique d'au-
jourd'hui, et auxquelles il est essentiel de
souscrire :

— l'existence de hommes logicielles et
matérielles,

— la notion de systéme réparti reposant
sur celle de réseau (ou mieux de réseaux),
— linteractivité,

— la maturation du calcul paraliéle,

— la production d'images animées et en
couleurs,

— la simulation possible de certains pro-
cessus cognitifs.

En une quarantaine d'années, les progrés
accomplis dans ce domaine furent les plus
foudroyants que notre technique ait jamais
connus : hier, un milier d'opérations par
seconde demandaient plusieurs dizaines
de tonnes de matériels surveillés par une
ammée de «grands prétres» détenteurs du
savoir et des rites a accomplir, alors qu'au-
jourd’hui quelques grammes donnent au
néophyte une puissance de calcul dix mille
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figure 4 : La géométrie fractale, récent outi! mathematiqua congu par Benoft Mandel-
brot, permet de modéliser et de décrire da nombraux phénomeénes jusqu'ici sans aucun
point commun. C'est ainsi que les fluctuations das cours de la bourse, fe front d'avan-
cée dun incendia de forél, ou encore la fimite entre deux milleux diffusant fun dans
Fautrs, peuvent aujourdhui étre décrits & faide du méme langage. Elle permet la mo-
délisation de nombreux phénoménas naturels, at constitus donc un outl puissant pour
la synthése dimage. Nous voyons ici un paysage complétement ~imaginaire» et cak
_culé & partr déquations, quil s'agisse ou refief, ou bien des nuages et de ka brume. Des
développements récents, dus a lauteur, permetient de plus de déarire la dynamique
de ces phénoménes, et ainsi de genérar des films les prdsentant. L'artiste peut alors
détoumner ces outlls, faire des mathématiques une matiére mallsable, nouveau marbre
ou riouvelie glaise, et arder des univers proches de notre quoticlen ou bien «diamétra-
lement» opposds (si tant est que nous puissions connalire le méta-univers qui les
contient tous...), et nous les offrir on tant que réalités virtuelles & explorer...

fois supérieure ! Mais certainement le fait
le plus marquant de ces demiéres années
réside dans la notlon «récursive» de
réseau. Elle peut étre définie comme étant
la possibilité de connecter entre elles des
machines, généralement distantes l'une
de l'autre, afin de les faire coopérer dans
lraccomplissement d’'une certaine tache ;
nous la qualifions de «récursive», puis-
que, dune part, de plus en plus d'ordina-
teurs, sont eux-mémes congus sous forme
de réseaux d'entités plus élémentaires, et
que d'autre pan, les réseaux, a une cer-
taine échelle sont eux-mémes féderés en
systémes plus vastes. Ainsi, aujourd’hui, il
n'est pratiquement plus, de par le monde,
de machines (& vocation «profassion-
nelle») isolées : leurs utilisateurs peuvent
atteindre, pour effectuer des opérations
diverses, et sous réserve d'obtenir les
autorisations nécessaires (notons que le
probléme de la sécurité est I'un des plus
délicats qui soit actuellement), des ordina-
teurs situés aux antipodes. Un nouveau
niveau de réalité virtuelle apparait alors :
celui du cadre de travail du chercheur (ou
de lingénieur) : son bureau, son labora-
toire ou bien encore sa bibliothéque, de-
viennent a leur tour virtuels. Par llintermé-
diaire d'un poste de travail {qui pourra étre

qualifié de muliimédia, parce que présen-
tant des informations provenant des sour-
ces les plus variées : systomes d'expéri-
mentation virtuelle, banques de données,
chaines de télévision, canaux de télécom-
munications, ...), et pour mener A bien son
travail et sa recherche, il pourra utiliser las
ressources qui lui sont nécessaires, ol
quelles résident. Mais, de plus, il sera a
méme de communiquer avec ses homolo-
gues, dans un gigantesque continuum
asynchrone & lintérieur duquel les idées
se brasseront, et d'oll, plus de lumiére
jaillira. Ainsi, fhomme peut enfin accéder,
par les techniques qu'il a su développer, &
fublquité, ubiquité donc mais & Vintérieur
de plusieurs niveaux de réalités virtuelles
: celles de ses espaces de vie et de travail,
mais aussi celles contenant l'objet de ses
études et de ses recherches. Enfin, ces
mémes outils, nonh confinés dans fespace
de la recherche scientifique, envahiront
{et envahissent déja...) d'autres domai-
nes, et en particulier celui de la création
artistique ; au-deld des problémes alors
soulevés (non unicité de ceuvre, absence
de support «noble», multipropriété artisti-
que, 'ordinateur : outil non neuire, fordi-
nateur : outil ou créateur ?...), il convient
de voir et d'imaginer les utilisations qui
pourront en étre faites. En particulier, des
artistes, répartis de par le monde, auront la
possibilité de coopérer 4 des ceuvres col-
lectives et dynamiques, et pourquoi pas,
avec la collaboration des techniques spa-
tiales, a la création de sculptures monu-
mentales qui éclaireraient nos nuits ? Et si
aujourd’hui, une fraction importante de la
masse monétaire mondiale circule conti-
nueliement et immatériellement, peut-étre
en serat-il de méme, demain, pour une
partie de notre patrimoine culturel, navi-
guant ainsi & la vitesse de la lumiére de
continent en continent, d'étoile en étoile...

A court ferme, I'objectif est d’aboutir & un
systéme délocalisé, ol spontanément les
taches A effeciuer, se réaliseront sur le
systéme le plus apte ou le plus disponible,
Ainsi, pour donnher un exemple simple, la
visualisation et I'interaction auraient lieu
sur une station de travail, alors que la
résolution des équations se ferait sur un
super-ordinateur, et ce de fagon totale-
ment transparente & l'utilisateur. L'exis-
tence de réseaux de plus en plus rapides
(des réseaux expérimentaux offrent déj




en laboratoire des débits de plusieurs
dizaines de milliards de bits par secornde)
permetira littéralement de voir vivre le
modele, et diinteragir avec iui, autorisant
par la-méme la réalisation d'expériences
interactives sur Wi. En ce qui conceme
I'aspect strictement visualisation, des
progrés énormes sont a attendre bien
entendu de la manipulation de plus en plus
rapide de moddles tridimensionnels, mais
aussi de fusage qui sera fait de la télévi-
slon haute-définition (TVHD) et des dis-
positifs siéréoscopiques. La notion de
réalité virtuelle, développée dans d'au-
tres domaines (la simulation de conduite
par exemple), et introduite dans ce con-
texte, permetira au chercheur comme a
lingénieur de sintégrer davantage 4 son
modéle, en facilitant ainsi sa compréhen-
sion ; il convient de ne pas oublier qu'ici,
contrairement aux applications artistiques
ou de type CAO, de la synthése d'images,
les «objets» étudiés sont bien souvent
éloignés du sens courant, voire n’ont
aucune image «naturelle» (une pression
tout simplement...), ou 2 la limite, sont
«interdits de représentation» (en mécani-
que quantique en particulier) ; il est alors
nécessaire de donner & l'expérimentateur
le maximum de facilités pour l'aider &
comprendre les résuitats obtenus. Dans
ce domaine, les techniques de lintelli-
gence antificlelle nous seront fort proba-
blement d'un grand secours : bien entendu
au niveau de linterfface homme-machine,
mais aussi dans l'akle & l'analyse et & la
présentation des résultats (par exemple,
le probléme du choix des couleurs, dans
ce contexte, est, contrairement & Iintui-
tion, extrémement délicat : quelques ré-
gles de bon sens peuvent aider...).

S'il est difficile d’imaginer limpact & moyen
et long termes de linformaticue, et de ses
derniers développements (disques opti-
ques, systdmes multimédia, synthése
d’'images, production de sons,...), dans
des domaines familiers, comme celui de
I'enseignement, il est encore beaucoup
Plus délicat de le faire dans celui de la
recherche scientifique (et a fortiori dans le
monde de l'art). En effet, 1a Science définit
notre vision rationnelle de l'univers, et la
place que 'homme y occupe. Celles-ci
subirent au cours des siécles de nom-
breux bouleversements : le génie de Pla-

ton, Copemic, Newton et Einstein, pour ne
citer qu'eux en fut responsable. Aujour-
d’hui leurs successeurs utilisent des outils
dont ne disposaient pas leurs glorieux
ancétres, et qui vont leur permettre de
porter plus loin leur regard et pius haut
leurs gestes, et ouvrir ainsi tout grand, les
portes d'une nouvelle révolution copemi-
cienne, W
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FORME-T-ON DE BONS
SCIENTIFIQUES DANS
L’ENSEIGNEMENT SECONDAIRE ?
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I I faut d'abord souligner la diversité des
métiers qui méritent le qualificatif de scien-
tifiques : de lingenisur de production au
chercheur fordlamental ou au professeur,
il y a une grande distance, et il existe
beaucoup de situations intermédiaires. Par
exemple, suivant la science ou le champ
d'activités dans lequel une personne est
investie, les parts de son travall qui sont
expérimentales ou pratiques, dune par,
et théoriques, d'autre part, peuvent consi-
dérablement varier.

On peut cependant constater qu'un cer-
tain nombre de qualités sont requises dans
une large famille de métiers scientifiques :
elles ont nom curiosité, capacité de recon-
naitre ses emeurs et de remettre en cause
son savoir, goGt du travail en équipe,
imagination. Chaque scientilique les pos-
séde et les exerce A des degrés divers,
bien sdr, mais il n'est pas possible de
compter uniquement sur le don 2 la nais-
sance pour quil les posséde. L'enseigne-
ment a indiscutablement un réle a jouer
dans leur développement.

Le systéme secondaire frangais se distin-
gue de ceux en vigueur dans d'autres pays
industrialisés par la grande place donnée

La question posée est trop vaste pour
que, vu la diversité des éléves sortant
de 'enseignement secondaire et le
point de vue forcément limité de celul
qui ose s’exprimer sur ce probldme,
on puisse y apporter une réponse
nhuancée en aussi psu de place. Cet
article vise seulement & mettre en
regard cerlaines exigences de la for-
mation des sclentifiques et la siua-
tion de lenseignement secondalre
francais...

aux enseignements généraux, et la pro-
fondeur des connaissances exigées des
éldves dans un nombre important de
matiéres. Mais la différence la plus visible
tient a l'organisation des études supérieu-
res scindées en deux secteurs aux struc-
tures trds différenciées : les universités
dont l'acces est libre et la majorité des
dipiémes non professionnels, et les gran-
des écoles qui recrutent sur des concours
préparés dans des classes spécifiques
dans un environnement du type secon-
daire.

Celte dichotomie a des effets considéra-
bles sur le fonctionnement méme de Fen-
selgnement secondalre, car efle induit des
modéles et crée une hidrarchie entre sec-
tions qui a des répercussions importantes
sur la production de scientifiques.

En effet, dans l'esprit des lycéens, loppo-
sition de ces deux systémes prend une
forme un peu hystérique qui tend a identi-
fier comme «bon» tout ce qui a trait 4 fun
et comme «mauvais» tout ce qui a trait &
Vautre. Le mode de sélection des grandes
écoles efant le concours avec épreuves
par discipling en temps imité, on en amive
ainsi a considérer gu'un bon éléve doit
savoir répondre trés vite a des questions
nombreuses et qui ont toutes une réponse.
Le fait de «sécher sur une question de
mathématiques» est considéré comme
anormal par les lycéens (1). Du coup,
l'apprendre prend le pas sur le

dre, faisant fi d'une trés belle maxime
d'Evariste Galois qui demandait de «faire
du raisonnement une deuxiéme mémoire».
Les jeunes sont donc mis en présence
d'un modéle unique de réussite dans le-
quel les aptitudes scolaires dans les disci-
plines scientifiques jouent un réle impor-
tant. Ce systéme aboutit & occuper les
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filidres dites scientifiques ou techniques
par des jeunes qui se détourneront en
grand nombre des métiers purement scien-
tifiques en raison de la faible reconnais-
sarnce sociale qui leur est attachée. Dans
ces conditions, la pénurie de scientifiques
s'ampliiie et on peut craindre le pire pour le
début du troisiéme millénaire.

Absence d’autonomie
de la pensée

Dans ce contexte, iimagination et [I'nitia-
five sont peu & I'honneur dans nos écoles
secondaires. Les programmes sont beau-
coup plus contraignants que dans d'autres
pays et l'enseignement, plus théorique (ce
qui est probablement lié au fait quil est
difficile d'évaluer des travaux expérimen-
taux dans le cadre d’'un concours). Cette
adaptation au mode de sélection peut aller
jusqu'a affecter le contenu des matiéres
enseignées, choisi quelquefois afin d'in-
terroger plus aisément. Que dire du travalil
en équipe, puisque le seul salut est indivi-
duel ? ll 'y en a pas dans le cadre de la
classe et les éléves ne constatent pas non
plus que leurs professeurs le pratiquent,
ne serait-ce qu'entre matiéres différentes,
L'absence d'autonomie de pensée qu'on
observe chez certains élédves prend un
tour inquiétant quand on la constate chez
ceux qui sont réputés étre les meilleurs.
Pour ne citer qu'un exemple, le comparti-
mentage des conhaissances scientifiques
peut aller jusqu'a donner aux éléves la
conviction qu'il est impensable-que la struc-
ture des objets mathématiques ait quei-
que chose de profond en commun avec la
fagon dont le physicien structure le monde.
Il semble que ce phénomeéne s'accentue
avec l'arrivée en classes préparatoires
d'éldves ayant bachoté frop longtemps et
manquant, par suite, de fraicheur. Ulté-
rieurement, ces éléves sont (temporaire-
ment ?) usés, et veulent seulement avoir
une note convenable sans chercher a
vraiment comprendre ce qui leur est ensei-
gné.

Il est difficile & un scientifique de concevoir
son activité sans y inclure le plaisir de la
découverte. Ce sentiment est bien sou-
vent absent des premiers contacis que les
éléves ont avec les sciences, au collége
notamment. li faut certes reconnalire que
les conditions matérielles, pour que ce
souffle puisse passer, ne sont pas toujours
remplies. Il faudrait d'une certaine fagon
que puisse éire donné aux éléves, sans
faire nécessairement appet & des connais-
sances irds sophistiquées, le sentiment
sinon qu'ils participent & quelque chose
d'important, du moins que le monde peut
leur devenir intelligible. Ce contact me
semble assez indissociable d'une forma-
tion de Fesprit critique poussant les éléves

4 exercer leur jugement sur leur propre
niveau de compréhension de ce qui les
entoure.

Cette capacité peut difficilement étre
mesurée de fagon précise, notamment
dans un cadre strictement scolaire. Elle
est pourtant importante pour qu'un indivi-
du fonctionne de fagon efficace dans une
société modeme. Pour un scientifique, elle
est décisive. Comme elle ne résulte pas de
connaissances mais d'un comportement,
elle doit s’acquérir particuliérement t6t,
typiquement dés le colidége.

Activités
scientifiques libres

il serait incongru de présenter des «solu-
fions» toutes faites & un probléme aussi
complexe. Tout au plus peut-on plaider
pour que des expériences diverses soient
encouragées et soutenues. La premiére
piste concerne l'organisation d'activités
scientifiques libres dans le cadre de I'école.
Pour que ces activités puissent fonction-
ner, des conditions matérielles doivent étre
remplies (documentation, plages dans
remploi du temps), mais elles ne pourront
étre couronnées de succés que si des
scientifiqgues sy impliquent personnelle-
ment.

Une condition semble nécessaire pour que
certaines distorsions préjudiciables a la
formation de scientifiques en nombre suf-
fisant disparaissent : faire évoluer les deux
modes d'organisation de Fenseignement
supérieur frangais de telle sorte qu'ils
répondent clairement & des logiques diffé-
rentes et utilisent des méthodologies diffé-
rentes. Faire cesser cette «disqualifica-
tion» des études universitaires est sdre-
ment une entreprise difticile, qui ne met
pas seulement en jeu le systéme éducatif
mais la société tout entidre.Pami les ac-
fions dans ce sens figure la création de
passerelles entre les deux systémes 3
fous les niveaux ol il y a orientation pour
remettre les deux systémes en compéti-
tion, par exemple la mise en place de
troisiémes cycles communs aux universi-
tés et aux grandes écoles.

Enfin, il est important de mentionner le
caractére déterminant de la qualité de la
formation (initiale et continue) que les
enseignants recoivent. Pour étre de véri-
tables ambassadeurs de leur discipline, il
est nécessaire qu'ils soient 4 Faise avec
celle-ci, et que leur curiosité scientifique
nait pas été trop émoussée. Dans I'état
acluel des choses, on peut craindre que
Fabsence de conmtacts entre enselgnants
et scientifiques {aggravée par le petit
nombre de lieux ol ces contacts pour-
ralent natureliement trouver leur place et
de documents accessibles), ne soit un
handicap supplémentaire qui ralentira
encore Févolution de la situation.. ||

{1) Enquéte «Les maths et
vous» menée auprés de 2
500 lycéens, wir le Monde
du 12 fanvier 1989.
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GLOSSAIRE DE DIDACTIQUE
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Limpontance des
variables didacti-
ques : ici I'obsta-

cle didactique

i1 - Adjectif. 1554 ;
du grec «didactikos»,
de «didaskein» «enseigner».

a) Qui vise A instruire, qui a un rapport
& l'enseignement. Traité, ouvrage, maté-
riel, terme didactique. Le genre didacti-
que : genre littéraire ol lauteur s'efforce
d'instruire sous une forme agréable et
poétique.

b} Pédant : Le terme «didactique»
comprend une coloration péjorative. En
effet, un matériel, un podme qui trahissent
des fins didactiques apparalssent toujours
comme des objets détoumés de leur fonc-
tion fondamentale et par cela méme
médiocres, inférieurs : une poésie ne gagne
rien & étre didaclique, et un moteur didac-
tique est en géndral scié en deux et ne
marche pas. D’emploi peu répandu, il
permet, opposé A enseignement, d’en
souligner les travers et les déformations.
Le plus souvent il exprime ainsi, a peine
dissimulée, une option péjorative a I'en-
droit de Yenseignement Wi-méme : «Celui
qui ne sait pas faire des mathématiques
les enseigne, et celui qui ne sait plus les
enseigner, dit comment il faudrait le faire.»

Il - Substantif féminin : La didactique

1°, At d'enseigner. {(«La grande didacti-
que». Coménius 1640). Ensemble des
moyens et des procédés qui tendent &
faire connaitre, & faire savoir quelque
chose, généralement une science, une
langue, un ar...

2°. Projet social de faire approprier, par un
ou des éléves, un savoir constitué ou en
voie de constitution ; par exiension, tout ce
qui concourt & l'enseignement d'un do-
maine de connaissances : objectifs, insti-
tutions, structures sociales, moyens de
contréle et d'évaluation...

Dans ceite acception l'accent est mis :
— sur le rble du savoir : ne reléve de la
didactique que ce qui, dans le projet édu-
catif, est spécifique du savoir visé,

— sur le caractére social du projet et donc
sur les possibilités culturelles d'identifica-
tion et de gestion des savoirs,

— sur les protagonistes et sur le caractére
intentionnel de laction {(méme l'autodi-
dacte réalise un projet social).

Usage dérivé et précieux . L'enseigne-
ment lui-méme, en tant que action de
transmetire des connaissances (qui appa-
rait méme alors comme une partie ou une
phase de la didactique).

3°, Les moyens techniques, surtout
«modemes», de l'enseignement. Tout ce
qui, dans le projet didaclique au sens 2,
n'est pas 'enseignement direct : in exten-
so, linvention, la description, I'étude, la
production et le contrfle de moyens nou-
veaux pour l'enseignement : cumiculums,
objectifs, moyens d'évaluation, matériels,
manuels, logiciels, aide a Penseignement
par ordinateur, ouvrages de formation...»
Syn. «ingénierie didactique» : production
de tels moyens dans la mesure ol elle
s'appuie sur un usage rationnel de con-
naissances scientifiques en didactique au
sens 6 ci-aprés.

4°. Certains des enseignements néces-
saires & la formation des maflres, en tant




que objet d'enseignement ou que moyen
de formation, (principalement dans les pays
ot celle-¢i a 6té confiée A des universites).
Suivant les structures administratives, ce
mot est employé :

— dans le sens de «pédagogie spéciale»
pour désigner la formation dornée & des
éducateurs en vue de les préparer A l'en-
seignement d'une discipline particuliére,
par opposition a leur formation générale a
l'éducation. La didactique comprend alors
un apport de connaissances (convenable-
ment aménagées) dans cette discipline ;
— pour désigner des compiéments de
connaissances en sciences humaines, par
opposition 4 la formation (dite fondamen-
tale) dans la discipline ;

— pour désigner une formation technique
et professionnelle des enseignanis (mé-
thodologie didactique : description des
méthodes d'enseignement).

Dans ces contextes la didactique peut
renvoyer A des enseignements trés diifé-
rents, selon qu'elle est considérée cu non,
comme normative : elle dit ce qui dolt étre
enseigné, et selon qu'elle s'autorise d'une
connaissance empirique et pragmatique
de l'enseignement ou au contraire qu'elle
tend & s'appuyer sur des bases scientifi-
ques.

§°. Connaissance de lart d’enseigner ;
connaissances sur l'enseignement ;

a) Ensemble de connaissances résultant
de recherches menées dans le cadre de
domaines scientifiqgues classiques, sur
lenseignement d'un savoir donné ;

b) Le champ scientifique de ces recher-
ches

Encyclopédie : De nombreuses sciences
produisent des connaissances qui peu-
vent appastenir dans ce sens 4 la didacti-
que des mathématiques :

— la sociologie, puisqu'il s'agit d'un projet
social et culturel,

— la sémiologie et la linguistique, puisqu'il
s'agit de communication,

— {a psychologie (et plus pasticuliérement
la psychologie cognitive, les théories de
apprentissage, I'épistémologie généti-
que...), puisque fout commence et tout
finit par l'activité intellectuelle d'un suijet, et
dans cette direction la neurophysiologie,
— la pédagogie et la pédiatrie {bien qu'el-
les ne s'intéressent principalement qu'aux
enfanis), la psychanalyse,

— I'épistémologie (théorie des connais-
sances humaines) et plus particuliérement
la discipline elle-méme, ici les mathémati-
ques, ainsi que leur environnement, méta-

mathématique,
histoire des ma-
thématiques,
etc.

D'autres, sans
lui fournir de
cadre théorl-
que, lui propo-
sent des instru-
ments qui pa-
raissent si né-
cessaires ou si
prometteurs
quils tendent &
jouer un réle es-
sentiel dans son
développement
: la statistique
(comme instru- A7
ment atypique ISRV

de ridentiica. | -\t st
tion de faits),

i N

'

linformatique (Enseignement Assisté par
Ordinateur), lintelligence ardificielle...

6°. Science s'intéressant a la production et
a la communication de connaissances,
dans ce que cette production et ceite
communication ont de spécifique de ces
connaissances.

Encyclopédie. Cette acception est princi-
palement utilisée en France, par les didac-
ticiens des mathématiques. Elle tend &
intégrer toutes les approches précédentes
et & leur assigner une place par rapport &
une théorie unifiante du fait didactique
dont la justification et les méthodes se-
raient endogénes et spécifiques.

Elle étudie la fagon dont des connaissan-
ces sont créées, communiquées et em-
ployées pour la satisfaction des besoins
des hommes vivant en société, et plus
particulidrement :

— dune pan, les opérations essentielles
de la diffusion des connaissances (théorie
des situations didactiques), les conditions
de leur existence et de leur diffusion (I'éco-
logie des savoirs) et les transformations
que cette diffusion produit, aussi bien sur
ces connaissances (transposition didacti-
que) que sur leurs ufilisateurs (apprentis-
sages, rapport au savoir),

— d'autre part, les institutions et les activi-
tés ayant pour objet de faciliter ces opéra-
tions.

Elle utiise diverses approches (ergonomi-
que, systémique, ethnologique...).

Les didacticiens des mathématiques
d'orientation fondamentale insistent sur
son rattachement aux mathématiques el-

Limportance des variables
didactiques ; ici lobstacle
didactique
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les-mémes. lls s'appuient sur des argu-
ments historiques et épistémologiques tels
que les suivants : que ce soit en vue de la
recherche ou en vue de 'enseignement, la
production et I'étude des problémes qui
sollicitent une notion mathématique ou un
théoréme, ainsi que les transformations
des mathématiques (et leur étude), ont
toujours fait partie de lactivité spécifique
des mathématiciens. Une situation didac-
fique est un probléme élargi (ensemble de
conditions qui appellent en réponse la
production et I'emploi d'une connaissance
mathématique). On ne congoit pas de
moyens extramathématiques de produire
ce genre de connaissances par essence
mathématiques.

De méme, chaque grand secteur de con-
naissances tend A définir et & produire sa
propre didactique. Cette orientation est
conforme & la demiére définition. Elle Ii-
mite actuellement les perspectives d'une
didactique générale, méme si des con-
cepis créés dans tel ou tel secleur peuvent
étre utilisés dans un autre.

Hl - Substantif masculin

Ce qui est de lordre de la didactique (au
sens 6), ce qui est relatif & Forganisation et
& Yexercice de l'enseignement d'une con-
naissance. Ex. : Le didactique et le péda-
gogique.

I - «Ensemble des circonstances dans
lesquelles une personne (un groupe, une
collectivité, etc) se trouve ; ensemble des
relations qui unissent quelgu'un & son
milieu, & la société ; ensemble des don-
ndes qui caractérisent une évolution, une
action (4 un moment donné)...

ALWAYSE EXAMINE FENCES CARE‘FUL-.LY
BEFORE JUMPING

L'impontance des variables didaciiques :
ici I'obstacle didactique

Spécialement en philosophie, sociologie
et psychologie {et en didactique). Ensem-
ble des relations concrétes qui, & un
moment donné, unissent un sujet ou un
groupe au milieu et aux circonstances
dans lesquels il doit vivre et agir (sens 1.2
de Robert). (Circonstances, conditions,
état, piace).

Il - En didactique (*)

1°. Pour représenter les situations au sens
|, on utilise comme modéles, des jeux {*)
formels (automates) particuliers que I'on
appelle aussi «situations» et A l'akle des-
quels on modélise les rdles réciproques
dun sujet (*) (enseignant, éldve, elc), d'un
milieu (*), et d'ure connaissance (*). Exem-
ple : La course a vingt.

2°. Systéme (*) unique et général dont
pourraient dériver tous les modéles parii-
culiers de situations {en particulier de si-
{uations didactiques).

Encyclopédie :

a) Sous-systémes de la situation : milieu,
sujet dont les relations et les interactions
sont relatives & un domaine de savoir,
Ces relations sont modélisées autant que
possible par un jeu formel qui fait apparai-
tre des parties {suites de décisions), des
tactiques et des stratégies (décisions ré-
guliéres), dépendant elles-mémes de
connaissances el de savoirs. A chaque
situation correspondent ainsi des connais-
sances dites pertinentes dont «une», dite
caraciéristique, qui commande la straté-
gie optimale. Cette connaissance peut
changer selon les valeurs des variables
pertinentes de «la» situation. V. situation
fondamentale {*).

Le contréle d'un milieu par un sujet conduit
pour des raisons d'économie a des adap-
fations du milieu et du sujet. Ce contrdle,
toujours pour des raisons d'éconcmie, se
fait par niveaux, modélisés par des infra-
systémes de la situation : chaque niveau
est caractérisé A la fois par un type de
connaissance (savoir culturel ; langage ou
théorie, connaissance publique ou pri-
vée...), un type de structuration du milieu
(communication, débat...), un niveau d'ap-
prentissage (un des types de Bateson)...
b) infrasystéme de la situation {systémes
obtenus en conservant tous les sous-sys-
témes, mais seulement queiques relations)
: situation d'action (%}, de formulation (*),
de validation (*), d'institutionnalisation (*)...
¢) Hyposystémes de la situation (systé-
mes obtenus en ne considérant que quel-
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ques sous-systémes et toutes leurs rela-
tions) : situation objective, situation de
référence, situation d'apprentissage (ces
hyposystdmes sont emboltés), situation
didactique (*), non didactique, a-didacti-
que ("), autodidactique, d'apprentissage
)

d) Caractéres d'une situation, déterminés
par les variables pertinentes (*) : S. ou-
verte, fermde, (entropie : incertitude du
sujet, de la situation), autocormrective {exis-
tence de régulations)...

V. théorie des situations (*), approche
systémique des situations didactiques (*).
V. institution (Chevallard), rapport au sa-
voir {Chevallard), pratique sociale, prati-
que de référence (Martinand).

Ensemble d'assertions méthodiquement
organisées relatives aux situations (au sens
2) destiné d'une part & permetire la repré-
senlation et la prévision aussi précises
que possible du fonctionnement d'une si-
tuation (au sens 1) et d'autre part & faciliter
le contrble de la consistance des idées,
des concepts abstraits plus ou moins or-
ganisés appliqués au domaine de l'ensei-
gnement, 1l s’agit donc d'un moyen de
choisir et d'éprouver les instruments théo-
riques de lanalyse des situations avant et
apras leur mise A I'épreuve expérimentale,
parmi ceux qui paraissent pertinents,
nécessaires ou commodes.

Le caractére apparemment local des
modéles de situations est complété par
une tendance holistique & dériver ces
modéles d'une «situation générale uni-
que» congcue alors comme uh systéme au
sens de la théorie des systémes et a
rechercher une confrontation globale et
permanente du fonctionnement de ce
systéme avec les faits et phénoménes
{historiques ou expérimentaux) qui sem-
blent en relever.

Ce terme est utilisé dans différents sens,
suivant l'utilisateur.

1°. Modéle systémique pour 'ensembile
des conditions fiant effectivement tous les
protagonistes d'une relation didactique (*),
y compris le cas échéant l'observateur de
la relation.

2°. Ensemble de conditions relatives au
milieu, & l'éléve, et & Venseignant, que
celui-ci projette de réaliser ou réalise en
vue d'enseigner une conhnaissance ou un
savoir. Dans ce sens la situation didacti-
que est instument et le résultat de l'ac-
tion de lenseignant. V. situation-probléme.

3°, Ensemble de conditions que I'ensei-
ghant envisage de meitre en gauvre comme
moyen d'enseignement (et qu'il doit donc
pouvoir entierement prévoir et expliciter).
Ces conditions sont relatives au milieu
(matériel) et & I'dléve (consignes}, mais
pas a l'enseignant.

a) Au sens le plus restreint les condi-
tions explicitées & éléve nhe concernent
que le milieu {énoncé) et la 14che {ques-
tion) ; lui-méme doit identifier et reconnai-
tre le moyen d'enseignement, et lui appli-
quer des consignes implicites standardi-
sées. La notion de situation coincide alors
avec celle, classique, d'exercice ou de
probléme.

b) Le terme situation didactique sera
par conséquent utilisé par les enseignants
en opposition 4 «probléme=» pour sighaler
la présence d'un environnement plus large
{un matériel spécifique par exemple), ou
appelant des types d'actions originaux,
par ta nécessité de consignes particuliéres
ou par labsence de questions, par la pré-
sence de dispositifs de correction (connus
ou non de Véléve) etc, qui assurent une
certaine évolution temporelle autonome... i

4°, Situation d'enseignement dont I'évolu-
tion suppose lintervention constante, l'ac-
tion soutenue, la vigitlance d’un enseignant.
Dans ce sens s. didactique s'oppose o m
& s. a-didactique (*) : situation qui | o
apparait a Féldve comme délivrée
de toute intervention et de toute in- _
tention didactiques directes).
Encyclopédie :

>

tion didactique (systémes de la si-
tuation didactique (systémes obte-

La mise en place
de nouvelles situations
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nus en conservant tous les sous-systé-
mes, mais seulement quelques relations :
situation d'action (*}, de formulation {*), de

La mise en place
de nouvelles situations

validation (*).

¢) Hyposystémes de la situation didac-
tique (systémes obtenus en ne considé-
rant que quelques sous-systémes et tou-
tes leurs relations) : situation objective,
situation de référence, situation d'appren-
tissage, situation d'enseignement, situa-
tion métadidactique (ces hyposystémes
sont emboités). :

Limporiance des variables didactiques

d) Caractéres d'une situation, détermi-
nés par les variables didactiques (") : S.
ouverte, fermée (entropies : incertitude de
lenseignant, des éléves, de la situation),
autocorrective (régulations)...

o

Terme utilisé par les enseignanis pour
désigner des situations (au sens 2) qui se
distinguent des problémes classiques par
une certaine indétermination des ques-
tions posées, des objectifs d'enseigne-
ment, par lexistence d'un éventail de solu-
tions et de décisions qui feront l'objet d'une
fransaction au moment méme de l'acte
d’enseignement. Une situation-probléme
ne déterming donc pas une situation di-
dactique, mais elle est considérée par les
praticiens comme un moyen d'enseigne-
ment (non reproductible).

* Un JEU FORMEL concret J est un 7-uplet
< X,E, ,1,T.g.Q > comprenant un ensembie
X de joueurs, un ensemble E d'étals pos-
sibles (les dispositions pertinentes possi-
bles des éléments du jeu), une application
de E dans P(E) qui associe & chaque état
du jeu un ensemble d'états permis (les
choix offerts & chaque coup par le régle-
ment), un éiat initial |, un ensemble d'états
terminaux T, une application g de ces états
terminaux dans RxX (les gains et les per-
tes par rapport aux mises), éventuelle-
ment une application Q (de X dans X par
exemple) qui désigne le joueur succédant
a celui qui vient de déterminer le nouvel
état du jeu (le trait).

* Une partie est une application d'une
section commengante de N dans ExX,
dont le demier élément appartient & TxX.
Une stratégie est une application s de E
dans E (ot s(e) C (e)).

Sens 1l (Robert)

1°. Ce qui entoure, ce dans quoi une chose
ou un étre se trouve.

2°. (Vers 1830) Geoffroy St-Hilaire : En-
semble des objets matériels, des circons-
tances physiques qui entourent et influen-
cent un organisme vivant.

3°. Par extension (1842) A. Comte, Taine
: Ensemble des conditions extérieures dans

lesquelles vit et se développe un individu
humain. V. situation, noosphére. Q
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«PEUT-ON ENSEIGNER

LES MATHEMATIQUES AUX
ENSEIGNANTS ?»

Forum m'ont suggéré de parler de la

formation des enseignants en ma-
thématiques, je me suis senti pris au piége.
Voild bientdét un quart de siécle que je
laisse entendre que je forme des mathé-
maticiens pour I'enseignement. I m'est
difficile de prétendre que je n'ai aucune
idée sur la question. Mais javoue qu'avec
le temps, mes principes & ce sujet ont
perdu un peu de leur tranquille assurance.
Aujourdhui, je me sens tenu 4 beaucoup
de prudence, et parfois de doute. Cela se
traduit en partie par le choix du titre que j'ai
donné A& cet exposé.

L orsque les organisateurs du présent

1. Justification du titre

D’abord ce titre est une question. Et, on le
vema, une question a laquelle je ne suis
pas sir de donner une réponse satisfai-
sante. Ensuite, ce litre a un caractére
choquant. Je dois donc le justifier, ne se-
raft-ce que pour établir que je ne cherche
pas a choquer gratuitement.

Lorsque je parlerai d'enseignant par la
suite, j'entendrai des personnes ensei-
gnant les mathématiques, & nimporte quel
fitre ; comme spécialité ou comme bran-
che parmi d'autres. Tous ces enseignants
sont censés recevoir une triple formation :
en pédagogie, en didactique des mathé-

André DELESSERT - Lausanne

matiques et en mathématiques propre-
ment dites. C'est & cette troisiéme compo-
sante que je vais m'intéresser.

Permettez-moi de poser deux assertions :
1.1 Les mathématiques, qui h'ont pas

de fin, n'ont probablement pas de dé-
but non plus.

Viig

¥
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1.2 Dans la mesure ot il existe, le début
des mathématiques n’appartient cer-
tainement pas au contenu de I'ensei-
gnement mathématique de Pécole (pri
maire ou secondaire).

Expliguons-nous. Il est clair qu'on ne pourra
jamais épuiser la liste des théorémes
mathématiques, donc que les mathémati-
ques sont sans fin. En ce qui concerne le
début, les choses sont moins claires.
Bourbaki prétend prendre les mathémati-
ques A leur début. Mais cela veut simple-
ment dire quil commence son exposé par
le commencement. Cela ne nous apprend
rien sur les mathématiques elles-mémes.
Ainsi 2 I'époque de Dedekind, on estimait
que le «nombre naturel» était au début des
mathématiques. Par la suite, on a su ca-
ractériser les nombres naturels a partir
des «ansembles», qui sont ainsi venus se
placer au début des mathématiques. Puis
certains ont estimé qu'une notion plus
générale, celle de «catégorie», par exem-
ple, devait précéder celle densemble. Et
on pourrait continuer ainsi de suite, indéfi-
niment. De sorte que, par une espéce de
symétrie, l'édifice mathématique aurait une
infinité potentielle d'étages au-dessous du
sol, comme au-dessus. Mais on sait aussi
— ¢t c'est un théoréme assez profond —
que cette descente infinie maméliore au-
cunement la solidité de l'édifice. C'est donc
4 un double titre qu'on peut admettre que
les mathématiques n'on pas de début.

Il va de soi que si les mathématiques n'ont
pas de début, ce début inexistant ne sau-
rait appartenir a la matidre de I'école élé-
mentaire. Mais je veux dire autre chose :
les développements, les théorémes qui
conduisent 4 admettre que les mathéma-
tiques ront pas de début sont trés diffici-

o)

b

élémentaires

-%l I

b) math. scolaires

math. du mathématicien -

les. On peut éventuellement les faire
apparaitre au commencement dun expo-
sé de mathématiques, mais en aucun cas
A lécole élémentaire.

De nos deux premiéres asseriions résulie
une troisiéme :

1.3 1 existe (au moins) deux présentations
des mathématiques :

— une pour mathématiciens

— une autre, simplfiée, pour Fécole ; qui,
en particulier laisse de cbté les considéra-
fions difficiles sur le «début».

Cormmentons cela. On peut «a priori» se
représenter 'enseignement des mathé-
matiques de deux maniéres :

L’assertion 1.3 exprime qu'en réalité, c'est
la situation b) qui se présente. Alors que
généralement, on voit les choses selon le
diagramme a). Pour notre propos, la con-
ception a) implique que l'enseignant a
simplement étudié, avant ses éléves, le
programme qu'il doit leur apprendre. Avec,
peut-étre, une incursion | dans quelques
sujets plus avancés. Pour simplifier, nous
dirons que cette formation est celle dun
moniteur. Expression qu'it ne faut pas
prendre dans un sens péjoratif : elie ne
préjuge en rien des qualités pédagogi-
ques ou didactiques de l'enseignant ainsi
formé. En revanche, la conception b)
conduit l'enseignant & étudier un exposé
mathématique pius élaboré que celui de
récole, & traduire des faits mathématiques
«scolaires» en fait mathématiques au sens
propre. C'est ce que nous appellerons une
formation de mathématicien-enseignant.
Notons que, dans le diagramme b), je fais
apparaitre des «mathématiques scolal-
res», non pas des mathématiques élé-
mentaires qui, en un sens, Wexistent pas ;
les mathématiques «du début» étant au
moins aussi complexe que les autres.

Glissons ici une parenthése. J'utilise a
dessein la locution de «mathématicien-
enseignant». Cela signifie, en particulier,
que la formation A laquelle je pense doit
étre valorisante ; elle doit donner au ma-
thématicien les moyens d'apporter une
coniribution culturelle profonde A ses éi&-
ves. Alors que, trop souvent, I'enseigne-
ment est regardé comme une voie de
garage pour sous-mathématicien.
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Dés lors, une question préalable se pose :
fautdil choisir la deuxiéme formation ou la
premidre 7 C'est-a-dire, deit-on enseigner
des mathématiques de mathématicien aux
enseignants en mathématiques 7 Ce que
noOUS avons avancé jusquici pousse a ré-
pondre affirmativement. Mais nous de-
vIOnS y revenir. La question qui se pose
ensuite nous raméne & notre théme . est-
il possible d'enseigner les mathématiques
(du mathématicien) & I'enseignant (en ma-
thématiques) ? Si la réponse devait étre
«non», la formation des enseignants en
malhématiques se heurterait 4 un cbsta-
cle majeur. On est donc tenté de répondre
positivement. Par cet exposé, nous aime-
rions monirer que la question est moins
évidente qu'il n'y parait et qu'elle souléve
des difficultés sur des points qui, d'ordi-
naire, semblent aller de soi.

2. Précisions
sur les questions posées

Avant d'esquisser une réponse aux gues-
tions générales qui précédent, précisons
un peu leur signification. Reprenons le
diagramme b) ;

les premidres notions traitées & I'école.
(Nous en verrons des exemples plus loin).

En fait, les choses ne sont pas tout & fait
aussi lindaires. Ainsi Yaxiome du choix, qui
conceme les ensembles, est equivalent
au théoréme de Tychonoff, selon lequel
tout produit d'espaces compacts est com-
pact.

Il importe de remarquer que la formation
du mathématicien-enseignant doit pren-
dre en compte la totalité du diagramme b),
y compris les liaisons enire les mathéma-
tiques scolaires et celles du mathémati-
cien.

Les questions principales que nous nous
sommes posées — doit-on, peut-on ensei-
gner les mathématiques (du mathémati-
clen) aux enseignants {en mathématiques)
— soulévent & leur tour les questions
partielles suivantes :

Q 1. Existe-t-il une formation mathémati-
que qu'on pourrait dire «de base» pourle
mathématicien-enseignant ?

Q 2. Cas échéant, existe-t-il des difficultés
importantes dans ces mathématiques de
base ?

b}

I_ thm. des médianes

math. scolaires

Q3. Sioui,yen
a-t-il qui con-
cernent le con-
tenu des ma-
thématiques
scolaires 7

Q A Ces der-
math. du nidres peu-
mathé--| vyentelles étre

P, maticien surmontées

— a+b+c) = (a+h)+Cc = ...

par le mathé-
maticien-en-
seignant ?

En cas de ré-

La composante mathématique de la for-
mation de I'enseignant dont il est question
ici comporte trois parties :

— P1 : ce qui en mathémaliques du ma-
thématicien recouvre le domaine scolaire.
(Par exemple : au théoréme des médianes
correspond la commutativité de l'addition
veciorielle).

— P2 : ce qui vient aprés P1 et qui peut
expliquer ou justifier certaing obstacles
rencontrés en mathématiques scolaires.
(Par exemple, limpossibilité de diviser un
angle en trois & la régle et au. compas).
— P3 : ce qui précéde P1 et qui permet de
comprendre certaines difficultés touchant

ponse affirma-

tives aux questions 1, 2 et 3, la réponse &
linterrogation de notre titre est entiére-
ment suspendue i celle qu'appelle la
question 4. Examinons donc l'un aprés
lautre ces quatre points.

3. Quelques éléments de réponSes
aux questions pattielles

Q 1, Existe-t-l un enseignement mathé-
matique de base pour les mathématiciens-
enseignants ?

La réponse a cette question dépend de la
position scientifique ou philosophique de
celui qui la formule et du type de solution
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qui est visé. Celle que je vais esquisser est
personnelle. Elle vient de quelgqu'un qui
s'efforce depuis plusieurs années de
comprendre le statut sclentifique, philoso-
phique et culturel des mathématiques
d'avjourd’hwi. En ouire, elle ne tient comp-
te que du contenu mathématique souhai-
table, mais pas de la possibilité de l'ensei-
gher effectivement. Dans ces hypothéses,
la formation mathématique qui me semble
nécessaire au mathématicien-enseignant
comporte les volets suivants .

V 1. Les nombres selon le diagramme
suivant :

Ce diagramme ne doit pas inspirer l'idée
d'une construction, mais au contraire, la
présence d'objets coexistants, liés entre
eux de diverses manidres.

V 2. Le plan et I'espace (& trols dimen-
sions) euclidiens
Connexions entre la géométrie des figures
simples et la géomélrie des coordonnées.

V 3. Continuité et mesure
Topologie des espaces numériques, inté-
grales, dérivations, probabilités.

V 4. Ensembles et les fonctions
Les ensembles et les fonctions comme
outils pour travailler sur l'infini.

Je ne précise pas ki le contenu exact ni le
mode de présemtalion de ces matidres. lis
peuvent varier indéfiniment.

Q 2. Existe-t-il des difficuités importantes
dans les mathématiques de base ?

La réponse générale est : oui. Nous allons
le montrer par quelkjues exemples qui
permettront aussi de répondre aux deux
demniéres questions. Nous présenierons
d’'abord séchement ces exemples. Puis
nous les commenterons.

Exemple E 1. Le calcul des aires polygo-
nales dans le plan se raméne a des opéra-
tion de découpage finies. Mais pour le
volume des polyédres de l'espace, il faut
des opérations infinitésimales. Cela se
traduit par l'existence de théorémes de
géoméirie plane qui n'ont pas d'équiva-
lents dans Yespace, et inversement. Un
exemple de méme genre, plus simple,
conceme la mesure des angles dans e
plan.

Exemple E 2, La plupart des problémes
scolaires d'algébre et de géométie ne
peuvent étre menés a bonne fin que lors-

quils conduisent & des opérations ne




comportant rien de pire que des exira-
ctions de racines carrées. Pensons 4 la
trisection dun angle quelkconque.

Exempie E 3. Existe-t-il beaucoup de «4»
dans le développement décimal de V2 ?
Une infinité, ou pas 7

Exemple E 4. Qu'est-ce au juste que l'en-
semble des parties P(E), lorsque E est un
ansemble infini ?

Formulons quelques remarques & propos
de ces exemples.

L'exemple E 1 montre une difficulté sur
laquelle on peut buter avec de jeunes
éléves. 1l est difficile, voire impossible de
leur expliquer le nosud de laffaire, bien
qu'un maitre qui a étudié un peu de calcul
intégral puisse le comprendre. La fonction
du maftre est de connaitre les faits mathé-
matiques qui se cachent derridre de tels
obstacles, de comprendre leur poriée et
de sentir ce qu'ils doivent ne pas dire &
leurs éldves.

L'exemple E 2 montre une difficulté sur
laquelle on tombe souvent lorsqu'on cher-
che a appliquer les mathématiques a des
situations concrétes. Méme bien formé, le
maiilre a généralement de la peine 4 se
sortir d'affaire : & quoi reconnaft-on que
I'équation

X — 127 + 8- 17X + 3 =0
est ou n'est pas résoluble par radicaux ?

L'exemple E 3 peut apparaiire dans une
classe d'enfants de douze ans, je crois. A
ma connaissance, personne ne sait ré-
pondre a la question posée, alors qu'il n'y
a pas de difficulté en base 2.

L'exemple E 4 est plus désagréable en-
core. Depuis les travaux de Paul J. Cohen
{1963}, on sait qu'it est impossible de
préciser ce qu'est P(N). Et plus générale-
ment ce qu'est P(E) quand E est infini.

L'opération qui fait passer d'un ensemble
E & l'ensemble P(E) est sans mystére pour
les petits ensembles finis. Mais elle est
purement formelle pour E infini. Autrement
dit, on peut évoquer P(E), donner quel-
ques éléments de P(E) A titre d'exemples.
Mais on ne peut aucunement se e repré-
senter, ni le «sentir». Sans sortir de la
théorie classique des ensembles, on peut
faire une infinité d'hypothéses exclusives

les unes des autres sur la «richesse» de
P(E).

Ce n'est pas grave pour le mathématicien.
Mais qu'en est-il & F'école, pour le maitre et
pour les éléves ? On travaille dans P(N)
quand on parle des multiples de 5, des
nombres premiers, du bon ordre dans N.
Le passage de N & R n'évite pas P(N).
L'ensemble des fonctions arithmétiques N
—> N est aussi complexe que P(N), tout
comme l'ensemble des relations binaires
dans N. C'est hien pire pour I'ensemble
des relations binaires dans R et pour celui
des fonctions R —> R. ce demier ne doit
pas étre confondu avec I'ensemble des
fonctions «calculables» données par des
algorithmes. L'essentiel de la notion de
fonction réside justement dans cetie dis-
tinction.

Des remarques du méme genre, en plus E ‘
grave peut-gtre, pourraient étre failes 3
propes d'une autre propriété relative aux
ensembles, 4 savoir l'axiome du choix. Ne 5
nous y attardons pas. Constatons simple- |
ment que le langage des ensembles, & li !
seul, souldve des difficultés majeures. Ou
bien on se bome A l'employer dans le cas
de petits ensembles finis, ce qui peut
soulever des difticultés : comment et pour-
quoi distinguer a et {a} ? par exemple. Qu
bien on 'applique a des ensembles infinis,
pour lesquels il a été élaboré. Mais alors
c'est un outil formel. Ce dilemme touche
tout 'enseignement puisque celui-ci est
construit autour de la notion d’ensembls et
de fonglion.
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Il résulte de ces exemples que les trois
demiéres questions posées admettent une
réponse positive :

— il existe des difficultés majoures dans
les mathématiques de base,

— certaines d'entre elles, impottantes,
concement les mathématiques scolaires,
— pami celles-ci, il en existe qui sont
essentiellement insolubles. '

Cette derniére assertion est inquiétante.
Elle semble impliquer qu'il est impossible
d'enseigner & Fenseignant toutes les ma-
thématiques dont il aurait besoin pour
comprendre en profondeur le contenu des
mathématiques scolaires. Heureusement,
il est possible de la tempérer. En réalité
aucun mathématicien ne sait résoudra ces
difficultés. Mais, dans Ia mesure oo il Wen-
seigne pas les mathématiques scolaires,
¢a ne le dérange pas. Dans sa pratique
quotidienne, il accepte nécessairement de
travailler avec des objets mathématiques
qui ne sont pas déterminés d'une maniére
constructive. En revanche, le mathémati-
cien-enseignant est mal & l'aise. Il aimerait
a la fois enseigner de vraies mathémati-
ques et construire (ou déterminer comple-
tement) tous les objeis mathématiques
dont Il se sert en classe. Or ce sont 14 des
conditions qui s'excluent.

La situation s'éclaire lorsque le mathéma-
ficien-enseignant accepte de travailler dans
les conditions suivantes :

= |i sait qu'il emploie des objets mathéma-
tiques qui n‘admettent aucune construc-
tion

= il renonce & construire une bonne partie
des objets mathématiques dont il a besoin
en classe

« || fonctionne & la manidre d'un guide de
montagne : l'enseignement mathématique
est une aventure inteflectuelle risquée ; il y
a des crevasses, mais son flair et son
expérience lui permetient de les éviter.

4, Essal de réponse

a la question posée par notre titre,
sous forme d'un projet

de formation pour
mathématiclen-enseignant

Idéalement cette formation devrait com-
prendre foutes les mathématiques du
mathématicien qui ont des incidences sur
ies mathématiques scolaires. Ces inci-
dences elles-mémes devraient y éire étu-
diées. Cela représente un travail considé-
rable. '

L'enseignant exerce son meétier 4 un
moment de I'histoire des mathématiques.
Ce moment (1988) est particulier en ceci
que les mathématiques ont subi une muta-
tion profonde enire 1930 et 1965 (publica-
tion des travaux de Gddel et de Cohen).
Nous sommes a une période des mathé-
matiques qui diffdre sur des points essen-
fiels de toutes les périodes précédentes.
Mais en méme temps, beaucoup de no-
tions et de problémes mathématiques ont
traversé lhistoire, depuis I'Antiquité ou le
17e siécle. L'enseignant doit se situer dans
une perspective historique. De plus la
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mutation évoquée a opposé des modes de
pensée, des traditions philosophiques qui
sont bien vivantes aujourd’hui.

Cela me conduit 4 formuler, a titre person-
nel, un schéma de formation du type sui-
vant .

4.1. {Un ou) deux chapitres choisis de
mathématiques

— algébre sur R ou C, courbes algébri-
ques

— analyse réelle, équations différentiel-
les, calcul des variaiions

— géométrie différentielle, courbes et
surfaces dans R?

— mesure, probabilités, intégrales

— topologie dans les espaces numéri-
ques

— eic.

4.2, Connaissance des fondements

— logique, ensembles, axiome du choix,
histoire récente de ces notions

4.3. Mathématiques
éiémentaires d'un
point de vue élevé

-~ un chapitre choisi

4.4. Un chapitre
d'histoire et de phi-
losophie des mathé-
matiques classiques

Commentons brig-
vement ce tableau.

Les points 4.1 et 4.2.
recouvrent les ma-
tidres évoquées
sous le terme de
«mathématiques de
base», et au-dela. Le
choix des chapitres,
sous 4.1., est pres-
que indifférent pour
autant que leur pré-
sentation soit «self-
containeds», donc
qu'elle introduise
proprement toutes
les notions dont elle
a besoin,

Une connaissance
raisonnable des fon-

dements me parait indispensable pour
comprendre le fossé iréductible entre les
objets construits et les objets caractérisés
par des propriétés formelles, tels que le
sont presque tous les étres mathémati-
ques importants rencontrés & I'école. Une
felle connaissance aurait permis naguére
de se metire 4 I'abri de certains program-
mes scolaires absurdes.

Le point 4.3. doit faire sentir les liaisons et
les oppositions enire les mathématiques
scolaires et les mathématiques du mathé-
maticien.

Le point 4.4. est-indispensable pour mettre
en lumiére la portée culturelle des mathé-
matkjues daujourd’hul. Il devrait évoquer
des problémes toujours actuels dont I'his-
toire nous apprend I'évolution : l'opposi-
tion fini-infini, lidée de figure ou de lieu
géométrique, celle de nombre, la notion de
mesure, et ainsi de suite.

5. Conclusion

| Pour conclure, je voudrais formuler quel-
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ques remarques sur ce qui précede et
soulever quelques questions.

5.1. On aura sans doute ressenti une cer-
taine réserve, un cenain embarras dans la
réponse que 'ai tenté d'apporter a la ques-
tion posée. En effet, il ne me semble pas du
fout évident a priori qu'on puisse enseigner
les mathématiques du mathématicien aux
enseignants. On exige de ceux-ci une
souplesse d'esprit, une curiosité culturelle
qu'on ne réclame pas du mathématicien
non enseignant.

En outre, depuis un demi-siécle, les mathé-
matiques ont changé de nature. Elles sont
devenues non-constructives. Les mathé-
matiques constructives relévent de Tintui-
tionnisme, que personne ne songe & intro-
duire & l'école. Si I'enseignement actuel
des mathématiques doit étre en conformi-
té avec les mathématiques d'aujourd’hui,
les enseignants doivent connatfire le virage
pris par les mathématiques au cours des
derniéres décennies. Cette connaissance
exige une préparation spécifique, difficile,
qui n'a rien & voir avec linstruction d'un
«moniteur». Sauf exception, on ne peut
pas fimposer au généraliste.

5.2. Une question surgit alors : que sont les
mathématiques scolaires ? Autrement dit,
quelles sont les mathématiques que doit
connaitre le «moniteur» ? Jusqu'ici elles
mont paru trop complexes. On y a incorpo-
ré des sujets, des notions qui traduisent
linquiélude des enseignanis, en leur qua-
lit¢ de mathématiciens, mais dont il n'est
pas évident qu'elles servent & une bonne
formation des enfants. Bien entendu, le
danger inverse. existe aussi : des mathé-
matiques scolaires qui ne soient pas con-
formes aux mathématiques du mathémati-
cien. A mon sens, ce qui précede justifie
une réflexion sur ce sujet.

5.3. L'esquisse de formation que j'ai propo-
sée est praticable par les enseignants qui
passent par Funiversité. Je doute qu'elle
soit vraiment dangereuse pour les mathé-
maticiens non-enseignants. Un probléme
Se pose pour les enseignants non-mathé-
maticiens.

Le maitre généraliste qui ne s'intéresse
pas parliculiérement aux mathématiques
reste un «moniteur en mathématiquess. Il
fait preuve généralement de compétences
supérieures en pédagogie, en psycholo-
gie, etc. Mais pour Wi, le critére de vérité en

mathématiques, c'est le manuel, le pro-
gramme et probablement ce qu'il a appris
a lage de ses éldves. Abandonné & li-
méme, il n'a pas d'autre recours devant les
difficuliés inattendues qui se présentent
nécessairement en mathématiques sco-
laires.

Reste le mafire geénéraliste qui s'intéresse
patticuligrement aux mathématiques. Par
des lectures personnelles, des séminai-
res, des conlérences, il peut accéder A
une partie plus ou moins importante de la
formation du mathématicien-enseignant.
Mais il aura sans doute encore besoin, A
foccasion, de l'avis d'un mathématicien-
enseignant. |l m'est arivé de comparer
lnitiation aux mathématiques 4 l'école de
la nage. Pour celui qui veut enseigner la
natation, il n'est pas mauvais d'accumuier
des connaissances en hydraulique, en phy-
siologie. Mais rien ne vaut un maitre-na-
geur.

5.4. Cette demiére remarque me donne
loccasion d'insister 4 nouveau sur deux
conclusions qui me semblent en découler
nécessairement :

* On n'accordera jamais trop dimportance
a la formation continue des enseignants
en mathématigues.

* L'enseignement mathématique est un
travail & mener en équipe. Q

(1) Note.

Les forums constituent Ia partie la plus
efficace de la coordination inlercantonale
de l'enseignement des mathsématiques
dans l'ensemble de la Suisse. Rappelons
que celle coordination, mise en place par
la CDIP (Conférence suisse des direc-
teurs de linstruction publique), comprend
actuellement trois volets :

a) des recommandations aux canions inti-
lulées «Points de convergence et lignes
directrices», relatives & l'enseignement des
mathématiques durant la scolanté obliga-
toire (3 juin 1982) .
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e concept d'ethnomathématique
L est, au sein des mathématiciens et

des professeurs de mathématiques,
relativement nouveau. Souvent on dési-
gne le Brésilien U. D'Ambrosio comme le
«pére de lethnomathématique» (Cf. par
exemple, Ferreira, 1988, 3 ; Borba, 1988,
24).
Depuis 1975 il a fait ressortir dans beau-
coup de ses contérences la nécessité d'une
ethnomathématicue. Par contre, des eth-
nographes utilisent depuis la fin du siécle
demier le concept plus général d’ethnos-
clence et des notions en relation avec lui
telles que: ethnolinguistique, ethnobota-
nie, ethnozoologie, ethnochimie, ethnoas-
tronomie, ethnopsychologie et ethno-logi-
que (1). Cependant les: interprétations
usuelles d'ethnosciences de la part des
spécialistes des sciences sociales ne

ISP-Mozambique/ KMU -RFA, 1989).

comrespondent pas a linterprétation domi-
nante du concept d'ethnomathématique
de la part des mathématiciens, comme
nous le montrerons par la suite.

Dans fe dictionnaire ethnologique de Panoff
et Perrin, on présente deux définitions du
concept dethnoscience. Dans le premier
cas c'est «la branche de l'ethnologie qui se
consacre 4 comparer les connaissances
positives des sociétés exotiques a celles
que la science occidentale a encadrées
dans les disciplines constituées» (Panof &
Perrin, 1973, 68) (2). Cette définition sou-
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symétria rotationnelle

léve aussitdt quelques questions telles
que «gue sont les connhaissances positk
ves 7» «Exotiques», dans quel sens ?
«Existe-t-il une science occidentale?»
Dans le second cas, on désigne comme
ethnoscience «toute application des disci-
plines scientifiques occidentales aux phé-
nomeénes naturels qui sont appris sous
une aulre forme par la pensée indigéne»
{Panoff & Perin, 1973, 68).

Les deux définitions font partie d'une tradi-
tion qui date du temps colonial pendant
lequel I'ethnographie est née dans les
pays capitalistes plus développés comme

m‘ une «science coloniale», qui étudiait pres-

que exclusivement les cultures des peu-
ples dominés, une «science» qui opposait
aussi la pensée dite «primitive» 3 la pen-
sée «occidentale» comme quelque chose
d'absolument différent. Le couple d'ethno-
graphe et mathématicienne M. et R. As-
cher, n'a pas encore réussi & se libérer
compldtement de cette tradition de définir
lethnomathématique comme I'étude des
idées mathématiques des peuples dites
wsans écriture» : «Ethnomathematics Is
the study of mathematical ideas of nonlite-
rate peoples. We recognize as mathema-
tical thought those notions that in some
way comespond 1o that label in our culture»
(Ascher & Ascher, 1986, 125 ; cf. Ascher,
1984).

Par «notre culture», ils désignent la «cul
fure occidentale» et affirment en outre,
que la mathématique «occidentale» n'a
pas connu une pré-histoire «sans écri-
ture» : «Ethnomathematics is not a part of
the history of Western mathematics...»
(Ascher & Ascher, 1986, 139). L'opinion
du couple est que «la catégorie de mathé-
matiques est notrer (= occidental) {Ascher
& Ascher, 1986, 132), Cependant, nous
pouvons nous demander si les peuples
«orientaux» et «austraux» d'Asie et d'Afri-
que n'ont pas contribué au développe-
ment de cette mathématique, dite «occi-
dentale» (3).

Au sein des ethnographes il y a aussi un
autre courant qui considére I'ethnoscience
d'une maniére différente. Par exemple dans
son Introduction 3 Fanthropologie soclale
et culturelle C. Favrod caractérise Fethno-
linguistique de cefte fagon : «lethnolin-
guistique essale d'étudier le langage dans
ses relations avec l'ensemble de la vie
culturelle et sociale» (Favrod, 1977, 90).
En transiérant la caractésrisation de l'eth-
nolinguistique & Fethnomathématique, on
obtient également : «l'ethnomathématique
essaie d'étudier la mathématique (ou des
idées mathématiques) dans ses relations
avec l'ensemble de la vie culturelle et
sociale». Dans ce sens lethhomathémati-
que se rapproche de la sociologie de la
mathématique de D. Struik {Cf. Struik,
1986).

Genese du concept au sein des ma-
thématiciens et des professeurs de
mathématiques

Dans I'enseignement colonial on a, en
geénéral, présenté la mathématique comme
quekue chose «f'occidental» ou «d'euro-
péen», comme une création exckisive de
la «race blanche». Avec la transplantation
accélérée — pendant les anndes 60 — de
programmes scolaires des pays capitalis-
tes hautement industrialisés aux pays du
«Tiers Monde», on a continué, tout au
moing implicitement, & nier la mathémati-
que africaine, asiatique, indienne,... (cf.
Gerdes, 1985b, #0).

Dans les anndes 70 et 80, est née au sein
des professeurs et didacticiens de mathé-

matique dans les pays en voie de dévelop-




Piot N° 59

Noté

pement et, plus tard, dans d’'autres pays,
la résistance contre la négation dont on a
paré {Cf. Njock, 1985), contre les préju-
gés racistes et coloniaux, qu'il refléte,
contre Yeurocentrisme relatif & la mathé-
matique et A son histoire (Cf. les études de
Joseph, 1984, 1986, 1987). On en ressor-
tit que, en dehors de la «mathématique
scolaire importée», il existait et ii continue
d’exister une «mathématique indigéne»
{Cf. par exemple, Gay & Cole ; 1967).
C'est dans ce contexte que plusieurs
concepts furent proposés pour contraster
la «mathématique académique» et la
«mathématique scolaire» transplantée,
telles que {en ordre historique) :

» sociomathématique d'Afrique {Za-
slavsky, 1973) : les applications de Ia
mathématique dans la vie des peuples
africains et inversement l'influence que les

instifutions africaines ont exercé et exer-

cent encore sur I'évoiution de la
mathématique (Zaslavsky, 1973, 7) ;

+ mathématique spontanée (D'Am-
brosio, 1982) : pour pouveir survivre tout
étre humain et chaque groupe culturel
développe spontanément des méthodes
mathématiques déterminées (4) ;

» mathématique informelle (Posner,
1982) : mathématique qui se transmet et
s'apprend hors du systéme d’éducation
formelie ;

« mathématique orale (Carraher et al.,
1982 ; Kane, 1987) :.dans foutes les cullu-
res humaines il y a des connaissances
mathématiques qui sont fransmises orale-
ment dune génération A la suivante ;

« mathématique opprimée (Gerdes,
1982) : dans les sociétés de classe (par
exemple dans les pays du «Tiers Monde»
4 'époque de loccupation coloniale) exis-
tent des éléments mathématiques dans la
vie quotidienne des masses populaires
qui ne sont pas reconnus comme mathé-
matique par lidéologie dominante ;

- mathématique non-siandardisée
{Carraher, 1982 ; Gerdes, 1985 ; Harris,
1987) : outre les formes standardisées
dominanies de la mathématique «acadé-
mique» et «scolaire», se développ(énent,
dans tout le monde et dans chaque cul-
ture, des formes mathématiques qui sont
distantes des modgles établis ;

» mathématique cachée ou congelée
{Gerdes, 1982, 1985) : bien que la plupan
des connaissances mathématiques des
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peuples autrefois colonisés se soient pro-
bablement perdues, on peut reconstruire
ou «décongeler» la pensée mathémalique
qui se trouve «cachée» ou «congelée» en
techniques anciennes telles que par exem-
ple dans la vannerie (6) ;

- mathématique populaire / du peuple
(Mellin-Olsen, 1986) : la mathématique
(bien que souvent non reconnue comms
telle) développée dans la vie de labeur de
chacun des psuples, peut servir de point
de départ dans 'enseignement de la ma-
thématique.

Ces propositions de nouveaux concepts

avec la pariicipation de U. D'Ambrosio
(Brésil), M. Fasheh (Palestine), P. Gerdes
(Mozambique), M. Hamis (Grande-Breta-
gne) et P. Scott (EUA) autour du thdme
«Que peut-on attendre de Pethnoma-
thématique ?» (Voir Bishop et al., 1988).

Selon le commentaire rédactionnel «Eth-

nomathématique : ce que cela pourrait

sont provi- étre»
soires. Elles dans' la
font partie premiére
d'une ten- édition du
dance initiée Bulletin
dans le Informatit
«Tiers de [IIS-
Monde» et GEm,
qui plus tard I"ethno-
trouvera mat_hé-
écho dans matique
d'autres se trouve
pays. dans la
Graduelle- «zone de
ment plu- con -
sieurs as- fluence»
pects, illumi- de la ma-
nés par les thémati-
notions pro- que ot de
visolres déja I'amhrp-
cilées, s'uni- pologie
rent sous le culturelle
dénomina- (ethno-
teur com- graphie).
mun  plus Dans un
général premier
d’ethnoma- | niveau
thémati- elie peut
que. Ce pro- étre nom-

cessus fut accéléré en 1985 par la création
du Groupe Intemational d’Etude d’Ethno-
mathématique (ISGEm). Des mathémati-
ciens, y compris Fauteur de cet essai, qui
essayaient d'éviter 'emploi de ce terme &
cause de sa connotation avec la premiére
interprétation ethnographique du méme
concept, furent obligés de Futiliser de plus
en plus. Le débat international sur ce que
représente I'ethnomathématique s'est in-
tensifié et pendant le demier Congrés In-
ternational d’Education Mathématique
(Budapest, 1988), plusieurs discours eth-
nomathématiques furent prononcés en
dehors de la réalisation d'une table ronde

mée «mathématique-dans-le-contexte-cul-
turel» ou «mathématique-dans-la-société»
(ISGEm Newsletter, 1985, Vol. 1, n° 1, 2).
De cette fagon, autant la sociomathémati-
que que fa mathématique populaire, la
mathématique spontanée, informelle,
orale, congelée, non-standardisée et ré-
primée, font partie de I'ethnomathémati-
que. Dans un deuxiéme niveau, en rela-
tion avec le premier, elle est «the particu-
lar (and perhaps peculiar) way that speci-
fic cultural groups go about the tasks of
classifying, ordering and measuring»
{ISGEm-Newsletter, 1985, Vol. 1, n° 1, 2).

Quelques chercheurs essaient d'unir les




Plot N° 58

deux niveaux dans une seule définition.
Par exemple, dans son livre «Leaming,
aboriginal world view, and ethnomathe-
matics» (1985), A. Hunting voit 'ethnoma-
thématique comme «Mathematics used
by a defined cultural group in the course of
dealing with environmental problems and
activities» (cité dans 1ISGEm-Newsletter,
1986, Vol. 2, n° 1,3). Pour Ferreira, conhu
par ses études sur les activités mathéma-
tiques au sein des indiens du Brésil, I'eth-
nomathématique est «la mathématique
incorporée dans la culture populaire»
(Femreira & Imenes, 1986, 4). Boba, au-
teur dune intéressante étude sur les con-
naissances mathématiques de la popula-
tion dun «bidonville» (Brésil), entend par
ethnomathématique «la mathématique
pratiquée par des groupes culiurels,
comme des sociétés tribales, des groupes
de ftravail ou groupes d'habitanis» (Borba,
1988, 20) et voit I'ethnomathématique
«comme un champ de connaissance in-
trinséquement lié & un groupe culture! et &
sa réalité, et exprimée A travers un lan-

domaine d'ethnolegie.

2- ethnomathématique

Parce qu'elle analyse «les connaissances
mathématiques pratiquées dans la vie
quolidienne d'un groupe social» (Fetreira,
1986, 2). En ce sens linterprétation de
l'ethnomathématique se rapproche de la
définition d'ethnomathématique ci-dessus
déduite de la définition d'ethnolinguistique
donnée par fethnographe Favrod «L'eth-
nomathématique essaie d'étudier la ma-
thématique dans ses relations avec l'en-
semble de la vie culturelle et sociale».
Dans le méme essai Ferreira considare
lethnoscience également comme «une
méthode pour arriver aux concepts des
sciences institutionnalisées» (Ferreira,
1986, 3). Ceci implique que l'ethnomathé-
matique appartient a la didactique de la
mathématique.

3- ethnomathématique et didactique
des mathématiques
La méme idée est aussi mise en valeur &

gage généralement ditférent de celui utili-
sé par la mathématique vue comme
science, langage qui est fondamentale-
ment lié 4 sa culture, & son ethnie» (Borba,
1987, 38). Ces définitions sont trés pro-
ches d'une de celles d'Ambrosio : «... dif-
ferent forms of mathematics which are
proper to cultural groups we call
Ethnomathematics» D’Ambrosio, 1987, 5).
En accord avec ces auteurs il est valable
pour chaque ethnomathématique :

1- gthromathématique

Nonobstant, on désigne également la
recherche d'une ethnomathématique
concréte comme ethnomathématique.
Cest ainsi, écrit le méme Feneira en 1986,
que l'ethnomathématique constitue un

la fin du commentaire rédactionnel «Eth-
nomathématique : ce que ce pourrait étre»
déja cité : «... examples of Ethnomathe-
matics derived from culturally indentiliable
groups, and related inferences about pat-
tems of reasoning and models of thought
can lead fo cumiculum development pro-
jects that build on the intuilive understan-
dings and practised methods students bring
with them to school. Perhaps the most
striking need for such curriculum develop-
ment may be in Third World countries, yet
there is mounting evidence that schools in

'general do not take advantage of their

students’ intuitive mathematical and scien-
tific grasp of the world» (ISGEm-Newslet-
ter, 1985, Vol. 1, n® 1, 2).
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Comment l'ethnomathématique peut-elie
satisfaire en méme temps les conditions
(1), {2) et (3) ? C'est-a-dire, comment l'eth-
nomathématique peut-elle appartenir en
méme temps & la mathématique, a I'ethno-
logie et 4 la didactique de la mathématique
?

Quand Bishop compare seulement la dé-
finition du couple Ascher (ethnomathéma-
tique comme Fétude des idées mathéma-
tiques des peuples sans écriture) (Asher &
Ascher, 1986, 125; cf. Ascher,1984) a une
de D’Ambrosio (ethnomaihématique
comme une collection plus locale didées
mathématiques, qui sans doute ne sont
pas encore aussi développées et systé-
matisées que celles du «courant princi-
pal» de la mathématique (Bis-
hop,1988,2,3)), il parvient déja & la conclu-
sion que le concept d'ethnomathématique
ne constilue pas encore un terme bien
défini et que «in view of the ideas and data
we have now have, perhaps it would be
better not to use that term but rather to be
more precise about which, and whose
mathematics one is refferring to in any
context» (Bishop, 1989, 13}).

Quand nous comparons les «niveaux»
distincts 1, 2 et 3, avec lesquels on inter-
préte I'ethnomathématique, nous pouvons
étre d’'accord avec l'appel de Bishop a la

prudence. Peut-étre est-il provisoirement
mieux de patler dun accent ethnomathé-
matique dans la recherche et dans I'édu-
cation mathématique ou dun mouvement
ethnomathématique, que nous pouvons

‘1 caractériser de la maniére suivante :

« «Ethnomathématiclens» font ressortir
et analysent les influences de facteurs
socio-cuillurels sur I'enseignement, Fap-
prentissage et le développement de la
mathématique ;

* A travers le concept d'ethnomathémati-
que on attire Yattention sur le fait que la
mathématique, avec ses techniques et
varités constitue un prodult culturel (7), il
ressort que chaque peuple, chague cul-
ture, et chaque sous-culture développe sa
propre mathématique, dans une certaine
mesure, spécifique. La mathématique est
considérée comme une activité pan-
humaine, universelle. Comme produit
culturel la mathématique a son histoire.
Elie est née sous des conditions économi-
ques, sociales et culturelles déterminées
el se développe dans des directions déler-
minées ; si elle était néde dans d'autres
conditions, elle se développerait dans
d'autres directions. En d'autres termes, le
développement de la mathématique n'est
pas unllinéaire (Cf. Ascher & Ascher,
1986, 139, 140).

« «Ethnomathématiciens» font ressortir
qu'apparemment la mathématique sco-
laire du «curriculum» transplanté et impor-
té est assez «étrangdre» aux iraditions
culturelles d'Afrique, Asie et Amérique du
Sud. Apparemment la mathématique vient
de Vextérieur jusqu'au «Tiers Mondes».
Dans la réalité, cependant, la plupart des
contenus de cefte mathématique scolaire
est d'origine africaine et asiatique. Les
populations dominées d'Afrique et d'Asie
ont été «désappropriées» (8) de ces con-
naissances dans le processus de la colo-
nisation qui a détruit une grande partie de
la culture (sclentiique). Postérieurement
les idéologies coloniales niérent ou mépri-
sérent les restes de ka mathématique afti-
caine, asiatique et des indiens. Les capa-
cités mathématiques des peuples du «Tiers
Monde» ont été niées ou réduites a la
mémorisation. Cefte tendance continua et
s'intensifia avec la transplantation des
«cumicula» dans les années 60 des pays
hautement industrialisés aux pays du
«Tiers Mondes»,

» «Ethnomathématiciens» essaienl de
contribuer a la connaissance des réalisa-
tions mathématiques des peuples autre-
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fois colonisés. lis cherchent des éléments
culturels qui survécurent au colonialisme
et dans la base desquels on frouve, enire
autres, des idées mathématiques. lls es-
salent de reconstrulre ces idées mathé-
matiques (9).

+ «Etudes ethnomathématiques» dans
les pays du «Tiers Monde» cherchent des
traditions mathématiques qui survécurent

au colonialisme et des activités mathéma-
fiques dans la vie quotidienne des popula-
tions et analysent les possibilités de les
incorporer dans les «curricula» (10).

» «Etudes ethnomathématiques» cher-
chent également d'autres éléments
culturels qui peuvent servir comme point
de départ pour des activités mathémati-
ques dans lenseignement (11).
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