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Et, à leur tour, les deux fils sont étiquetés 69 et 87, car 10 = M(9, 1) = 1 + 9, puis 
68 + 1 = 78 - 9 = 69 et 46 = M(9, 2) = M(8, 1) + M(8, 2) = 9 + 37, puis 78 + 9 =
87. On laisse au lecteur le soin de compléter le schéma aussi loin qu’il en aura envie.

Jean Lefort utilise également un arbre, dont les nœuds sont notés par un nombre
d’au plus douze chiffres en base 2, et contenant au plus trois zéros (par exemple,
111 011 011 101), le chiffre 1 correspondant à une réponse « oui » et le chiffre 0 à
une réponse « non ». En fait, le jeu s’arrête après le troisième 0, mais on peut toujours
supposer que l’on complète à 12 chiffres à l’aide de 1.

Il y a tels nœuds avec trois zéros, nœuds avec deux zéros,

nœuds avec un seul zéro, et enfin un nœud sans zéro, ce qui donne un total

de

220 + 66 + 12 + 1 = 299

nœuds permettant ainsi 299 réponses. S’il y a une stratégie gagnante, elle est unique.
Ensuite, Jean Lefort, Sophie Toursel et Michel Lafond explorent l’arbre pour

construire la stratégie gagnante. Ils trouvent alors la première question.
Pour finir, Jean Lefort et Joël Payen proposent des algorithmes permettant de

programmer ce jeu.

Problème 488-3

Pour un entier n > 6, on note P(n) l’ensemble {k Œ [[1, n]] | pgcd(n, k) = 1}. Trouver
les n pour lesquels les éléments de P(n) sont en progression arithmétique.

Solutions de Jean-François Mallordy (Romagnat), Giovanni Ranieri (Melun),

Pierre Renfer (Saint Georges d’Orques).

Jean-François Mallordy commence par déterminer la raison de la progression
arithmétique. Soit n > 6 tels que les éléments de P(n) soient en progression
arithmétique de raison d. L’entier d divise n - 2 puisque 1 et n - 1 appartiennent à
P(n). On va montrer que d = 1 ou 2.

Si 3 ne divise pas n, les entiers 1 et 3 sont dans P(n), donc d divise 3 - 1 = 2. Si
3 divise n, on note n = 3n¢ et l’on distingue deux cas, selon que 3 divise ou non 
n¢ + 1. Si 3 ne divise pas n¢ + 1, alors n¢ + 1 est premier avec 3 et n¢, donc avec 
3n¢ = n. Ainsi, n¢ + 1 appartient à P(n) et  divise n¢. Donc d divise 3n¢ - (n - 2) = 2.
Dans le second cas, si 3 divise n¢ + 1, alors 3 ne divise pas n¢ - 1. Ainsi, n¢ - 1, qui
est premier avec 3 et n¢, appartient à P(n) et d divise n¢ - 2 et aussi 
(n - 2) - 3(n¢ - 2) = 4. Le cas d = 4 est exclu car si d = 4, alors 9 = 1 + 2 ¥ 4 appartient
à P(n) (on a bien 9 £ n - 1), ce qui est absurde puisque 3 divise 9 et n.

Finalement, d divise 2 donc d = 1 ou 2. Si d = 1, n est premier. Si d = 2, 
P(n) = {1, 3, 5, … , n - 1}, donc n n’a aucun diviseur premier impair, donc n est une
puissance de 2.

Réciproquement, si n est premier ou est une puissance de 2, les éléments de P(n)
sont bien en progression arithmétique.
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Dans une autre approche, Pierre Renfer trouve les deux solutions évidentes (n
est premier ou n est une puissance de 2), puis montre que ces solutions sont les
seules. Il suppose que n > 7 n’est ni premier, ni une puissance de 2. Il écrit alors 
n = 2a m et montre que n n’est pas solution, en distinguant trois cas possibles.

Si a = 0, alors m = n n’est pas premier, donc est divisible par un facteur premier
p strictement inférieur à n. Ainsi, P(n) contient 1 et 2, mais aussi n - 1 qui est
strictement plus grand que p. Pourtant, P(n) ne contient pas p.

Si a ≥ 1 et m ≥ 5, alors P(n) contient m - 4, m - 2, et n - 1 > m, mais ne contient
pas m.

Enfin, si a ≥ 2 et m = 3, alors P(n) contient 5 et 7 et n - 1 > 9, mais ne contient
pas 9.

Enfin, Giovanni Ranieri fait l’étude suivante, en distinguant également trois cas.
Si n est impair, 2 appartient à P(n) donc P(n) = [[1, n - 1]] et n est premier.
Si n est pair et premier avec 3, P(n) = {1, 3, … , n - 1} et alors n est une puissance

de 2. En effet, il existe a Œ N* tel que n = 2am où m est impair. Comme m appartient
à {1, 3, … , n - 1}, m est dans P(n) donc 1 = m ⋀ n = m et n = 2a.

Enfin, reste le cas où n est divisible par 6. On écrit alors n = 2a ¥ 3b ¥ n¢ avec 

a, b Œ N* et l’entier n¢ est premier avec 6. On note p le plus petit nombre premier ne
divisant par n. Ainsi,

P(n) = {1, p, 2p - 1, … , k(p - 1) + 1 = n - 1},

où k = j (n) - 1 et j est l’indicatrice d’Euler. L’examen du dernier terme donne la
relation

k(p - 1) = 2a ¥ 3b ¥ n¢ - 2. (3)

On pose alors p - 1 = 2g ¥ m¢, où m¢ est impair et g est strictement positif. La
relation (3) donne

2g-1km¢ = 2a-1 ¥ 3b ¥ n¢ - 1.

Si m¢ > 1, alors un diviseur premier p¢ de m¢ vérifie

2 ⋀ p¢ = 1, 3 ⋀ p¢ = 1, n¢ ⋀ p¢ = 1

donc

p¢ ⋀ n = 1,

et p¢ < p, ce qui contredit la minimalité de p. Ainsi, m¢ = 1 et p = 2g + 1.
Si g est pair, comme P(n) contient au moins trois termes (j (n) = 2 supposerait n

premier), le troisième terme de P(n) est

2 ¥ 2g + 1 ≡ 0 mod 3,

ce qui est impossible puisque 3 n’appartient pas à P(n).
Si g est impair, le second terme de P(n) est

2g + 1 ≡ 0 mod 3,

ce qui aboutit à la même contradiction. Ainsi, dans le troisième cas, P(n) n’est pas en
progression arithmétique.
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