Durée : 4 heures

» Baccalauréat C septembre 1974 Rennes &o

EXERCICE 1

Déterminer tous les entiers naturels 7 tels que 3 + 10" soit divisible par 7.

EXERCICE 2
P est un plan affine euclidien orienté rapporté au repére orthonormé direct (O ;1 7)

Soit I et ] les points de P tels que Ol =7 et 6f = 7 On désigne par R; et Ry les rotations de
/4
centres respectifs I et ] et d’angle +E (mesuré en radians), et par T la translation de vecteur

ﬁ. Soit S la transformation :

S= R] oTo RI.
1. Déterminer la nature de S.

2. Achever la caractérisation de S.

PROBLEME

N. B. - Les parties B et C, sauf une partie de B - 2. sont indépendantes de A.
Les questions C -1. et C - 2. peuvent étre traitées sans qu'une base (o, @1, @) ait été trouvée
enB 3.

Partie A
Soit f une fonction continue sur [-1 ; +1] et telle que, pour tout x élément de [-1 ; +1],
f(x)>0.
On sait qu’alors f fx)dx >0.

On suppose, en outre, qu'il existe un nombre xy de l'intervalle [-1 ; +1] tel que f (xg) # 0,
c’est-a-dire que f n’est pas la fonction nulle sur [-1; +1].

1. Montrer, en utilisant la définition de la continuité d'une fonction, qu'’il existe au moins
un intervalle [a ; b] inclus dans [-1; +1] avec a # b et tel que :

f (xo)

Vxela; bl, |f(x)-f(xo)|<

1
2. En déduire que, pour tout x appartenant a cet intervalle [a; D] : f(x) > 3 f (x0), puis
b
quef fx)dx>o0.
a

+1
3. Montrer alors que f fx)dx>0
-1
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Partie B

Soit E I'ensemble des fonctions polynémes a coefficients réels, définies sur R et de degré
inférieur ou égal a 2.

1. Montrer brievement que E est un espace vectoriel sur R. Quelle est la dimension de
E?
2. Montrer que I'application de E x E dans R définie par :

+1
(f; g)-—>f1 flogx)dx

est un produit scalaire sur E.

(On pourra utiliser A pour démontrer 'une des propriétés du produit scalaire).
+1

On posera ) fgdx=<f,g> ety/<f,g>=Ifl.

3. Vérifier que les fonctions polyndmes Py et Py définies, pour tout x réels, par: Py(x) = 1
et P1(x) = x, sont orthogonales pour ce produit scalaire, c’est-a-dire que < Py, P, >=
0.
Déterminer une fonction polynéme P, de degré 2 orthogonale a la fois a Py et P;.
Calculer || Poll, I P1ll, I P21l
En déduire une base orthonormée (¢, @1, ¢2) de E.

Partie C

Pour toute fonction polyndme P, élément de E, c’est-a-dire a coefficients réels, définie sur R
et de degré inférieur ou égal a 2, on pose

+1
I(P) :f [e* — P(x)] dx.
-1

On se propose de déterminer un polyndme P de degré inférieur ou égal a 2 tel que :

VPeE, I(Pp)<IP) (D

et de calculer I (Py,).
Pour cela, on pose P = agpg + a1@1 + a2, ou ((pg, ¥1, (pz) désigne la base orthonormée
trouvée en B 3. et ag, a1, ay trois nombres réels.

+1

1. Déterminer, sans calcul, f [P(x)]dx en fonction de ay, a; et a,?
-1

2. On suppose connues les intégrales :

+1
a; = f e*p(x)dx, pourielo, 1,2}
-1

Démontrer que :

+1
I(P) = f e? dx + (g — ap)® + (@ — ay)? + (az — ap)?
1

Comment faut-il choisir ag, @; et a» pour que I(P) soit le plus petit possible? En
déduire qu'il existe un polynéme P de E et un seul satisfaisant a (1).
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+1

+1 +1
3. Calculer f e*dx, f xe*dx, f (3x*—1)e"dx.
-1 -1 -1
En déduire :

a. dop, d, Ay.
b. 1(Py).

c. Lexpression explicite de P,,(x) sous la forme a + bx + cx?, avec a, b, c réels.
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