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Physique de laboratoire et de procédés industriels

Calculatrice autorisée 3 heures

Durée de l’épreuve : 4 heures Coefficient : 4

Ce sujet nécessite l’utilisation de deux feuilles de papier millimétré

EXERCICE 1 5 points

1. a. M1 = M0 × (1−0,083) = 100×0,917 = 91,7 (g).

De même M2 = M1 ×0,917 = 91,7×0,917 ≈ 84,1 au dixième près.

b. On a de façon évidente Mn = 0,917Mn−1 = 0,9172 Mn−2 = ·· · =
0,917n ×M0 = 100×0,917n .

La suite (Mn ) est une suite géométrique de premier terme 100 et de raison

0,9107

c. M10 = 100×0,917n ≈ 42,0 g

2. a. On sait que les fonctions solutions sont de la forme M(t) =Ceλt , C ∈R

b. M(0) = 100 ⇐⇒ Ceλ×0 = 100 ⇐⇒ C = 100.

On a donc M(t) = 100eλt .

c. M(1) = 100eλ.

M(1) = 91,7 ⇐⇒ 100eλ = 91,7 ⇐⇒ eλ = 0,917 ⇐⇒ λ = ln 0,917 (par

croissance de la fonction ln) soit λ≈−0,08665.

EXERCICE 2 5 points

1. z ′ = z ⇐⇒ (1+ i)z −2i = z ⇐⇒ iz = 2i ⇐⇒ z = 2.

2. a. On a zA′ = 2 car on a vu à la question précédente que le point A est inva-

riant.

zB′ = (1+ i)zB −2i = (1+ i)× (−1+3i)−2i =−1−3+3i− i−2i =−4.

b. Voir figure à la fin.

c. On a AB = |zB − zA| = |−1+3i−2| = |−3+3i| =
p

9+9 = 3
p

2 ;

AB′ =
∣

∣zB′ − zA

∣

∣= |−4−2| = |−6| = 6 ;

BB′ =
∣

∣zB′ − zB

∣

∣= |−4+1−3i| = |−3+3i| =
p

9+9 = 3
p

2.

D’une part 18+18 = 36 ⇐⇒ AB2 +BB′2 = AB′2 qui montre d’après la ré-

ciproque du théorème de Pythagore que le triangle ABB′ est un triangle

rectangle en B.

D’autre part AB = BB′, donc le triangle ABB′ est un triangle isocèle en B.

3. a. Avec z = x + iy , on obtient z ′ = (1+ i)(x + iy)−2i = x − y + x + i(x + y −2).

On a donc
∣

∣z ′∣
∣

2 = (x − y)2 + (x + y −2)2 =
x2 + y2 −2x y + x2 + y2 +2x y −4x −4y +4 = 2x2 +2y2 −4x −4y +4.

D’autre part
(p

2×|z − (1+ i)|
)2 = 2|z − (1+ i)|2 = 2|x + iy −1− i|2 =

2|(x −1)+ i(y +1)|2 = 2
[

(x −1)2 + (y −1)2
]

= 2
(

x2 + y2 −2x + y2 +1
)

=
2x2 +2y2 −4x −4y +4.

On a donc les mêmes carrés des modules, et par conséquent
∣

∣z ′∣
∣=

p
2×|z − (1+ i)|.

b. On sait que |z| = OM et que |z − (1+ i)| = CM

c. On a d’après la question 3. a. |z ′ | =
p

2×|z| ⇐⇒
p

2×|z−(1+i)| =
p

2|z| ⇐⇒
|z − (1+ i)| = |z| ⇐⇒ CM = OM : autrement dit le point M est équidistant

de O et de C : il appartient à la médiatrice de [OC] qui est (D)
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Problème 10 points

1. On a lim
x→0

1

ex −1
=+∞ et lim

x→0
2x +1 = 1, donc lim

x→0
f (x) =+∞.

Ceci montre que la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale à C au

voisinage de zéro.

2. On a lim
x→+∞

ex =+∞, donc lim
x→+∞

1

ex −1
= 0 et comme lim

x→+∞
2x+1 =+∞, lim

x→+∞
f (x) =

+∞. On a lim
x→+∞

f (x)− (2x+1) = lim
x→+∞

1

ex −1
= 0, ce qui montre que la droite

D d’équation y = 2x +1 est asymptote oblique à la courbe C au voisinage de

plus l’infini. La différence d(x) =
1

ex −1
est du signe du dénominateur ex −1.

Or ex −1> 0 ⇐⇒ ex > 1 ⇐⇒ x > 0, d(x) > 0 : la courbe C est au dessus de D

sur ]0 ; +∞[.

3. a. On a f ′(x) = 2−
ex

(ex −1)2
.

f ′(x) = 2(ex −1)2 −
ex

(ex −1)2
=

2e2x +2−4ex −ex

(ex −1)2
=

2e2x +2−5ex

(ex −1)2
.

Considérons le numérateur N (x) = 2e2x +2−3ex et posons ex = X .

On a alors N (x) = 2X 2 −5X +2 qui est un trinôme en X .

On a ∆= 25−4×2×2 = 25−16 = 9= 32.

L’équation 2X 2−5X +2 = 0 a deux solutions X1 = ex1 =
5+3

4
= 2 et

5−3

4
=

1

2
.

Le trinôme se factorise en 2X 2−5X+2 = 2(X−2)

(

X −
1

2

)

= N (x) = 2(ex −2)

(

ex −
1

2

)

.

Finalement la dérivée s’écrit : f ′(x) = 2

(

ex −
1

2

)

(ex −2)

(e−1)2
.

b. Le dénominateur de f ′(x) est supérieur à zéro : son signe est donc celui

du numérateur :

(

ex −
1

2

)

(ex −2).

On a ex −
1

2
> 0 ⇐⇒ ex >

1

2
⇐⇒ x >− ln 2 (par croissance de la fonction

logarithme népérien) et de même ex −
1

2
< 0 ⇐⇒ ex <

1

2
⇐⇒ x <− ln 2.

ex −2> 0 ⇐⇒ ex > 2 ⇐⇒ x > 2 (par croissance de la fonction logarithme

népérien) et ex −2 < 0 ⇐⇒ ex < 2 ⇐⇒ x < 2.
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On a donc le tableau suivant :

x 0 ln 2 +∞
ex − 1

2

ex −2

f ′(x)

f (x)

+ +
− +0

− 0 +
+∞ +∞

2+2ln 2

4. Voir plus bas.

5. a. f (x) = 2x+1+
1

ex −1
=

2xex −2x +ex −1+1

ex −1
=

2xex −2x +ex

ex −1
=

2x (ex −1)+ex

ex −1
=

2x +
ex

ex −1
.

Par identification on a a = 2, b = 0 et c = 1.

b. Voir plus bas Le tableau de variations montre que f est positive sur ]0 ; +∞[

donc sur [1 ; 3]. L’aire A en unité d’aire de la partie du plan hachurée est

donc égale à l’intégrale :

A =
∫3

1
f (x) dx =

∫3

1

(

2x +
ex

ex −1

)

dx.

Or
ex

ex −1
est de la forme

u′

u
, avec u(x) = ex −1 qui est positif pour x > 0.

Une primitive de
u′

u
est lnu(x) = ln (ex −1).

Donc A =
[

x2 + ln (ex −1)
]3

1 = 32+ln
(

e3 −1
)

−
[

12 + ln
(

e1 −1
)]

= 9+ln
(

e3 −1
)

−
1− ln (e−1) = 8+ ln

(

e3 −1
)

− ln (e−1) (u. a.).

Rem. On peut vérifier sur la figure que l’aire est environ égale à 10,4 u. a..
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