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EXERCICE 1 6 points
Commun a tous les candidats

Les parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante.

Dans une usine, un four cuit des céramiques a la température de 1000 °C. Ala fin de la cuisson, il
est éteint et il refroidit.

On s’intéresse a la phase de refroidissement du four, qui débute des I'instant ot il est éteint.
La température du four est exprimée en degré Celsius (° C).

La porte du four peut étre ouverte sans risque pour les céramiques des que sa température est
inférieure a 70 °C. Sinon les céramiques peuvent se fissurer, voire se casser.

Partie A

Pour un nombre entier naturel n, on note T;, la température en degré Celsius du four au bout de
n heures écoulées a partir de 'instant ot il a été éteint. On a donc Ty = 1000.
La température T, est calculée par I'algorithme suivant :

T — 1000
Pouriallantdelan

T—0,82xT+3,6
Fin Pour

1. Déterminer la température du four, arrondie a 'unité, au bout de 4 heures de refroidisse-
ment.

2. Démontrer que, pour tout nombre entier naturel n, ona : T,, = 980 x 0,82" + 20.

3. Aubout de combien d’heures le four peut-il étre ouvert sans risque pour les céramiques?

Partie B

Dans cette partie, on note ¢ le temps (en heure) écoulé depuis I'instant ou le four a été éteint.
La température du four (en degré Celsius) a I'instant ¢ est donnée par la fonction f définie, pour
tout nombre réel ¢ positif, par :

f) = ae_é + b,

ol a et b sont deux nombres réels. )
On admet que [ vérifie la relation suivante : f'(1) + = f)=4.

1. Déterminer les valeurs de a et b sachant qu’initialement, la température du four est de
1000 °C, c’est-a-dire que f(0) = 1000.

2. Pour la suite, on admet que, pour tout nombre réel positif 7 :

£(2) =980e”5 +20.

a. Déterminer la limite de f lorsque ¢ tend vers +oo.

b. Etudier les variations de f sur [0 ; +ool.
En déduire son tableau de variations complet.

c. Avec ce modele, aprés combien de minutes le four peut-il étre ouvert sans risque pour
les céramiques?

3. Latempérature moyenne (en degré Celsius) du four entre deux instants #; et 7 est donnée

7]
ar: (p)de.
P b=t Jy !




A.P.M.E.P.

Baccalauréat S

a. Alaide de la représentation graphique de f ci-dessous, donner une estimation de la

température moyenne 6 du four sur les 15 premiéres heures de refroidissement.

Expliquer votre démarche.
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temps écoulé (en heure)

b. Calculer la valeur exacte de cette température moyenne 6 et en donner la valeur ar-

rondie au degré Celsius.

abaissement de température (en degré Celsius) du

4. Dans cette question, on s’intéresse a I’

four au cours d'une heure, soit entre deux instants ¢ et (¢ + 1). Cet abaissement est donné

par la fonction d définie, pour tout nombre rée

f@)—-f+1).

)

1 ¢ positif, par: d(1)

I

e

980(1—e—%

a. Vérifier que. pour tout nombre réel ¢ positif : d(¢)

b. Déterminer la limite de d(¢) lorsque ¢ tend vers +oo.

Quelle interprétation peut-on en donner?

4 mai 2018
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EXERCICE 2 4 points
Commun a tous les candidats

—_ —
Le plan est muni d'un repere orthonormé (O U, v )

Les points A, B et C ont pour affixes respectives a=—4, b=2et c =4.

1. On considere les trois points A’, B’ et C' d’affixes respectives a’ =ja, b’ =jb et ¢’ = jc ol j est

V3

1
le nombre complexe — > + 17.

a. Donner la forme trigonométrique et la forme exponentielle de j.
En déduire les formes algébriques et exponentielles de @', b’ et ¢’.

b. Les points A, B et C ainsi que les cercles de centre O et de rayon 2, 3 et 4 sont repré-
sentés sur le graphique fourni en Annexe.

Placer les points A’, B’ et C' sur ce graphique.

2. Montrer que les points A’, B et C’ sont alignés.

3. On note M le milieu du segment [A’C], N le milieu du segment [C'C] et P le milieu du seg-
ment [C'A].
Démontrer que le triangle MNP est isocele.

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

Une entreprise conditionne du sucre blanc provenant de deux exploitations U et V en paquets de
1 kg et de différentes qualités.

Le sucre extra fin est conditionné séparément dans des paquets portant le label « extra fin ».

Les parties A, B et C peuvent étre traitées de facon indépendante.

Dans tout I’exercice, les résultats seront arrondis, si nécessaire, au millieme.

Partie A

Pour calibrer le sucre en fonction de la taille de ses cristaux, on le fait passer au travers d'une série
de trois tamis positionnés les uns au-dessus des autres et posés sur un récipient a fond étanche.
Les ouvertures des mailles sont les suivantes :

Tamisl:O,Smm Prrrrrrrrrrerrrrrrrrrrerrrrrrerererrrr g

Tamis 2 : 0,5 mm

—-
—-

Tamis 3 : 0,2 mm —ey Lo
————

Récipient a fond étanche

Les cristaux de sucre dont la taille est inférieure a 0,2 mm se trouvent dans le récipient a fond
étanche a la fin du calibrage. Ils seront conditionnés dans des paquets portant le label « sucre
extra fin ».

1. On préléve au hasard un cristal de sucre de I'exploitation U. La taille de ce cristal, exprimée
en millimetre, est modélisée par la variable aléatoire Xy qui suitla loi normale de moyenne
tu =0,58 mm et d’écart type oy = 0,21 mm.

a. Calculer les probabilités des évenements suivants : Xy <0,2 et 0,5 < Xy <0,8.

b. On fait passer 1800 grammes de sucre provenant de |'exploitation U au travers de la
série de tamis.
Déduire de la question précédente une estimation de la masse de sucre récupérée
dans le récipient a fond étanche et une estimation de la masse de sucre récupérée
dans le tamis 2.

Pondichéry 5 4 mai 2018
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2. On préleve au hasard un cristal de sucre de I'exploitation V. La taille de ce cristal, exprimée
en millimetre, est modélisée par la variable aléatoire Xy qui suit la loi normale de moyenne
pv = 0,65 mm et d'écart type oy a déterminer.

Lors du calibrage d’'une grande quantité de cristaux de sucre provenant de I'exploitation V,
on constate que 40 % de ces cristaux se retrouvent dans le tamis 2.
Quelle est la valeur de I'écart type oy de la variable aléatoire Xy ?

Partie B

Dans cette partie, on admet que 3 % du sucre provenant de I'exploitation U est extra fin et que
5% du sucre provenant de I'exploitation V est extra fin.

On préleve au hasard un paquet de sucre dans la production de I'entreprise et, dans un souci de
tracabilité, on s’intéresse a la provenance de ce paquet.

On considére les évenements suivants :

e U :«Le paquet contient du sucre provenant de 'exploitation U »;

V : «Le paquet contient du sucre provenant de I'exploitation V »;

E : «Le paquet porte le label "extra fin" ».

1. Dans cette question, on admet que I'entreprise fabrique 30 % de ses paquets avec du sucre
provenant de I'exploitation U et les autres avec du sucre provenant de I'exploitation V, sans
mélanger les sucres des deux exploitations.

a. Quelle est la probabilité que le paquet prélevé porte le label « extra fin »?

b. Sachant qu'un paquet porte le label « extra fin », quelle est la probabilité que le sucre
qu'il contient provienne de I'exploitation U?

2. Lentreprise souhaite modifier son approvisionnement aupres des deux exploitations afin
que parmi les paquets portant le label « extra fin », 30 % d’entre eux contiennent du sucre
provenant de l'exploitation U.

Comment doit-elle s’approvisionner aupres des exploitations U et V?
Toute trace de recherche sera valorisée dans cette question.

Partie C

1. Lentreprise annonce que 30% des paquets de sucre portant le label « extra fin» qu’elle
conditionne contiennent du sucre provenant de I'exploitation U.

Avant de valider une commande, un acheteur veut vérifier cette proportion annoncée. Il
préleve 150 paquets pris au hasard dans la production de paquets labellisés « extra fin » de
I'entreprise. Parmi ces paquets, 30 contiennent du sucre provenant de I’exploitation U.

A-t-il des raisons de remettre en question 'annonce de I'entreprise ?
2. L'année suivante, I'entreprise déclare avoir modifié sa production. Lacheteur souhaite es-

timer la nouvelle proportion de paquets de sucre provenant de I'exploitation U parmi les
paquets portant le label « extra fin ».

11 préleve 150 paquets pris au hasard dans la production de paquets labellisés « extra fin »
de l'entreprise. Parmi ces paquets 42 % contiennent du sucre provenant de I'exploitation
U.

Donner un intervalle de confiance, au niveau de confiance 95 %, de la nouvelle proportion
de paquets labellisés « extra fin » contenant du sucre provenant de I'exploitation U.

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Dans I'espace muni du repere orthonormé (O ; 7, 7, 75) d’unité 1 cm, on considere les points
A, B, C et D de coordonnées respectives (2;1;4), (4; =1, 0),(0; 3; 2) et (4; 3; —2).

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (CD).
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2. Soit M un point de la droite (CD).

a.
b.

Déterminer les coordonnées du point M tel que la distance BM soit minimale.

On note H le point de la droite (CD) ayant pour coordonnées (3 ; 3 ; —1). Vérifier que
les droites (BH) et (CD) sont perpendiculaires.

. Montrer que I'aire du triangle BCD est égale a 12 cm?.

2

. Démontrer que le vecteur n | 1 | est un vecteur normal au plan (BCD).

2

. Déterminer une équation cartésienne du plan (BCD).

c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant par A et orthogo-

nale au plan (BCD).

. Démontrer que le point I, intersection de la droite A et du plan (BCD) a pour coor-

) (2 1 8)
données [—; —; —|.
3 3 3

4. Calculer le volume du tétraedre ABCD.

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

A toute lettre de 'alphabet on associe un nombre entier x compris entre 0 et 25 comme indiqué
dans le tableau ci-dessous :

Lettre A B C D E F G H I J K L M
X 0 1 2 3 4 6 7 8 9 10 11 12
Lettre N ¢} P T U \% W X Y Z
X 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Le « chiffre de RABIN » est un dispositif de cryptage asymétrique inventé en 1979 par I'informati-
cien Michael Rabin.

Alice veut communiquer de maniere sécurisée en utilisant ce cryptosystéme. Elle choisit deux
nombres premiers distincts p et g. Ce couple de nombres est sa clé privée qu’elle garde secrete.
Elle calcule ensuite n = p x g et elle choisit un nombre entier naturel Btelque 0 < B < n—-1.

Si Bob veut envoyer un message secret a Alice, il le code lettre par lettre.

Le codage d’'une lettre représentée par le nombre entier x est le nombre y tel que:

y=x(x+B) [n] avec 0 < y < n.

Dans tout I'exercice on prend p=3,g=11doncn=px g=33 et B=13.

Partie A : Cryptage

Bob veut envoyer le mot « NO » a Alice.

1. Montrer que Bob code la lettre « N » avec le nombre 8.

2. Déterminer le nombre qui code la lettre « O ».

Partie B : Décryptage

Alice a recu un message crypté qui commence par le nombre 3.
Pour décoder ce premier nombre, elle doit déterminer le nombre entier x tel que :

x(x+13) =3 [33] avec 0 < x < 26.

1. Montrer que x(x + 13) = 3 [33] équivaut a (x +23) = 4 [33].

. 2 _ R \ e , (x+23)?2 = 4]3]
2. a. Montrer que si (x+23)“ =4 [33] alors le systéme d’équations { (x+23% = 4[11]
est vérifié.
7 4 mai 2018
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L. [ (x+23)%2 = 413 .
Réciproquement, montrer que si { (x+232 = 4[] alors (x +23)° =4 [33].
L _ (x+23)2 = 1[3]
En déduire que x(x+13) =3 [33] — { (x+23? = 4[11]

. Déterminer les nombres entiers naturels a tels que 0 < a < 3 et at=1[3.

b. Déterminer les nombres entiers naturels b tels que 0 < b < 11 et b? = 4 [11].

a. En déduire que x(x+13) =3 [33] équivaut aux quatre systémes suivants :

(3]
[11]

{:

On admet que chacun de ces systémes admet une unique solution entiére x telle que
0<x<33.
Déterminer, sans justification, chacune de ces solutions.

2 [3] ou{ X

0 [3] X
8 [11] x 1 ou

2 3] x
[11] X ou

0
1 [11] X 8

5. Compléter I'algorithme en Annexe pour qu’il affiche les quatre solutions trouvées dans la
question précédente.

6. Alice peut-elle connaitre la premiére lettre du message envoyé par Bob?

Le « chiffre de RABIN » est-il utilisable pour décoder un message lettre par lettre?

Pondichéry
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A COMPLETER ET A REMETTRE AVEC LA COPIE

ANNEXE

EXERCICE 2
" T
v
A o| — B C
u
" \ /
\ /
EXERCICE 4 (spécialité)
Pour ...... allant de ...... A
Sile reste de la division de ....... par ....... estégala....... alors
Afficher .......
Fin Si
Fin Pour
Pondichéry 9

4 mai 2018



Durée : 4 heures

«» Baccalauréat S Liban 29 mai 2018 e

Exercice 1 3 points
Commun a tous les candidats

Les quinze jours précédant la rentrée universitaire, le standard téléphonique d’'une mutuelle étu-
diante enregistre un nombre record d’appels.

Les appelants sont d’abord mis en attente et entendent une musique d’ambiance et un message
préenregistré.

Lors de cette premieére phase, le temps d’attente, exprimé en secondes, est modélisé par la va-
riable aléatoire X qui suit la loi exponentielle de parametre A = 0,02 s7!.

Les appelants sont ensuite mis en relation avec un chargé de clientéle qui répond a leurs ques-
tions.

Le temps d’échange, exprimé en secondes, lors de cette deuxieme phase est modélisé par la va-
riable aléatoire Y, exprimée en secondes, qui suit la loi normale d’espérance p = 96 s et d’écart-
type o =26s.

1. Quelle est la durée totale moyenne d’'un appel au standard téléphonique (temps d’attente
et temps d’échange avec le chargé de clientele) ?

2. Un étudiant est choisi au hasard parmi les appelants du standard téléphonique.
a. Calculer la probabilité que I'étudiant soit mis en attente plus de 2 minutes.

b. Calculer la probabilité pour que le temps d’échange avec le conseiller soit inférieur a
90 secondes.

3. Une étudiante, choisie au hasard parmi les appelants, attend depuis plus d'une minute
d’étre mise en relation avec le service clientéle. Lasse, elle raccroche et recompose le nu-
méro. Elle espére attendre moins de trente secondes cette fois-ci.

Le fait de raccrocher puis de rappeler augmente-t-il ses chances de limiter a 30 secondes
I'attente supplémentaire ou bien aurait-elle mieux fait de rester en ligne?

EXERCICE 2 3 points
Commun a tous les candidats

1. Donner les formes exponentielle et trigonométrique des nombres complexes 1 +iet1—i.

2. Pour tout entier naturel 7, on pose
Sp=0+D"+1-1)"

a. Déterminer la forme trigonométrique de S;,.

b. Pour chacune des deux affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse en justi-
fiant la réponse. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte et l'absence de
réponse n'est pas pénalisée.

Affirmation A : Pour tout entier naturel n, le nombre complexe S;, est un nombre réel.
Affirmation B : Il existe une infinité d’entiers naturels n tels que S,, = 0.
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EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Lobjectif de cet exercice est d’étudier les trajec-
toires de deux sous-marins en phase de plongée.
On considere que ces sous-marins se déplacent
en ligne droite, chacun a vitesse constante.

A chaque instant ¢, exprimé en minutes, le pre-
mier sous-marin est repéré par le point S; ()
et le second sous-marin est repéré par le point

—>—>—>)

S»(#) dans un repere orthonormé (O 1, ], k

dontl'unité estle metre.
Le plan défini par (O; 1, j | représente la surface de la mer. La cote z est nulle au niveau de la

mer, négative sous I'eau.

1. On admet que, pour tout réel ¢ > 0, le point S;(¢) a pour coordonnées :

x(r) = 140-60¢
y) = 105-90¢
z(t) = -170-30¢

a. Donner les coordonnées du sous- marin au début de I'observation.
b. Quelle est la vitesse du sous-marin?
c. On se place dans le plan vertical contenant la trajectoire du premier sous-marin.

niveau de la mer

Déterminer I'angle a que forme la trajectoire du sous-marin < a
avec le plan horizontal. I
On donnera I'arrondi de a a 0,1 degré pres. \

2. Au début de I'observation, le second sous-marin est situé au point S»(0) de coordonnées
(68; 135; —68) et atteint au bout de trois minutes le point S (3) de coordonnées (—202; —405; —248)
avec une vitesse constante.
A quel instant ¢, exprimé en minutes, les deux sous-marins sont-ils 4 la méme profondeur?

EXERCICE 4 5 points
Commun a tous les candidats

On considére, pour tout entier n > 0, les fonctions f;, définies sur I'intervalle [1; 5] par :

Inx
fn (x) = ?
. Pour tout entier n > 0, on note €6, la courbe représentative de la fonction f;, dans un repere
orthogonal.
Sur le graphique ci-dessous sont représentées les courbes €6, pour n appartenanta {1; 2; 3; 4}.

1. Montrer que, pour tout entier n > 0 et tout réel x de 'intervalle [1; 5] :

1-nIn(x)
xn+1

fu®) =

Liban 11 29 mai 2018
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2. Pour tout entier n > 0, on admet que la fonction f;, admet un maximum sur l'intervalle
(1;5].
On note A, le point de la courbe €6, ayant pour ordonnée ce maximum.
Montrer que tous les points A, appartiennent a une méme courbe I' d’équation

= lln(x)
y= o .

3. a. Montrer que, pour tout entier n > 1 et tout réel x de I'intervalle [1; 5] :

In(x) < In(5) '

0< =

xn

b. Montrer que pour tout entier 7> 1:

51 1 1
L odx= (1__).
1 xn n-1 5n-1

c. Pour tout entier n > 0, on s’intéresse a l'aire, exprimée en unités d’aire, de la sur-
face sous la courbe f;, c’est-a-dire 'aire du domaine du plan délimité par les droites
d’équations x =1, x =5, y =0 etla courbe €,,.

Déterminer la valeur limite de cette aire quand n tend vers +oo.

EXERCICE 5 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Un jeu de hasard sur ordinateur est paramétré de la facon suivante :
+ Silejoueur gagne une partie, la probabilité qu’il gagne la partie suivante est i ;
+ Silejoueur perd une partie, la probabilité qu’il perde la partie suivante est % ;
+ La probabilité de gagner la premiére partie est ! .

Pour tout entier naturel 7 non nul, on note G, I'évenement «la n¢ partie est gagnée » et on note

1
pn la probabilité de cet évenement. On a donc p; = e

7

1. Montrer que p = —.
que p2 16

1

1
2. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, p4+; = — 1 Pn+ 5

3. On obtient ainsi les premieres valeurs de p;, :

n 1 2 3 4 5 6 7
Pn 0,25 0,4375 | 0,3906 | 0,4023 | 0,3994 | 0,4001 | 0,3999

Quelle conjecture peut-on émettre?
2

4. On définit, pour tout entier naturel z non nul, la suite (u,) par u, = p, — 5

a. Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

2 3 ( 1)"!
b. En déduire que, pour tout entier naturel n nonnul, p,, = - — — (_Z) .

c. Lasuite (p,) converge-t-elle? Interpréter ce résultat.

EXERCICE 5 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Liban 12 29 mai 2018
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On définit la suite de réels (a,) par :

aop = 0
a) = 1
ap+1 = ap+tap-1 pour n=1.

On appelle cette suite la suite de Fibonacci.

1. Recopier et compléter I'algorithme ci-dessous pour qu’a la fin de son exécution la variable
A contienne le terme a;,.

A0
B—1
Pouriallantdelan:
C—A+B
A—...
B—...
Fin Pour

N OO W -

On obtient ainsi les premiéres valeurs de la suite a, :

n

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

An

0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

1 0

2. Soit la matrice A= (l 1).

Calculer A%, A3 et A%.

Vérifier que A = (8 5).

5 3

3. On peut démontrer, et nous admettrons, que pour tout entier naturel 7 non nul,

Al = (ﬂn+1 (2273 )
an ap-1

. Soit p et g deux entiers naturels non nuls. Calculer le produit A” x A9 et en déduire

que

Aprq = ap X Qg1+ Ap-1 % Agq.

. En déduire que si un entier r divise les entiers a, et ag, alors r divise également ap. 4.

c. Soit p un entier naturel non nul.

Liban

Démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence sur rn, que pour tout entier
naturel 7 non nul, a, divise a;.

. Soit n un entier supérieur ou égal a 5. Montrer que si n est un entier naturel qui n’est

pas premier, alors a, n’est pas un nombre premier.

. On peut calculer a19 =4181 =37 x 113.

Que penser de la réciproque de la propriété obtenue dans la question 4. a.?

13 29 mai 2018
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Exercice 1 6 points
Commun a tous les candidats

On étudie certaines caractéristiques d’'un supermarché d’une petite ville.

Partie A - Démonstration préliminaire

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 0, 2.
On rappelle que I'espérance de la variable aléatoire X, notée E(X), est égale a:

X
lim 0,2te~ %! dr.
x—+00 J

Le but de cette partie est de démontrer que E(X) = 5.

1. On note g la fonction définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par g(¢) = 0,2re~021,
On définit la fonction G sur l'intervalle [0; +oo[ par G(¢) = (—f— 5)e 0L,
Vérifier que G est une primitive de g sur l'intervalle [0 ; +ool.

2. En déduire que la valeur exacte de E(X) est 5.

Indication : on pourra utiliser, sans le démontrer, le résultat suivant :

lim xe %?*=0.
X—+00

Partie B - Etude de la durée de présence d’un client dans le supermarché

Une étude commandée par le gérant du supermarché permet de modéliser la durée, exprimée en
minutes, passée dans le supermarché par un client choisi au hasard par une variable aléatoire T.
Cette variable T suit une loi normale d’espérance 40 minutes et d’écart type un réel positif noté
.

Grace a cette étude, on estime que P(T < 10) = 0,067.

1. Déterminer une valeur arrondie du réel o a la seconde pres.

2. Dans cette question, on prend o = 20 minutes. Quelle est alors la proportion de clients qui
passent plus d’'une heure dans le supermarché?

Partie C - Durée d’attente pour le paiement

Ce supermarché laisse le choix au client d’utiliser seul des bornes automatiques de paiement ou
bien de passer par une caisse gérée par un opérateur.

1. La durée d’attente a une borne automatique, exprimée en minutes, est modélisée par une

variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de parameétre 0,2 min~".

a. Donner la durée moyenne d’attente d’'un client a une borne automatique de paie-
ment.

b. Calculer la probabilité, arrondie a 1073, que la durée d’attente d'un client a une borne
automatique de paiement soit supérieure a 10 minutes.

2. L'étude commandée par le gérant conduit a la modélisation suivante :
e parmi les clients ayant choisi de passer a une borne automatique, 86 % attendent
moins de 10 minutes;

e parmi les clients passant en caisse, 63 % attendent moins de 10 minutes.
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On choisit un client du magasin au hasard et on définit les événements suivants :

B : «le client paye a une borne automatique »;

B : «le client paye a une caisse avec opérateur »;

S : «la durée d’attente du client lors du paiement est inférieure a 10 minutes ».

Une attente supérieure a dix minutes a une caisse avec opérateur ou a une borne automa-
tique engendre chez le client une perception négative du magasin. Le gérant souhaite que
plus de 75 % des clients attendent moins de 10 minutes.

Quelle est la proportion minimale de clients qui doivent choisir une borne automatique de
paiement pour que cet objectif soit atteint?

Partie D - Bons d’achat

Lors du paiement, des cartes a gratter, gagnantes ou perdantes, sont distribuées aux clients. Le
nombre de cartes distribuées dépend du montant des achats. Chaque client a droit a une carte a
gratter par tranche de 10 € d’achats.

Par exemple, sile montant des achats est 58,64 €, alors le client obtient 5 cartes; sile montant est
124,31 €, le client obtient 12 cartes.

Les cartes gagnantes représentent 0,5 % de I'ensemble du stock de cartes. De plus, ce stock est
suffisamment grand pour assimiler la distribution d’'une carte a un tirage avec remise.

1. Un client effectue des achats pour un montant de 158,02 €.
Quelle est la probabilité, arrondie a2 1072, qu’il obtienne au moins une carte gagnante?

2. A partir de quel montant d’achats, arrondi 4 10 €, la probabilité d’obtenir au moins une
carte gagnante est-elle supérieure a 50 %?

Exercice 2 4 points
Commun a tous les candidats

Lors d'une expérience en laboratoire, on lance un projec- | . 7\
tile dans un milieu fluide. Lobjectif est de déterminer pour 2 f \
quel angle de tir 0 par rapport a 'horizontale la hauteur du o \
projectile ne dépasse pas 1,6 metre. /
Comme le projectile ne se déplace pas dans I'air mais dans ; / \

un fluide, le modeéle parabolique usuel n’est pas adopté. 1,0 . \
On modélise ici le projectile par un point qui se déplace, 4 \
dans un plan vertical, sur la courbe représentative de la / \
fonction f définie sur I'intervalle [0; 1[ par:

fx)=bx+2In(1-x) 2,5 i

ol b est un parametre réel supérieur ou égal a 2, x est
I'abscisse du projectile, f(x) son ordonnée, toutes les deux
exprimées en metres. 0 \

0 05 1,0

T~

1. La fonction f est dérivable sur I'intervalle [0; 1[. On note f’ sa fonction dérivée.

On admet que la fonction f posséde un maximum sur I'intervalle [0; 1] et que, pour tout
réel x de l'intervalle [0; 1] :

—bx+b-2

I
fx)= -

2
Montrer que le maximum de la fonction f est égala b—2+2In (5)

2. Déterminer pour quelles valeurs du parameétre b la hauteur maximale du projectile ne dé-
passe pas 1,6 metre.

Amérique du Nord 15 29 mai 2018
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3. Dans cette question, on choisit b = 5,69.

Langle de tir 8 correspond a I’angle entre ’axe des abscisses et la tangente a la courbe de la
fonction f au point d’abscisse 0 comme indiqué sur le schéma donné ci-dessus.

Déterminer une valeur approchée au dixieme de degré pres de 'angle 6.

Exercice 3 5 points
Commun a tous les candidats

On se place dans I'espace muni d'un repére orthonormé dont I'origine est le point A.
On considere les points B(10; —8; 2), C(—1; —8; 5) et D(14; 4; 8).

1. a. Déterminer un systeme d’équations paramétriques de chacune des droites (AB) et
(CD).
b. Vérifier que les droites (AB) et (CD) ne sont pas coplanaires.
2. On considere le point I de la droite (AB) d’abscisse 5 et le point J de la droite (CD) d’abscisse
4.
a. Déterminer les coordonnées des points I et J et en déduire la distance IJ.
b. Démontrer que la droite (IJ) est perpendiculaire aux droites (AB) et (CD).
La droite (IJ) est appelée perpendiculaire commune aux droites (AB) et (CD).

3. Cette question a pour but de vérifier que la distance IJ est la distance minimale entre les
droites (AB) et (CD).
Sur le schéma ci -dessous on a représenté les droites (AB) et (CD), les points I et ], et la
droite A parallele a la droite (CD) passant par I.

On considére un point M de la droite (AB) distinct du point I.
On consideére un point M’ de la droite (CD) distinct du point J.

(CD)

I M (AB)

a. Justifier que la parallele a la droite (IJ) passant par le point M’ coupe la droite A en un
point que I'on notera P.

b. Démontrer que le triangle MPM' est rectangle en P.

c. Justifier que MM’ > I] et conclure.

Exercice 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Les deux graphiques donnés en annexe seront a compléter et a rendre avec la copie
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Un scooter radio commandé se déplace en ligne droite a la vitesse constante de 1 m.s™'. Il est
poursuivi par un chien qui se déplace a la méme vitesse.

On représente la situation vue de dessus dans un repere orthonormé du plan d'unité 1 meétre.
Lorigine de ce repere est la position initiale du chien. Le scooter est représenté par un point
appartenant a la droite d’équation x = 5. Il se déplace sur cette droite dans le sens des ordonnées
croissantes.

Dans la suite de I'exercice, on étudie deux modélisations différentes de la trajectoire du chien.

Partie A - Modélisation a I'aide d’'une suite

La situation est représentée par le graphique n° 1 donné en annexe.

Al'instant initial, le scooter est représenté par le point Sy. Le chien qui le poursuit est représenté
par le point My. On considere qu’'a chaque seconde, le chien s’oriente instantanément en direc-
tion du scooter et se déplace en ligne droite sur une distance de 1 metre.

Ainsi, a I'instant initial, le chien s’oriente en direction du point Sy, et une seconde plus tard il se
trouve un metre plus loin au point M. A cet instant, le scooter est au point S;. Le chien s'oriente
en direction de S; et se déplace en ligne droite en parcourant 1 metre, et ainsi de suite.

On modélise alors les trajectoires du chien et du scooter par deux suites de points notées (M,,) et
(Sn).

Au bout de n secondes, les coordonnées du point S, sont (5; n). On note (xn ; yn) les coordon-
nées du point M.

1. Construire sur le graphique n° 1 donné en annexe les points M, et Ms.

2. Onnote d, la distance entre le chien etle scooter n secondes apres le début de la poursuite.
On adoncd, = M,S,.
Calculer dg et d;.

1
3. Justifier que le point M, a pour coordonnées (1 +—; —)

V17 17

4. On admet que, pour tout entier naturel 7 :

5—-x,
Xpn+1 = Xpt
n
T
Yns1 = Ynt ,

a. Le tableau ci-dessous, obtenu al’aide d'un tableur, donne les coordonnées des points
M, et S, ainsi que la distance d, en fonction de n. Quelles formules doit-on écrire
dans les cellules C5 et F5 et recopier vers le bas pour remplir les colonnes C et F?

A B | C D | E F
1 n M, Sn dy
2 Xn Vn 5 n
3 0 0 0 5 0 5
4 1 1 0 5 1 4,12310563
5 2 1,9701425 | 0,24253563 5 2 3,50267291
6 3 2,83515547 0,74428512) 5 3 3,126 467 89
7 4 3,52758047 1,46577498 5 4 2,930924 04
28 24 4,99979751 21,226834 2 5 24 2,7731658
29 25 4,99987053 22,226834 2 5 25 2,7731658

b. On admet que la suite (d,) est strictement décroissante.
Justifier que cette suite est convergente et conjecturer sa limite a I'aide du tableau.

Partie B - Modélisation a 'aide d’une fonction

On modélise maintenant la trajectoire du chien a I'aide de la courbe & de la fonction f définie
pour tout réel x de l'intervalle [0; 5[ par:
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f(x)=-2,5In(1-0,2x) —0,5x+0, 05x2.

Cela signifie que le chien se déplace sur la courbe & de la fonction f.

1. Lorsque le chien se trouve au point M de coordonnées (x ; f(x)) de la courbe &, ou x
appartient a l'intervalle [0; 5], le scooter se trouve au point S, d’'ordonnée notée ys. Ainsi
le point S a pour coordonnées (5; ys). La tangente a la courbe & au point M passe par le
point S. Cela traduit le fait que le chien s’oriente toujours en direction du scooter. On note
d(x) la distance MS entre le chien et le scooter lorsque M a pour abscisse x.

a. Sur le graphique n° 2 donné en annexe, construire, sans calcul, le point S donnant la
position du scooter lorsque le chien se trouve au point d’abscisse 3 de la courbe & et
lire les coordonnées du point S.

b. On note f’ la fonction dérivée de la fonction f sur I'intervalle [0; 5[ et on admet que,
pour tout réel x de I'intervalle [0; 5 :

Déterminer par le calcul une valeur approchée au centieme de 'ordonnée du point S
lorsque le chien se trouve au point d’abscisse 3 de la courbe &.
2. On admet que d(x) =0, 1x2—x+5 pour tout réel x de I'intervalle [0; 5].

Justifier qu’au cours du temps la distance MS se rapproche d’une valeur limite que 'on
déterminera.

Exercice 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Dans une région, on s’'intéresse a la cohabitation de deux espéces animales : les campagnols et
les renards, les renards étant les prédateurs des campagnols.

Au 1°'juillet 2012, on estime qu’il y a dans cette région approximativement deux millions de cam-
pagnols et cent-vingt renards.

On note u, le nombre de campagnols et v, le nombre de renards au 1¢" juillet de 'année 2012+ n.

Partie A - Un modele simple

On modélise I'évolution des populations par les relations suivantes :

= 1,1u, —2000 .
{ Un+1 Un Un pour tout entier 7 > 0, avec ug = 2000000 et vy = 120.

Unii = 2x1075u,+0,6v,

N . u .
1. a. On considere la matrice colonne U, = (U”) pour tout entier n > 0.
n

Déterminer la matrice A telle que U+ = A x U, pour tout entier n et donner la ma-

trice Uyp.
b. Calculer le nombre de campagnols et de renards estimés grace a ce modele au 1¢
juillet 2018.
: . (20000 5000\ (1 0 .1 (1 -=5000
2. Soit les matrices P = ( 1 1 ), = (0 0,7) et = 15000 (_1 20000).

On admet que P! est la matrice inverse de la matrice P et que A= P x Dx P!,
a. Montrer que pour tout entier naturel n, Uy, = P x D" x P~! x Up.

b. Donner sans justification I'expression de la matrice D" en fonction de n.
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c. On admet que, pour tout entier naturel 7 :

2,8x107 +2x10% x0,7"

Un
15
1400 +400 x 0, 7"
15

Un =

Décrire I’évolution des deux populations.

Partie B - Un modeéle plus conforme a la réalité

Dans la réalité, on observe que si le nombre de renards a suffisamment baissé, alors le nombre
de campagnols augmente a nouveau, ce qui n’est pas le cas avec le modele précédent.

On construit donc un autre modele, plus précis, qui tient compte de ce type d’observations a
l'aide des relations suivantes :

pour tout entier n > 0, avec up =2000000et v = 120.

Up+1 = 1,1u, —0,001u, x v,
Un+l 2x107 Uy x vy + 0,60,
Le tableau ci-dessous présente ce nouveau modele sur les 25 premiéres années en donnant les
effectifs des populations arrondis a l'unité :

A \ B C

1 Modele de la partie B

2 n Uy U
3 0 2000000 120
4 1 1960000 120
5 2 1920800 119
6 3 1884228 117
7 4 1851905 114
8 5 1825160 111
9 6 1804988 107
10 7 1792049 103
11 8 1786692 99
12 9 1789005 94
13 10 1798854 91
14 11 1815930 87
15 12 1839780 84
16 13 1869827 81
17 14 1905378 79
18 15 1945622 77
19 16 1989620 77
20 17 2036288 76
21 18 2084374 77
22 19 2132440 78
23 20 2178846 80
24 21 2221746 83
25 22 2259109 87
26 23 2288766 91
27 24 2308508 97

1. Quelles formules faut-il écrire dans les cellules B4 et C4 et recopier vers le bas pour remplir
les colonnes B et C?

2. Avecle deuxieme modéle, a partir de quelle année observe-t-on le phénomene décrit (baisse
des renards et hausse des campagnols) ?
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Partie C

Dans cette partie on utilise le modele de la partie B.

Est - il possible de donner a ug et vy des valeurs afin que les deux populations restent stables
d’une année sur I'autre, c’est-a-dire telles que pour tout entier naturel 7 on ait ;11 = U, €t vy =
v, ? (On parle alors d’état stable.)
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Annexe
A rendre avec la copie EXERCICE 4
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
Partie A, question 1
Graphique n° 1
4
S3
3
So
2
S1
1
So
0
oMo 1 My 2 3 4 5
Partie B, question 1
Graphique n° 2
5 -]
4
’ /
2
Y,
1 /
. __4/
0 1 2 3 4 5
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Exercice 1 4 points
Pour tous les candidats

Dans une usine, on se propose de tester un prototype de hotte aspirante pour un local industriel.
Avant de lancer la fabrication en série, on réalise I'expérience suivante : dans un local clos équipé
du prototype de hotte aspirante, on diffuse du dioxyde de carbone (CO,) a débit constant.

Dans ce qui suit, ¢ est le temps exprimé en minute.

Alinstant t = 0, la hotte est mise en marche et on la laisse fonctionner pendant 20 minutes. Les
mesures réalisées permettent de modéliser le taux (en pourcentage) de CO, contenu dans le local
au bout de ¢ minutes de fonctionnement de la hotte par I'expression f(¢), ou f est la fonction
définie pour tout réel ¢ de l'intervalle [0; 20] par :

f(£)=(0,8t+0,2)e " +0,03.

t |0 L75 20

On donne ci-contre le tableau de variation de la fonc- | f/(7) + 0 -

tion f surl'intervalle [0; 20].

Ainsi, la valeur f(0) = 0,23 traduit le fait que le taux de
CO; al'instant 0 est égal a 23 %. f

0,23

1. Dans cette question, on arrondira les deux résultats au millieme.
a. Calculer f(20).
b. Déterminer le taux maximal de CO, présent dans le local pendant I'expérience.

2. On souhaite que le taux de CO; dans le local retrouve une valeur V inférieure ou égale a
3,5%.

a. Justifier qu’il existe un unique instant 7T satisfaisant cette condition.
b. On considere I'algorithme suivant :

t<—1,75
p—0,1
V0,7
Tant que V > 0,035
t—t+p
V (0,8t +0,2)e %% +0,03
Fin Tant que

Quelle est la valeur de la variable ¢ a la fin de 'algorithme?
Que représente cette valeur dans le contexte de I'exercice?

3. On désigne par V;, le taux moyen (en pourcentage) de CO, présent dans le local pendant
les 11 premieres minutes de fonctionnement de la hotte aspirante.

a. Soit F la fonction définie sur I'intervalle [0; 11] par :

F(1) = (-1,61—-3,6)e %% +0,031.

Montrer que la fonction F est une primitive de la fonction f sur I'intervalle [0; 11].

b. En déduire le taux moyen V,;, valeur moyenne de la fonction f sur I'intervalle [0; 11].
Arrondir le résultat au millieme, soit 2 0,1 %.

Exercice 2 4 points
Pour tous les candidats

Pour chacune des quatre affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse, en justifiant la
réponse. Il est attribué un point par réponse exacte correctement justifiée. Une réponse inexacte
ou non justifiée ne rapporte ni n’enléve aucun point.
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1. Un type d’oscilloscope a une durée de vie, exprimée en année, qui peut étre modélisée par
une variable aléatoire D qui suit une loi exponentielle de parametre A.

On sait que la durée de vie moyenne de ce type d’oscilloscope est de 8 ans.
Affirmation 1 : pour un oscilloscope de ce type choisi au hasard et ayant déja fonctionné
3 ans, la probabilité que la durée de vie soit supérieure ou égale a 10 ans, arrondie au cen-
tieme, est égale a 0,42.
On rappelle que si X est une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parameétre A,
on a pour tout réel t positif: P(X < 1) =1—e M,

2. En 2016, en France, les forces de I'ordre ont réalisé 9, 8 millions de dépistages d’alcoolémie
aupres des automobilistes, et 3,1 % de ces dépistages étaient positifs.
Source : OFDT (Observatoire Frangais des Drogues et des Toxicomanies)
Dans une région donnée, le 15 juin 2016, une brigade de gendarmerie a effectué un dépis-
tage sur 200 automobilistes.

Affirmation 2 : en arrondissant au centieme, la probabilité que, sur les 200 dépistages, il y
ait eu strictement plus de 5 dépistages positifs, est égale a 0,59.

3. On considere dans R I'équation :

In(6x-2) +In(2x—1) =In(x).

Affirmation 3 : 'équation admet deux solutions dans l'intervalle |- ; +oo]|.

N =

4. On considere dans C I'équation :
(42% =20z +37) 2z -7 +2i) = 0.

Affirmation 4 : les solutions de I’équation sont les affixes de points appartenant a un méme
cercle de centre le point P d’affixe 2.

Exercice 3 7 points
Pour tous les candidats

Les parties A et B sont indépendantes

Un détaillant en fruits et Ilégumes étudie I'évolution de ses ventes de melons afin de pouvoir an-
ticiper ses commandes.

Partie A

Le détaillant constate que ses melons se vendent bien lorsque leur masse est comprise entre 900
g et 1200 g. Dans la suite, de tels melons sont qualifiés « conformes ».

Le détaillant achéte ses melons aupres de trois maraichers, notés respectivement A, B et C.

Pour les melons du maraicher A, on modélise la masse en gramme par une variable aléatoire My
qui suit une loi uniforme sur I'intervalle [850 ; x], ol1 x est un nombre réel supérieur a 1200.

La masse en gramme des melons du maraicher B est modélisée par une variable aléatoire My qui
suit une loi normale de moyenne 1050 et d’écart-type inconnu o.

Le maraicher C affirme, quant a lui, que 80 % des melons de sa production sont conformes.

1. Le détaillant constate que 75 % des melons du maraicher A sont conformes. Déterminer x.

2. Il constate que 85 % des melons fournis par le maraicher B sont conformes.
Déterminer I’écart-type o dela variable aléatoire Mg. En donner la valeur arrondie a 'unité.

3. Le détaillant doute de I'affirmation du maraicher C. Il constate que sur 400 melons livrés
par ce maraicher au cours d'une semaine, seulement 294 sont conformes.

Le détaillant a-t-il raison de douter de I'affirmation du maraicher C?

Partie B

Le détaillant réalise une étude sur ses clients. Il constate que :
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— parmi les clients qui achétent un melon une semaine donnée, 90 % d’entre eux achétent un
melon la semaine suivante;

— parmiles clients qui n’achetent pas de melon une semaine donnée, 60 % d’entre eux n’ache-
tent pas de melon la semaine suivante.

On choisit au hasard un client ayant acheté un melon au cours de la semaine 1 et, pour n > 1, on
note A, I'événement : «le client achéte un melon au cours de la semaine 7 ».
Onaainsi p(A;) =1.

1. a. Reproduire et compléter I'arbre de probabi-
lités ci-contre, relatif aux trois premieres se-
maines.

b. Démontrer que p (A3) =0, 85.

c. Sachant que le client achéte un melon au cours
de la semaine 3, quelle est la probabilité qu’il
en ait acheté un au cours de la semaine 2?2

/ -
" \
A

Arrondir au centieme. A3

Dans la suite, on pose pour tout entier n > 1: p, = P(Ay). Onaainsi p; = 1.

2. Démontrer que, pour tout entier n > 1: py4+1 =0,5p, +0,4.

3. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entiern>1: p, >0,8.
b. Démontrer que la suite (p,) est décroissante.
c. Lasuite (p,) est-elle convergente?

4. On pose pour toutentiern >1: v, =p,—-0,8.

a. Démontrer que (v;) est une suite géométrique dont on donnera le premier terme v
etla raison.

b. Exprimer v, en fonction de n.
En déduire que, pour tout n > 1, p, =0,8+0,2x0,5"1.
c. Déterminer la limite de la suite (pp).

Exercice 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi la spécialité mathématique

H
G
|
|
La figure ci-contre représente un cube ABCDEFGH. | K
Les trois points I, J, K sont définis par les conditions :
suivantes : E T F
— I estle milieu du segment [AD]; ] :
[
— IesttelqueAI:ZAE, 113 __________ c
— Kestle milieu du segment [FG]. 7
I <
/
/
/
A B

Partie A

1. Sur la figure donnée en annexe, construire sans justifier le point d’intersection P du plan
(K) et de la droite (EH). On laissera les traits de construction sur la figure.

2. En déduire, en justifiant, I'intersection du plan (IJK) et du plan (EFG).

Partie B

On se place désormais dans le repere orthonormé (A; ﬁ, ﬁ, ﬁ)
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1. a. Donner sans justification les coordonnées des points I, J et K.

b. Déterminer les réels a et b tels que le vecteur 71)(4 ; a; b) soit orthogonal aux vecteurs
T et IK.

c. En déduire qu'une équation cartésienne du plan (IJK) est: 4x—6y —4z+3 =0.

2. a. Donner une représentation paramétrique de la droite (CG).

b. Calculer les coordonnées du point N, intersection du plan (IJK) et de la droite (CG).

c. Placer le point N sur la figure et construire en couleur la section du cube par le plan
(UK.

Partie C

On note R le projeté orthogonal du point F sur le plan (IJK). Le point R est donc I'unique point du
plan (IJK) tel que la droite (FR) est orthogonale au plan (IJK).

O0<x<l1
On définit I'intérieur du cube comme I'ensemble des points M(x; y; z) telsque{ 0<y<1
0<z<l1
Le point R est-il a I'intérieur du cube?
Exercice 4 5 points

Candidats ayant suivi la spécialité mathématique

Le but de cet exercice est d’envisager une méthode de cryptage a clé publique d'une information
numérique, appelée systeme RSA, en 'honneur des mathématiciens Ronald Rivest, Adi Shamir
et Leonard Adleman, qui ont inventé cette méthode de cryptage en 1977 et 'ont publiée en 1978.

Les questions 1 et 2 sont des questions préparatoires, la question 3 aborde le cryptage, la question
4 le décryptage.

1. Cette question envisage de calculer le reste dans la division euclidienne par 55 de certaines
puissances de I'entier 8.
a. Vérifier que 8’ =2 mod 55.
En déduire le reste dans la division euclidienne par 55 du nombre 82!,

b. Vérifier que 82 =9 mod 55, puis déduire de la question a. le reste dans la division
euclidienne par 55 de 823.

2. Dans cette question, on considere I'équation (E) 23x—40y = 1, dont les solutions sont des
couples (x; y) d’entiers relatifs.
a. Justifier le fait que I'’équation (E) admet au moins un couple solution.
b. Donner un couple, solution particuliere de I’équation (E).
c. Déterminer tous les couples d’entiers relatifs solutions de I'équation (E).

d. Endéduire qu’il existe un unique entier d vérifiant les conditions 0 < d <40 et23d =1
mod 40.
3. Cryptage dans le systéme RSA

Une personne A choisit deux nombres premiers p et ¢, puis calcule les produits N = pq et
n=(p—-1)(g—1). Elle choisit également un entier naturel ¢ premier avec n.

La personne A publie le couple (IV; ¢), qui est une clé publique permettant a quiconque de
lui envoyer un nombre crypté.

Les messages sont numérisés et transformés en une suite d’entiers compris entre 0 et N—1.
Pour crypter un entier a de cette suite, on procede ainsi : on calcule le reste b dans la divi-
sion euclidienne par N du nombre a®, et le nombre crypté est I'entier b.

Dans la pratique, cette méthode est siire si la personne A choisit des nombres premiers p
et g tres grands, s’écrivant avec plusieurs dizaines de chiffres.

On va l'envisager ici avec des nombres plus simples : p=5et g =11.

La personne A choisit également ¢ = 23.

a. Calculerlesnombres N et n, puis justifier que la valeur de ¢ vérifie la condition voulue.
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b. Un émetteur souhaite envoyer a la personne A le nombre a = 8.
Déterminer la valeur du nombre crypté b.
4. Décryptage dans le systeme RSA

La personne A calcule dans un premier temps 'unique entier naturel d vérifiant les condi-
tions0<d<netcd=1 mod n.

Elle garde secret ce nombre d qui lui permet, et a elle seule, de décrypter les nombres qui
lui ont été envoyés cryptés avec sa clé publique.

Pour décrypter un nombre crypté b, la personne A calcule le reste a dans la division eucli-
dienne par N du nombre b?, et le nombre en clair — c’est-a-dire le nombre avant cryptage
- est le nombre a.

On admet I'existence et I'unicité de I'entier d, et le fait que le décryptage fonctionne.
Les nombres choisis par A sont encore p =5, g =11 et ¢ = 23.

a. Quelle est la valeur de d ?

b. En appliquant la regle de décryptage, retrouver le nombre en clair lorsque le nombre
cryptéest b=17.

Centres étrangers 26 11 juin 2018



Baccalauréat S

A.P.M.E.P.

Annexe (a rendre avec la copie)

H
|
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|
|
|
|
| K
|
|
|
|

E : F
|
|
|
|

i |
|
|
|
'D
) ____
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7
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A B
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EXERCICE 1 5 points
COMMUN A TOUS LES CANDIDATS

Lexploitant d'une forét communale décide d’abattre des arbres afin de les vendre, soit aux habi-
tants, soit a des entreprises. On admet que :

» parmi les arbres abattus, 30 % sont des chénes, 50 % sont des sapins et les autres sont des
arbres d’essence secondaire (ce qui signifie qu’ils sont de moindre valeur);

¢ 45,9 % des chénes et 80 % des sapins abattus sont vendus aux habitants de la commune;

« les trois quarts des arbres d’essence secondaire abattus sont vendus a des entreprises.

Partie A

Parmi les arbres abattus, on en choisit un au hasard.
On considere les évéenements suivants :

e C:«l'arbre abattu est un chéne »;
e S:«l'arbre abattu est un sapin »;
e E:«l'arbre abattu est un arbre d’essence secondaire »;

e H:«l'arbre abattu est vendu a un habitant de la commune ».

1. Construire un arbre pondéré complet traduisant la situation.

2. Calculer la probabilité que I'arbre abattu soit un chéne vendu a un habitant de la com-
mune.

3. Justifier que la probabilité que I'arbre abattu soit vendu a un habitant de la commune est
égale 2 0,5877.

4. Quelle est la probabilité qu'un arbre abattu vendu a un habitant de la commune soit un
sapin?
On donnera le résultat arrondi 2 1073,

Partie B

Le nombre d’arbres sur un hectare de cette forét peut étre modélisé par une variable aléatoire X
suivant une loi normale d’espérance p =4000 et d’écart-type o = 300.

1. Déterminer la probabilité qu’il y ait entre 3 400 et 4 600 arbres sur un hectare donné de cette
forét. On donnera le résultat arrondi a 1073,

2. Calculer la probabilité qu’il y ait plus de 4500 arbres sur un hectare donné de cette forét.
On donnera le résultat arrondi a 1073,

Partie C

Lexploitant affirme que la densité de sapins dans cette forét communale est de 1 sapin pour 2
arbres.

Sur une parcelle, on a compté 106 sapins dans un échantillon de 200 arbres. Ce résultat remet-il
en cause I'affirmation de I'exploitant?

EXERCICE 2 5 points
COMMUN A TOUS LES CANDIDATS

Un artiste souhaite réaliser une sculpture composée d'un tétraedre posé sur un cube de 6 metres
d’aréte.
Ces deux solides sont représentés par le cube ABCDEFGH et par le tétraédre SELM ci-dessous.
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On munit I'espace du repéere orthonormé (A; ﬁ,ﬁ,ﬁ() telque: I € [AB], Je [AD], K € [AE]

et
Al = A] = AK =1, 'unité graphique représentant 1 metre.
Les points L, M et S sont définis de la facon suivante :

« Lestle point tel que FL = %ﬁ,
e M estle point d'intersection du plan (BDL) et de la droite (EH);
o Sestle point d’'intersection des droites (BL) et (AK).

1. Démontrer, sans calcul de coordonnées, que les droites (LM) et (BD) sont paralleles.

2. Démontrer que les coordonnées du point L sont (2; 0; 6).

3. a. Donner une représentation paramétrique de la droite (BL).
b. Vérifier que les coordonnées du point S sont (0; 0; 9).

4. Soit 7{ le vecteur de coordonnées (3; 3; 2).
a. Vérifier que 71) est normal au plan (BDL).
b. Démontrer qu'une équation cartésienne du plan (BDL) est :

3x+3y+2z-18=0.

c. On admet que la droite (E H) a pour représentation paramétrique :

x = 0
y = s (seR)
z = 6

Calculer les coordonnées du point M.
5. Calculer le volume du tétraedre SELM. On rappelle que le volume V d’'un tétraedre est

donné par la formule suivante :

1
V= 3 x Aire de la base x Hauteur.

6. Lartiste souhaite que la mesure de I'angle SLE soit comprise entre 55° et 60°.
Cette contrainte d’angle est-elle respectée?

EXERCICE 3 5 POINTS
COMMUN A TOUS LES CANDIDATS
Un publicitaire souhaite imprimer le logo ci-dessous sur un T-shirt :

19 juin 2018
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Il dessine ce logo a 'aide des courbes de deux fonctions f et g définies sur R par:
f(x)=e *(—cosx+sinx+1) et g(x) =—e *cosx.

On admet que les fonctions f et g sont dérivables sur R.

Partie A— Etude de la fonction f

1. Justifier que, pour tout xe R :
—e * < f(x)<3e™.
2. En déduire la limite de f en +oo.
3. Démontrer que, pour tout x € R, f'(x) =e *(2cosx—1) ou f’ est la fonction dérivée de f.
4. Dans cette question, on étudie la fonction f sur l'intervalle [—7 ; 7].
a. Déterminer le signe de f’(x) pour x appartenant a l'intervalle [-7 ; 7].

b. En déduire les variations de f sur [-7 ; 7].

Partie B— Aire du logo
Onnote 6 et €4 les représentations graphiques des fonctions f et g dans un repere orthonormé

(O A | ) Lunité graphique est de 2 centimeétres. Ces deux courbes sont tracées en ANNEXE.

1. Etudier la position relative de la courbe 6 par rapport a la courbe 6, sur R.

2. Soit H la fonction définie sur R par :

cosx sinx

On admet que H est une primitive de la fonction x — (sinx+ 1)e™" sur R.

On note & le domaine délimité par la courbe €%, la courbe 6 est les droites d’équation

—-_z —3n
X = 2etx— > -

a. Hachurer le domaine 2 sur le graphique en annexe a rendre avec la copie.

b. Calculer, en unité d’aire, 'aire du domaine &, puis en donner une valeur approchée a
1072 pres en cm?2,
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EXERCICE 4 5 POINTS
CANDIDATS N’AYANT PAS SUIVI L'ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Le directeur d'une réserve marine a recensé 3 000 cétacés dans cette réserve au 1°f juin 2017. I
est inquiet car il sait que le classement de la zone en « réserve marine » ne sera pas reconduit si le
nombre de cétacés de cette réserve devient inférieur a 2 000.

Une étude lui permet d’élaborer un modele selon lequel, chaque année :
« entre le 1°'juin et le 31 octobre, 80 cétacés arrivent dans la réserve marine;

« entre le 1¢* novembre et le 31 mai, la réserve subit une baisse de 5 % de son effectif par
rapport a celui du 31 octobre qui précede.

On modélise 1'évolution du nombre de cétacés par une suite (u,). Selon ce modele, pour tout
entier naturel n, u, désigne le nombre de cétacés au 1¢ juin de 'année 2017 + n. On a donc
up = 3000.

1. Justifier que u; =2926.
2. Justifier que, pour tout entier naturel n, u,+; = 0,95u, + 76.

3. A l'aide d’un tableur, on a calculé les 8 premiers termes de la suite (u,). Le directeur a
configuré le format des cellules pour que ne soient affichés que des nombres arrondis a
I'unité.

A B C D E F G H I
1| n 0 1 2 3 4 5 6 7
up | 3000 | 2926 | 2856 | 2789 | 2725 | 2665 | 2608 | 2553

Quelle formule peut-on entrer dans la cellule C2 afin d’obtenir, par recopie vers la droite,
les termes de la suite (1) ?

4, a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, > 1520.

b. Démontrer que la suite (u,) est décroissante.

c. Justifier quela suite (u,) est convergente. On ne cherchera pasicila valeur de la limite.
5. On désigne par (v,) la suite définie par, pour tout entier naturel n, v, = u, —1520.

a. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0,95 dont on préci-
sera le premier terme.

b. En déduire que, pour tout entier naturel n, u, = 1480 x 0,95 + 1520.
c. Déterminer la limite de la suite (u;,).

6. Recopier et compléter 'algorithme suivant pour déterminer 'année a partir de laquelle le
nombre de cétacés présents dans la réserve marine sera inférieur a 2 000.

n—o0

u — 3000

Tant que...
n—...
U—...

Fin de Tant que

La notation « — » correspond a une affectation de valeur, ainsi « n — 0 » signifie « Affecter a
nlavaleur 0».

7. Laréserve marine fermera-t-elle un jour? Si oui, déterminer 'année de la fermeture.

EXERCICE 4 5 POINTS
CANDIDATS AYANT SUIVI L'ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Le droit de péche dans une réserve marine est réglementé : chaque pécheur doit posséder une
carte d’accréditation annuelle. Il existe deux types de cartes :

¢ une carte de péche dite «libre» (le pécheur n’est pas limité en nombre de poissons péchés);
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¢ une carte de péche dite « avec quota » (le pécheur ne doit pas dépasser une certaine quan-
tité hebdomadaire de poisson).

On suppose que le nombre total de pécheurs reste constant d’année en année.
On note, pour 'année 2017+ 7 :

e ¢, laproportion de pécheurs possédant la carte de péche libre;

¢ gy laproportion de pécheurs possédant la carte de péche avec quota.
On observe que :

» chaque année, 65 % des possesseurs de la carte de péche libres achéetent de nouveau une
carte de péche libre I'année suivante;

« Chaque année, 45 % des possesseurs de la carte de péche avec quota achetent une carte de
péche libre 'année suivante;

¢ En 2017, 40 % des pécheurs ont acheté une carte de péche libre. On a donc ¢y = 0,4 et
do = 0,6.

. 4
On note, pour tout entier naturel n, P, = (q” )
n

0,65 0,45
0,35 0,55
2. Calculer la proportion de pécheurs achetant une carte de péche avec quota en 2019.

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, P,,+1 = MP,, ol M estla matrice carrée (

3. Un logiciel de calcul formel donne les résultats ci-dessous :

M = {{0,65, 0,45}, (0,35, 0,55}
0,65 0,45
° v M= (0,35 0,55) 5 rQ Lo
Py :={{0,4},{0,6}} ° - (0 l)
v Pyi= (0’4) QT
0,6 6 Lo
Q:: {{9)1}){7)' 1}} © - (0 l)
. v Q= (3 _11) D:=TMQ
T:=1{{1/16,1/16},{7/16,—-9/16}} Z —~ D:= ((1) ?)
4 L L 5
v (E i )
16 16

En vous appuyant sur les résultats précédents, répondre aux deux questions suivantes :

a. Justifier que Q est une matrice inversible et préciser sa matrice inverse.
On notera Q~! la matrice inverse de Q.

b. Justifier que M = QDQ~! et démontrer que, pour tout entier naturel 7 non nul :
M"=QD"Q".
4. On admet que, pour tout entier naturel 7 non nul,

a1 (94+47x0,2" 9-9x0,2"

16 \7—=7x0,2" 7+9x0,2")°

a. Démontrer que pour tout entier naturel n, P, = M" Py.

b. Justifier que, pour tout entier naturel 7 :

9 13
n=—-——X

16 80

n
)

5. La proportion de pécheurs achetant la carte de péche libre dépassera-t-elle 60 %?
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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Rappel de connaissances:

Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % est donné par la formule

VPP VPO
NN

p—1,96 +1
ou n désigne la taille de 1'échantillon et p la proportion des individus possédant le caractere
étudié dans cette population. Les conditions de validité de cet intervalle sont les suivantes :

n=30,np=5 n(l-p)=5.

La municipalité d’'une grande ville dispose d'un stock de DVD qu’elle propose en location aux
usagers des différentes médiatheques de cette ville.

Afin de renouveler son offre de location, la municipalité décide de retirer des DVD de son stock.
Parmi les DVD retirés, certains sont défectueux, d’autres non.

Parmi les 6 % de DVD défectueux sur 'ensemble du stock, 98 % sont retirés.

On admet par ailleurs que parmi les DVD non défectueux, 92 % sont maintenus dans le stock; les
autres sont retirés.

Les trois parties sont indépendantes.

Partie A

On choisit un DVD au hasard dans le stock de la municipalité.
On considére les évenements suivants :

e D:«le DVD est défectueux»;
e R:«leDVD estretiré du stock ».

On note D et R les événements contraires respectifs des événements D et R.

1. Démontrer que la probabilité de 'événement R est 0,134.

2. Une association caritative contacte la municipalité dans I'objectif de récupérer 'ensemble
des DVD qui sont retirés du stock. Un responsable de la ville affirme alors que parmi ces
DVD retirés, plus de la moitié est composée de DVD défectueux.

Cette affirmation est-elle vraie?

Partie B

Une des médiatheques de la ville se demande si le nombre de DVD défectueux qu’elle possede
n'est pas anormalement élevé. Pour cela, elle effectue des tests sur un échantillon de 150 DVD
de son propre stock qui est suffisamment important pour que cet échantillon soit assimilé a un
tirage successif avec remise. Sur cet échantillon, on détecte 14 DVD défectueux.

Peut-on rejeter I'’hypothese selon laquelle, dans cette médiatheque, 6% des DVD sont défec-
tueux?

Partie C

Une partie du stock de DVD de la ville est constituée de DVD de films d’animation destinés au
jeune public. On choisit un film d’animation au hasard et on note X la variable aléatoire qui
donne la durée, en minutes, de ce film. X suit une loi normale d’espérance p =80 min et d’écart-

type o.
De plus, on estime que P(X > 92) =0, 10.

1. Déterminer le réel o et en donner une valeur approchée a 0,01.
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2. Un enfant regarde un film d’animation dont il ne connait pas la durée. Sachant qu’il en a
déja vu une heure et demie, quelle est la probabilité que le film se termine dans les cinq
minutes qui suivent?

EXERCICE 2 6 points
Commun a tous les candidats

Dans cet exercice, on s’intéresse au volume d'une ampoule basse consommation.

Partie A - Modélisation de 1a forme de 'ampoule

—_ —

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O A | )

On considere les points A(-1; 1), B(0; 1), C(4; 3), D(7; 0), E(4; —=3),F(0; —1) et G(-1; —1).

On modélise la section de 'ampoule par un plan passant par son axe de révolution a I'aide de la
figure ci-dessous :

ISP}

TN

o \

~|

Rl
=]

/

-

La partie de la courbe située au-dessus de I'axe des abscisses se décompose de la maniere sui-
vante :

* la portion située entre les points A et B est la représentation graphique de la fonction
constante & définie sur 'intervalle [-1; 0] par h(x) =1;

« la portion située entre les points B et C est la représentation graphique d'une fonction f
définie sur I'intervalle [0; 4] par f(x) = a+ bsin (c + %x), ou a, b et ¢ sont des réels non nuls
fixés et o1 le réel ¢ appartient a 'intervalle [0; 5 ];

« la portion située entre les points C et D est un quart de cercle de diametre [CE].

La partie de la courbe située en-dessous de I'axe des abscisses est obtenue par symétrie par rap-
port a I'axe des abscisses.

1. a. Onappelle f’lafonction dérivée de la fonction f. Pour tout réel x de I'intervalle [0; 4],
déterminer f'(x).

b. On impose que les tangentes aux points B et C a la représentation graphique de la
fonction f soient paralleles a I'axe des abscisses. Déterminer la valeur du réel c.

2. Déterminer les réels a et b.

Partie B - Approximation du volume de 'ampoule

Par rotation de la figure précédente autour de I'axe des abscisses, on obtient un modeéle de 'am-
poule.
Afin d’en calculer le volume, on la décompose en trois parties comme illustré ci-dessous :
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E
Vue dans le plan (BCE)

On rappelle que :

o le volume d’un cylindre est donné par la formule 772k ot r est le rayon du disque de base
et h est la hauteur;

4
« le volume d’'une boule de rayon r est donné par la formule - 77>

On admet également que, pour tout réel x de l'intervalle [0; 4], f(x) =2—cos (%x).

1. Calculer le volume du cylindre de section le rectangle ABFG.
2. Calculer le volume de la demi-sphere de section le demi-disque de diametre [CE].
3. Pour approcher le volume du solide de section la zone grisée BCEE on partage le segment

4
[0Q’] en n segments de méme longueur — puis on construit 7 cylindres de méme hauteur
n
4

m
a. Cas particulier: dans cette question uniquement on choisit n = 5.

Calculer le volume du troisiéme cylindre, grisé dans les figures ci-dessous, puis en
donner la valeur arrondie 2 1072.

C
B
] D
—_— !
(0] » 0
F
E
Vue dans le plan (BCE)
Polynésie 36
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Vue dans I'espace

b. Cas général: dans cette question, n désigne un entier naturel quelconque non nul.
On approche le volume du solide de section BCEF par la somme des volumes des n
cylindres ainsi créés en choisissant une valeur de n suffisamment grande.

Recopier et compléter 1'algorithme suivant de sorte qu’a la fin de son exécution, la
variable V contienne la somme des volumes des n cylindres créés lorsque 1'on saisit

n.
1 V<0
2 Pour kallantde...a...:
3 |V —...
4  Fin Pour
EXERCICE 3 4 points

Commun a tous les candidats

On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0; +oo[ par f(x) = ke %* ou1 k est un nombre
réel strictement positif.

—_ —

On appelle 6 sa représentation graphique dans le repére orthonormé (O | )

On considere le point A de la courbe € d’abscisse 0 et le point B de la courbe € d’abscisse 1.
Le point C a pour coordonnées (1; 0).

~1
w

1. Déterminer une primitive de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +ool.
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2. Exprimer, en fonction de k, I'aire du triangle OCB et celle du domaine & délimité par I'axe
des ordonnées, la courbe %f et le segment [OB].

3. Montrer qu’il existe une unique valeur du réel k strictement positive telle que I'aire du do-
maine & vaut le double de celle du triangle OCB.

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Un lapin se déplace dans un terrier composé de trois galeries, notées A, B et C, dans chacune
desquelles il est confronté a un stimulus particulier.

A chaque fois qu’il est soumis a un stimulus, le lapin reste dans la galerie ot il se trouve ou change
de galerie. Cela constitue une étape.

Soit n un entier naturel.

On note a, la probabilité de I'événement : «le lapin est dans la galerie A aI’étape n». On note b,
la probabilité de I'événement : «le lapin est dans la galerie B al’étape n». On note ¢, la probabilité
de I'événement : «le lapin est dans la galerie C a I'étape n ».

Al'étape n =0, le lapin est dans la galerie A.

Une étude antérieure des réactions du lapin face aux différents stimuli permet de modéliser ses
déplacements par le systeme suivant :

1 1
an+1 = 3an+3bn
2 1 2
bn+1 = §an+§bn+§cn
1 1
Cn+1 = 7bn+ 360

Lobjectif de cet exercice est d’estimer dans quelle galerie le lapin a la plus grande probabilité de
se trouver a long terme.

Partie A

Al’aide d’un tableur, on obtient le tableau de valeurs suivant :

A B C D
1 n a by, Cn
2 0 1 0 0
3 1 0,333 0,667 0
4 2 0,278 0,556 0,167
5 3 0,231 0,574 0,194
6 4 0,221 0,571 0,208
7 5 0,216 0,572 0,212
8 6 0,215 0,571 0,214
9 7 0,215 0,571 0,214
10 8 0,214 0,571 0,214
11 9 0,214 0,571 0,214
12 10 0,214 0,571 0,214

1. Quelle formule faut-il entrer dans la cellule C3 et recopier vers le bas pour remplir la co-
lonne C?

2. Quelle conjecture peut-on émettre?

Partie B

1. On définit la suite (u,), pour tout entier naturel n, par u, = a, — cy.
a. Démontrer que la suite (u,) est géométrique en précisant sa raison.

b. Donner, pour tout entier naturel n, I'expression de u,, en fonction de n.

4
2. On définit la suite (v,) par v, = b, — = pour tout entier naturel .
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a. Expliquer pourquoi pour tout entier naturel n, a, + b, +c, =1 et en déduire que pour

1
tout entier naturel n, v, = — A Un.

b. En déduire, pour tout entier naturel n, 'expression de v, en fonction de n.

3. En déduire que pour tout entier naturel n, on a:

3 1(1)” 2( 1)” 4 4( 1)” 3 1(1)” 2( 1)”
an=—+=|=| +={-=| 2 bn==-=[-= et cp=—--|=| +=[-=| .

14 213 7\ 6 7 70 6 14 21\3 7\ 6
4. Que peut-on en déduire sur la position du lapin apres un trés grand nombre d’étapes?

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Un atome d’hydrogene peut se trouver dans deux états différents, I'état stable et I'état excité. A
chaque nanoseconde, I'atome peut changer d’état.

Partie A - Etude d’un premier milieu

Dans cette partie, on se place dans un premier milieu (milieu 1) oli, a chaque nanoseconde, la
probabilité qu'un atome passe de I’état stable a I'état excité est 0,005, et la probabilité qu'’il passe
de I'état excité a I’état stable est 0, 6.

On observe un atome d’hydrogene initialement a I'état stable.

On note a, la probabilité que 'atome soit dans un état stable et b, la probabilité qu’il se trouve
dans un état excité, n nanosecondes apres le début de I'observation.

Onadoncay=1et by=0.

On appelle X, la matrice ligne X, = (an  bn).

Lobjectif est de savoir dans quel état se trouvera I'atome d’hydrogéne a long terme.

1. Calculer a; puis b; et montrer que a = 0,993025 et b, = 0,006975.

2. Déterminer la matrice A telle que, pour tout entier naturel n, X,+; = X, A.
A est appelée matrice de transition dans le milieu 1.
On admet alors que, pour tout entier naturel n, X, = XgA".

s . 1 -
3. On définit la matrice P par P = (1 120).

On admet que P est inversible et que

1 (120 1
pl=— .
121 ( -1 1)
Déterminer la matrice D définie par D = P~1 AP.
4. Démontrer que, pour tout entier naturel n, A" = PD"P~!,
5. On admet par la suite que, pour tout entier naturel r,
n_ L 120+ 0,395" 1-0,395"
121 1120(1-0,395") 1+120x0,395" )"

En déduire une expression de a, en fonction de n.

6. Déterminer la limite de la suite (a;). Conclure.

Partie B - Etude d’'un second milieu

Dans cette partie, on se place dans un second milieu (milieu 2), dans lequel on ne connait pas la
probabilité que I'atome passe de I'état excité a1’état stable. On note a cette probabilité supposée
constante. On sait, en revanche, qu’'a chaque nanoseconde, la probabilité qu'un atome passe de
I’état stable a 1'état excité est 0,01.

1. Donner, en fonction de a, la matrice de transition M dans le milieu 2.
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2. Apresun temps tréslong, dans le milieu 2, 1a proportion d’atomes excités se stabilise autour
de 2 %.

On admet qu’il existe un unique vecteur X, appelé état stationnaire, tel que XM = X, et
que X = (0,98 0,02).

Déterminer la valeur de a.
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Exercice 1 5 points

Commun a tous les candidats

Une ferme aquatique exploite une population de crevettes qui évolue en fonction de la reproduc-
tion naturelle et des prélevements effectués.

La masse initiale de celte population de crevettes est estimée a 100 tonnes.

Compte tenu des conditions de reproduction et de préléevement, on modélise la masse de la po-
pulation de crevettes, exprimée en tonne, en fonction du temps, exprimé en semaine, par la fonc-
tion fp, définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par:

100p

fr(® = T

ol p est un parametre strictement compris entre 0 et 1 et qui dépend des différentes conditions
de vie et d’exploitation des crevettes.

1. Cohérence du modele
a. Calculer f,(0).
b. Onrappelleque0< p <1.
Démontrer que pour tout nombreréel £ >0, 1-(1-ple P’ > p.
c¢. En déduire que pour tout nombre réel > 0, 0 < f,(#) < 100.

2. Etude de I'évolution lorsque p = 0,9
Dans cette question, on prend p = 0,9 et on étudie la fonction fj ¢ définie sur [0; +oo[ par :

90

= ———-.
Joa (1) 10,1007

a. Déterminer les variations de la fonction fy 9.
b. Démontrer pour tout nombre réel £ > 0, fo9(f) > 90.

c. Interpréter les résultats des questions 2. a. et 2. b. dans le contexte.

3. Retour au cas général
On rappelle que 0 < p < 1.
Exprimer en fonction de p la limite de f, lorsque ¢ tend vers +oo.

1
4. Dans cette question, on prend p = >

a. Montrer que la fonction H définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par :

H(t) = 100In (2—e‘%) +50¢

est une primitive de la fonction fi/, sur cet intervalle.

b. En déduire la masse moyenne de crevettes lors des 5 premiéres semaines d’exploita-
tion, c’est-a-dire la valeur moyenne de la fonction f,, sur I'intervalle [0; 5].

En donner une valeur approchée arrondie a la tonne.
Exercice 2 5 points
Commun a tous les candidats

Dans les parties A et B de cet exercice, on considere une maladie; tout individu a une probabilité
égale a 0,15 d’étre touché par cette maladie.

Partie A
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Cette partie est un questionnaire a choix multiples (Q. C. M.). Pour chacune des questions, une
seule des quatre réponses est exacte. Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question
et la lettre correspondant a la réponse exacte. Aucune justification n'est demandée. Une réponse
exacte rapporte un point, une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni n'enleve
aucun point.

Un test de dépistage de cette maladie a été mis au point. Sil'individu est malade, dans 94 % des
cas le test est positif. Pour un individu choisi au hasard dans cette population, la probabilité que
le test soit positif vaut 0, 158.

1.

On teste un individu choisi au hasard dans la population : le test est positif. Une valeur
arrondie au centiéme de la probabilité que la personne soit malade est égale a :

A: 0,94 B: 1 C: 0,89 D: on ne peut pas
savoir

. On préléve un échantillon aléatoire dans la population, et on fait passer le test aux indivi-

dus de cet échantillon. On souhaite que la probabilité qu’au moins un individu soit testé
positivement soit supérieure ou égale a 0,99. La taille minimum de I'échantillon doit étre
égale a:

A: 26 personnes B: 27 personnes C: 3 personnes D: 7 personnes

. Un vaccin pour lutter contre cette maladie a été mis au point. II est fabriqué par une entre-

prise sous forme de dose injectable par seringue. Le volume V (exprimé en millilitre) d'une
dose suit une loi normale d’espérance p =2 et d’écart-type . La probabilité que le volume
d’une dose, exprimé en millilitre, soit compris entre 1,99 et 2,01 millilitres est égale a 0,997.

La valeur de o doit vérifier :

A: 0=0,02 B: 0<0,003 C: 0>0,003 D: 0=0,003

Partie B

1. Une boite d'un certain médicament permet de soigner un malade.

La durée d’efficacité (exprimée en mois) de ce médicament est modélisée de la maniere
suivante :
¢ durantles 12 premiers mois apres fabrication, on est certain qu’il demeure efficace;
¢ au-dela, sa durée d’efficacité restante suit une loi exponentielle de parametre A.
La probabilité que I'une des boites prise au hasard dans un stock ait une durée d’efficacité

totale supérieure a 18 mois est égale a 0,887.
Quelle est la valeur moyenne de la durée d’efficacité totale de ce médicament?

. Une ville de 100000 habitants veut constituer un stock de ces boites afin de soigner les

personnes malades.
Quelle doit étre la taille minimale de ce stock pour que la probabilité qu’il suffise a soigner
tous les malades de cette ville soit supérieure a 95 % ?

Exercice 3 5 points

Commun a tous les candidats

On se place dans un repere orthonormé d’origine O et d’axes (Ox), (Oy) et (Oz).
Dans ce repére, on donne les points A(-3; 0; 0), B(3;0;0), C(0; 3v/3; 0) et D(0; v3; 2V6).
On note H le milieu du segment [CD] et I le milieu du segment [BC].

Asie
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1. Calculer les longueurs AB et AD.

On admet pour la suite que toutes les arétes du solide ABCD ont la méme longueur, c’est-a-dire
que le tétraedre ABCD est un tétraedre régulier.

On appelle 22 le plan de vecteur normal OH et passant par le point I.
2. Ftude de la section du tétraédre ABCD par le plan &
a. Montrer qu'une équation cartésienne du plan 2 est : 2yv/3+ zv/6 -9 = 0.

b. Démontrer que le milieu J de [BD] est le point d’intersection de la droite (BD) et du
plan 2.

c. Donner une représentation paramétrique de la droite (AD), puis démontrer que le
plan £ et la droite (AD) sont sécants en un point K dont on déterminera les coordon-
nées.

d. Démontrer que les droites (IJ) et (JK) sont perpendiculaires.
e. Déterminer précisément la nature de la section du tétraedre ABCD par le plan £.

3. Peut-on placer un point M sur 'aréte [BD] tel que le triangle OIM soit rectangle en M ?
Exercice 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Dans cet exercice, x et y sont des nombres réels supérieurs a 1.

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct (O U, v ), on considere les points
A, B et C d’affixes respectives

za=1+i,zg=x+iet zc=y+1i.
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Probléme : on cherche les valeurs éventuelles des réels x et y, supérieures a 1, pour lesquelles :
OC=0AxOB et (u, OB)+(u, OC)=(u, OA).

1. Démontrer que si OC = OA x OB, alors y? = 2x? + 1.

2. Reproduire sur la copie et compléter I'algorithme ci-apres pour qu'il affiche tous les couples
(x, y) tels que :

y2 =2x*+1
X et y sont des nombres entiers
1<x<10etl1<y<10

Pour x allantde 1 a....faire
Pour...
Si...
Afficher x et y
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

Lorsque l'on exécute cet algorithme, il affiche la valeur2 pour la variable x et la valeur3 pour
la variable y.
3. Etude d’un cas particulier : dans cette question seulement, on prend x =2 et y = 3.
a. Donner le module et un argument de z4.
b. Montrer que OC = OA x OB.
c. Montrer que zpzc = 5z et en déduire que (;, 63)) + (;, 66) = (;, ﬁ)
4. Onrevient au cas général, et on cherche s’il existe d’autres valeurs des réels x et y telles que
les points A, B et C vérifient les deux conditions :
OC=0AxOB et (u, OB)+(u, OC)=(u, OA).
On rappelle que si OC = OA x OB, alors y* = 2x? +1 (question 1.).
(x+D(y+1i)

a. Démontrer que si (7[, Es’)+(?[, &f] = (7[, a&),alors arg Tt

=0mod 27.

En déduire que sous cette condition: x+y—xy+1=0.
b. Démontrer que si les deux conditions sont vérifiées et que de plus x # 1, alors :

y=v2x2+1 etyzx—.

5. On définit les fonctions f et g sur l'intervalle |1 ; +oo[ par :

fx)=V2x2+1 etg(x)= x_+1

x—1
Déterminer le nombre de solutions du probleme initial.
On pourra utiliser la fonction h définie sur l'intervalle ]1 ; +oo[ par h(x) = f(x) — g(x) et
s’appuyer sur la copie d’écran d’un logiciel de calcul formel donnée ci-dessous.

x+1
-1
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f(x):=sqrt(2*x"2+1)

xX—V2xx2+1
deriver(f)
2% X
X— —
2% x2+1

gx)=x+1D/(x-1)

x+1

X——

x—1

deriver(g)

S (x-1)2
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Exercice 4 5 points

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

On s’intéresse a la figure suivante, dans laquelle a, b et ¢ désignent les longueurs des hypoténuses
des trois triangles rectangles en O dessinés ci-dessous.

A

[

y

<

A
Y

Probléme : on cherche les couples de nombres entiers naturels non nuls (u, v) tels que ab = c.

1.

Asie

Modélisation
Démontrer que les solutions du probleme sont des solutions de I’équation :

(E): v*-2u®=1 (vet u étant des entiers naturels non nuls).

. Recherche systématique de solutions de I'équation (E)

Recopier et compléter I'algorithme suivant pour qu’il affiche au cours de son exécution
tous les couples solutions de I'équation pour lesquels 1 < u <1000 et 1 < v < 1000.

Pour u allantde 1 a...faire Au cours de son exécution,
Pour ... I'algorithme affiche :
Si... 2 3
Afficher uet v 12 17
Fin Si 70 99
Fin Pour 408 577
Fin Pour

. Analyse des solutions éventuelles de I'équation (E)

On suppose que le couple (u, v) est une solution de I'équation (E).
a. Ftablir que u < v.
b. Démontrer que 7 et n? ont la méme parité pour tout entier naturel 7.
c. Démontrer que v est un nombre impair.
d. Etablir que 2u? = (v—1)(v +1).
En déduire que u est un nombre pair.

. Une famille de solutions

.. . R . u
On assimile un couple de nombres entiers (¢, v) ala matrice colonne X = (v)

4 3
a. Démontrer que si une matrice colonne X est une solution de I'équation (E), alors AX
est aussi une solution de I'équation (E).

b. Démontrer que si une matrice colonne X est une solution del’équation (E), alors pour
tout entier naturel n, A”X est aussi une solution de I'équation (E).

c. Alaide de la calculatrice, donner un couple (u, v) solution de I'équation (E) tel que
v >10000.

On définit également la matrice A = (3 2).
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Exercice 1 6 points
Commun a tous les candidats

Dans cet exercice, on munit le plan d’'un repére orthonormé.
On a représenté ci-dessous la courbe d’équation :

1
yzi(ex+e_x—2).

Cette courbe est appelée une « chainette ».

On s’intéresse ici aux « arcs de chainette » délimités par deux points de cette courbe symétriques
par rapport a 'axe des ordonnées.

Un tel arc est représenté sur le graphique ci-dessous en trait plein.

On définit la «largeur » et la « hauteur » de I'arc de chainette délimité par les points M et M’
comme indiqué sur le graphique.

largeur

Le but de I'exercice est d’étudier les positions possibles sur la courbe du point M d’abscisse x
strictement positive afin que la largeur de I'arc de chainette soit égale a sa hauteur.

1. Justifier que le probléme étudié se raméne a la recherche des solutions strictement posi-
tives de I'équation

(B):e¥+e *—4x-2=0.

2. On note f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par:

flx)y=e*+e*—4x-2.
ex
a. Vérifier que pour tout x >0, f(x) = x (— - 4) +e *-2.
X

b. Déterminer lim f(x).
X—+00

3. a. Onnote f'la fonction dérivée de la fonction f. Calculer f’(x), ol x appartient a I'in-
tervalle [0 ; +ool.

b. Montrer que I'équation f’(x) = 0 équivaut a I'équation : (e*)* —4e* —1=0.

c. Enposant X = e*, montrer que I'équation f’(x) = 0 admet pour unique solution réelle
le nombre In (2 + V/5).

4. On donne ci-dessous le tableau de signes de la fonction dérivée f' de f :

x [0 ln(2+\/§) +00

' - 0 +

a. Dresser le tableau de variations de la fonction f.
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b. Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution strictement positive
que I'on notera a.

5. On considere I'algorithme suivant ou les variables a, b et m sont des nombres réels :

Tant que b—a > 0,1 faire :
a+b

n —
Siem+§‘m—4m—2 > 0, alors :
b—m
Sinon :
a—m
Fin Si
Fin Tant que

a. Avant’exécution de cet algorithme, les va-
riables a et b contiennent respectivement
les valeurs 2 et 3.

Que contiennent-elles a la fin de I'exécu-
tion de I'algorithme?

On justifiera la réponse en reproduisant et
en complétant le tableau ci-contre avec les
différentes valeurs prises par les variables,
a chaque étape de 'algorithme.

2,5

b. Comment peut-on utiliser les valeurs ob-
tenues en fin d’algorithme a la question
précédente?

6. La Gateway Arch, édifiée dans la ville de Saint-Louis
aux Etats-Unis, a l'allure ci-contre.
Son profil peut étre approché par un arc de chainette
renversé dont la largeur est égale a la hauteur.

hauteu

largeur
La largeur de cet arc, exprimée en metre, est égale au double de la solution strictement

positive de I'équation :
t
(E" 1@ +e7 W —4— —2=0.
39

Donner un encadrement de la hauteur de la Gateway Arch.
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Exercice 2 4 points
Commun a tous les candidats

Les parties A et B de cet exercice sont indépendantes.

Le virus de la grippe atteint chaque année, en période hivernale, une partie de la population
d’une ville.
La vaccination contre la grippe est possible; elle doit étre renouvelée chaque année.

Partie A

Lefficacité du vaccin contre la grippe peut étre diminuée en fonction des caractéristiques indivi-
duelles des personnes vaccinées, ou en raison du vaccin, qui n’est pas toujours totalement adapté
aux souches du virus qui circulent. Il est donc possible de contracter la grippe tout en étant vac-
ciné.

Une étude menée dans la population de la ville a 'issue de la période hivernale a permis de
constater que :

¢ 40% de la population est vaccinée;
* 8% des personnes vaccinées ont contracté la grippe;

¢ 20% dela population a contracté la grippe.

On choisit une personne au hasard dans la population de la ville et on considere les événements :

V : «la personne est vaccinée contre la grippe »;

G : «lapersonne a contracté la grippe ».

1. a. Donner la probabilité de I'événement G.

b. Reproduire I'arbre pondéré ci-dessous et compléter les pointillés indiqués sur quatre
de ses branches.

2. Déterminer la probabilité que la personne choisie ait contracté la grippe et soit vaccinée.

3. La personne choisie n’est pas vaccinée. Montrer que la probabilité qu’elle ait contracté la
grippe est égale a 0,28.

Partie B
Dans cette partie, les probabilités demandées seront données a10~3 prés.

Un laboratoire pharmaceutique meéne une étude sur la vaccination contre la grippe dans cette
ville.

Apres la période hivernale, on interroge au hasard »n habitants de la ville, en admettant que ce
choix se ramene a n tirages successifs indépendants et avec remise. On suppose que la probabilité
qu’une personne choisie au hasard dans la ville soit vaccinée contre la grippe est égale a 0,4.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de personnes vaccinées parmi les n interrogées.

1. Quelle est laloi de probabilité suivie par la variable aléatoire X ?
2. Dans cette question, on suppose que n = 40.

a. Déterminer la probabilité qu'exactement 15 des 40 personnes interrogées soient vac-
cinées.
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b. Déterminer la probabilité qu’au moins la moitié des personnes interrogées soit vac-
cinée.
3. On interroge un échantillon de 3 750 habitants de la ville, c’est-a-dire que I'on suppose ici
que n =3750.
X -1500
30
On admet que la loi de probabilité de la variable aléatoire Z peut étre approchée par la loi
normale centrée réduite.

On note Z la variable aléatoire définie par : Z =

En utilisant cette approximation, déterminer la probabilité qu'il y ait entre 1450 et 1550
individus vaccinés dans I'échantillon interrogé.

Exercice 3 5 points
Commun a tous les candidats

Le but de cet exercice est d’examiner, dans différents cas, si les hauteurs d’'un tétraedre sont
concourantes, c’est-a-dire d’étudier I'existence d'un point d’'intersection de ses quatre hauteurs.
On rappelle que dans un tétraedre MNPQ, la hauteur issue de M est la droite passant par M ortho-
gonale au plan (NPQ).

Partie A Etude de cas particuliers

On considere un cube ABCDEFGH.

On admet que les droites (AG), (BH), (CE) et (DF), appelées « grandes diagonales » du cube, sont
concourantes.

1. On considere le tétraédre ABCE.
a. Préciser la hauteur issue de E et la hauteur issue de C dans ce tétraedre.
b. Les quatre hauteurs du tétraedre ABCE sont-elles concourantes?
2. On considere le tétraedre ACHF et on travaille dans le repere (A; E, E , A_E) )
a. Vérifier qu'une équation cartésienne du plan (ACH) est: x—y+z =0.
b. En déduire que (FD) est la hauteur issue de F du tétraedre ACHF.
c. Par analogie avec le résultat précédent, préciser les hauteurs du tétraédre ACHF issues
respectivement des sommets A, C et H.
Les quatre hauteurs du tétraedre ACHF sont-elles concourantes?

Dans la suite de cet exercice, un tétraedre dont les quatre hauteurs sont concourantes sera appelé
un tétraedre orthocentrique.

Partie B Une propriété des tétraedres orthocentriques

Dans cette partie, on considére un tétraedre MNPQ dont les hauteurs issues des sommets M et N
sont sécantes en un point K. Les droites (MK) et (NK) sont donc orthogonales aux plans (NPQ) et
(MPQ) respectivement.
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1. a. Justifier que la droite (PQ) est orthogonale a la droite (MK) ; on admet de méme que
les droites (PQ) et (NK) sont orthogonales.

b. Que peut-on déduire de la question précédente relativement a la droite (PQ) et au
plan (MNK) ? Justifier la réponse.

2. Montrer que les arétes [MN] et [PQ] sont orthogonales.
Ainsi, on obtient la propriété suivante :
Siun tétraedre est orthocentrique, alors ses arétes opposées sont orthogonales deux a deux.

(On dit que deux arétes d'un tétraedre sont « opposées » lorsqu’elles n’ont pas de sommet
commun.)

Partie C Application
Dans un repere orthonormé, on considere les points :

R(-3;5;2),5(1;4;-2),T@4; -1;5) etU4;7;3).

Le tétraédre RSTU est-il orthocentrique? Justifier.

Exercice 4 5 points
Pour les candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O U, v )
On pose zp = 8 et, pour tout entier naturel 7 :

3-iV3
Zn+l1 = 2 Zn-
On note A, le point du plan d’affixe z;,.
1. a. Vérifier que:
3-ivV3 V3
=—e 6.
4 2

b. En déduire I'écriture de chacun des nombres complexes z, z, et z3 sous forme expo-
nentielle et vérifier que z3 est un imaginaire pur dont on précisera la partie imaginaire.

c. Représenter graphiquement les points Ay , A; , A2 et A3; on prendra pour unité le
centimetre.
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2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

n
3 s N
zZp=8x (%) e 6.

b. Pour tout entier naturel n, on pose uy, = |z,|.
Déterminer la nature et la limite de la suite (u;,).

3. a. Démontrer que, pour tout entier naturel k,

Zk+1 =3k _ Li
Zfc+1 \/§
1
En déduire que, pour tout entier naturel k, on al'égalité : Ay Ayi1 = %OAICH.

b. Pour tout entier naturel n, on appelle ¢, 1a longueur de la ligne brisée reliant dans cet
ordre les points Ay, A;, Az, ..., Ap.
On a ainsi : én =AgA1+A1Ar+...+ A1 Ap.
Démontrer que la suite (¢,) est convergente et calculer sa limite.

Exercice 4 5 points
Pour les candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Partie A

On considére 'équation suivante dont les inconnues x et y sont des entiers naturels :
¥ -8y°=1. (E)

1. Déterminer un couple solution (x; y) ou x et y sont deux entiers naturels.

2. On considere la matrice A = (i’ g)

On définit les suites d’entiers naturels (x,) et (y,) par:

. X X
X0 =1, yo =0, et pour tout entier naturel 7, ( "H) = A( n)
n+1 Yn

a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7, le couple (x, ; y,) est solu-
tion de I'équation (E).
b. En admettant que la suite (x;) est a valeurs strictement positives, démontrer que pour
tout entier naturel n, ona: x,.+1 > Xj.
3. En déduire que I'équation (E) admet une infinité de couples solutions.

Partie B

Un entier naturel n est appelé un nombre puissant lorsque, pour tout diviseur premier p de n,
p? divise n.

1. Vérifier qu’il existe deux nombres entiers consécutifs inférieurs a 10 qui sont puissants.

Lobjectif de cette partie est de démontrer, a I'aide des résultats de la partie A, qu'il existe une
infinité de couples de nombres entiers naturels consécutifs puissants et d’en trouver quelques
exemples.

2. Soient a et b deux entiers naturels.
Montrer que I'entier naturel n = a>b® est un nombre puissant.

3. Montrer que si (x; y) est un couple solution de I’équation (E) définie dans la partie A, alors
x% —1 et x* sont des entiers consécutifs puissants.

4. Conclure quant a I'objectif fixé pour cette partie, en démontrant qu'il existe une infinité de
couples de nombres entiers consécutifs puissants.
Déterminer deux nombres entiers consécutifs puissants supérieurs a 2018.
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EXERCICE 1 5 points
COMMUN A TOUS LES CANDIDATS

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Dans tout I'exercice, les résultats seront arrondis, si besoin, a 1073.

Partie A

Elsa a préparé un grand saladier de billes de chocolat pour son anniversaire.
Ony trouve:

¢ 40 % de billes au chocolat blanc, les autres étant au chocolat noir;

« parmi les billes au chocolat blanc, 60 % sont fourrées au café; les autres sont fourrées au
praliné;

o parmi les billes au chocolat noir, 70 % sont fourrées au café; les autres sont fourrées au
praliné.

Un invité prend une bille de chocolat au hasard dans le saladier. On définit les événements sui-
vants :

¢ B:«Il'invité prend une bille au chocolat blanc »;

¢ C:«l'invité prend une bille fourrée au café ».

1. Représenter la situation a 'aide d'un arbre de probabilités.
2. Montrer que la probabilité que I'invité prenne une bille fourrée au café vaut 0, 66.

3. Sachant quela bille est fourrée au café, quelle est la probabilité que I'invité ait pris une bille
au chocolat blanc?

Partie B

La société Chococéan commercialise des bonbons au chocolat, qui sont conditionnés en paquets
d’environ 250 g par une machine. La réglementation exige qu'un tel paquet de bonbons au cho-
colat ait une masse supérieure a 247,5 g.

La dirigeante de 'entreprise constate que, lorsqu’on préléve au hasard un paquet de bonbons
au chocolat dans la production, sa masse, en grammes, peut étre modélisée par une variable
aléatoire X; qui suit une loi normale d’espérance p; =251 et d’écart-type o = 2.

1. Calculer la probabilité qu'un paquet prélevé au hasard dans la production soit conforme a
la réglementation.

2. Ladirigeante souhaiterait que 98 % des paquets soient conformes a la réglementation.
Cela nécessite un nouveau réglage de la machine, afin que la masse, en grammes, du pa-
quet prélevé au hasard soit modélisée par une variable aléatoire X, qui suit une loi normale
d’espérance u, inconnue et d’écart-type o = 2.

Déterminer la valeur de y répondant au souhait de la dirigeante.

Partie C

La société procede a un réglage de la machine. La dirigeante affirme que désormais 98 % des
paquets produits sont conformes a la réglementation.

Une association de consommateurs fait peser 256 paquets de bonbons au chocolat et en dé-
nombre 248 qui sont conformes a la réglementation.

Le résultat de ce contrdle remet-il en question I'affirmation de la dirigeante? Justifier la réponse.
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EXERCICE 2 6 points
COMMUN A TOUS LES CANDIDATS

On note R I'’ensemble des nombres réels.
Partie A

Soit f> la fonction définie sur R par

folx) = (x+2)e™".

La courbe représentative de f>, notée %>, est tracée dans un repere orthonormé sur '’ANNEXE a
rendre avec la copie.

Aucune justification ni aucun calcul ne sont attendus dans cette partie.

1. Conjecturer les limites de f> en —oco et +oo.
2. Conjecturer le tableau de variations de f, al'aide du graphique.

3. Soit T, la tangente a la courbe %, au point d’abscisse 0. Tracer cette tangente sur 'TANNEXE
arendre avec la copie, puis en conjecturer une équation par lecture graphique.

4. Sur 'ANNEXE a rendre avec la copie, hachurer un domaine dont I'aire est donnée par I'in-
tégrale

6
f fg(l’) dr.
-2

Partie B

Pour tout réel m, on note f;, la fonction définie sur R par

fm(®) =(x+m)e™

et €y, sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

1. Calculer les limites de f;;, en —oo et +oo.

2. On admet que f;, est dérivable sur R et on note f;, sa dérivée.

Montrer que, pour tout réel x, f,, (x) = (—x—m+1)e™*.

3. En déduire les variations de f;,, sur R.
a. Pour tout réel m, on note T;;, la tangente a la courbe €6, au point d’abscisse 0.
Démontrer que T}, a pour équation réduite y = (1 — m)x + m.

b. Démontrer que toutes les droites T, passent par un méme point dont on précisera
les coordonnées.

5. Ftudier le signe de f;,,(x) pour tout réel x.

6. On admet que la fonction F, définie sur R par F»(x) = —(x + 3)e™* est une primitive de f>
sur R.

a. Déterminer, en fonction de x, I'expression de

X
f fo(nde.
-2

b. En déduire la valeur de

X
xgglmf_zﬁ(t)dt.
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EXERCICE 3 4 points
COMMUN A TOUS LES CANDIDATS

On considére un cube ABCDEFGH. L'espace est rapporté au repere (A ; E, ﬁ, ﬁ)
La figure est donnée ci-dessous.

H
E
[
[
[
|
I
e L
yal
F S G
/o
4 I
/
/ |
/ |
D
,/ f/\) ——————— - —
/
J —~
L, K
Ve
Ve
7
B C

On rappelle les formules suivantes :

Aire d’'un trapeze :
%(petite base + grande base) x hauteur

Volume d’un prisme :
aire de la base x hauteur

base du prisme

On note &2 le plan d’équation 4x+15z—-9 =0.
La section IJKL du cube ABCDEFGH par le plan &, est représentée sur la figure.

1. Déterminer les coordonnées des points I et ].

2. Le plan £, partage le cube en deux prismes.
Calculer le volume de chacun de ces deux prismes.

3. Soit M un point du segment [EI].

On cherche un plan 2%, paralléle a 22, et passant par M qui partage le cube en deux prismes
de méme volume.

Déterminer une équation cartésienne de &,.
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EXERCICE 4 5 points
CANDIDATS N’AYANT PAS SUIVI LENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

On considere la suite (u,,) définie par 1y = 1, et pour tout entier naturel r,
Up+1 =€ Xy Up.
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel 7,

1<u, <e”.

2. a. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
b. En déduire la convergence de la suite ().

3. Pour tout entier naturel 7, on pose

v, =1n(u,) - 2.

a. Démontrer que la suite (v,,) est géométrique de raison %

b. Démontrer que, pour tout entier naturel 7,

1
_zn—l :

Un=

c. En déduire une expression de u, en fonction de I'entier naturel 7.
d. Calculer la limite de la suite (uy,).
4. Dans cette question, on s’interroge sur le comportement de la suite () si I'on choisit

d’autres valeurs que 1 pour .
Pour chacune des affirmations ci-dessous, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant.

Affirmation 1 : «Si uy = 2018, alors la suite (u;) est croissante. »
Affirmation 2 : « Si yy = 2, alors pour tout entier naturel n, 1 < u, < e.»
Affirmation 3 : « La suite (u;) est constante si et seulement si 1y = 0. »
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EXERCICE 4 5 points
CANDIDATS AYANT SUIVI L'ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE

Soit la suite (u,) définie par uy = 0 et, pour tout entier naturel n, u,+1 =3u, + 1.

On admet que, pour tout entier naturel n, u, est entier.

1

. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, u, et u,,; sont premiers entre eux.

2. Démontrer que les termes de la suite (u;) sont alternativement pairs et impairs.

3

4, a.
b
C.

5. a

. Laffirmation suivante est-elle vraie ? Justifier.

Affirmation : « Si p est un nombre premier impair, alors u, est premier. »

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2u, =3" -1.

. Déterminer le plus petit entier naturel non nul # tel que 3" est congru a 1 modulo 7.

En déduire que uy 2 est divisible par 7.

. Calculer le reste de la division euclidienne par 5 de chacun des cinq premiers termes

de la suite (u;,).

Sans justification, recopier et compléter le tableau suivant :

Reste de la division euclidienne de m par 5 0 1 2 3 4
Reste de la division euclidienne de 3m + 1 par 5

. En déduire que, pour tout entier naturel n, si u, est congru a 4 modulo 5, alors ;44

est congru a 4 modulo 5.

. Existe-t-il un entier naturel 7 tel que le reste de la division euclidienne de u;, par 5 soit

égala 2?
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ANNEXE A RENDRE AVEC LA COPIE

Exercice 2

6>

6 septembre 2018

58

Antilles-Guyane



» Baccalauréat S Métropole-La Réunion 13 septembre 2018 o

Exercice 1 4 points
Commun a tous les candidats

Une étude statistique a été menée dans une grande ville de France entre le 1 janvier 2000 et le
1¢f janvier 2010 afin d’évaluer la proportion des ménages possédant une connexion internet fixe.

Au 1°Tjanvier 2000, un ménage sur huit était équipé d'une connexion internet fixe et, au 1 janvier
2010, 64 % des ménages 'étaient.

Suite a cette étude, cette proportion a été modélisée par la fonction g définie sur I'intervalle
[0; +oo[ par:

80" ke’

ol k et a sont deux constantes réelles positives et la variable ¢ désigne le temps, compté en an-
nées, écoulé depuis le 1¢" janvier 2000.

1 64
1. Déterminer les valeurs exactes de k et de a pour que g(0) = 3 et g(10) = 100°

2. Dans la suite, on prendra k =7 et a = 0,25. La fonction g est donc définie par :

g =

e
1+7e(4)
a. Montrer que la fonction g est croissante sur l'intervalle [0 ; +ool.
b. Selon cette modélisation, peut-on affirmer qu'un jour, au moins 99 % des ménages de
cette ville seront équipés d'une connexion internet fixe? Justifier la réponse.
3. a. Donner, au centieme pres, la proportion de foyers, prévue par le modele, équipés
d’'une connexion internet fixe au 1 janvier 2018.

b. Compte tenu du développement de la téléphonie mobile, certains statisticiens pensent
que la modélisation par la fonction g deI’évolution de la proportion de ménages pos-
sédant une connexion internet fixe doit étre remise en cause.

Au début de 'année 2018 un sondage a été effectué. Sur 1 000 foyers, 880 étaient équi-
pés d'une connexion fixe.

Ce sondage donne-t-il raison a ces statisticiens sceptiques?
(On pourra utiliser un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95 %.)

Exercice 2 5 points
Commun a tous les candidats

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O ; U, v ) On prendra pour unité
graphique le centimetre.

1. Résoudre dans C I'équation (2% —2z+4) (z* +4) = 0.
2. On considere les points A et B d’affixes respectives zy = 1+iv/3 et zg = 2i.

a. Ecrire z, et zg sous forme exponentielle et justifier que les points A et B sont sur un
cercle de centre O dont on précisera le rayon.

b. Faire une figure et placer les points A et B.
c. Déterminer une mesure de 'angle (E{, ﬁs’)

3. On note F le point d’affixe zp = za + zp.

a. Placer le point F sur la figure précédente. Montrer que OAFB est un losange.
b. En déduire une mesure de I'angle (E{, ﬁf) puis de I'angle (7[, ﬁ“’)

c. Calculer le module de zr et en déduire I'écriture de zr sous forme trigonométrique.
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d. En déduire la valeur exacte de :
cos|—|.
12

4. Deux modeles de calculatrice de marques différentes donnent pour I'une :

(5n) 2-V3
os|—|=——
12 2

et pour l'autre :

Ces résultats sont-ils contradictoires? Justifier la réponse.

Exercice 3 6 points
Commun a tous les candidats

Cet exercice est un QCM (questionnaire a choix multiple). Pour chaque question, quatre réponses
sont proposées et une seule d’entre elles est exacte.

Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question suivi de la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

Ll est attribué 1,5 point par réponse correcte.
Aucun point n'est enlevé en l'absence de réponse ou en cas de réponse incorrecte.

Question 1

Dans I'espace rapporté a un repere orthonormé (O; 1, ], k), on considere la droite (D) de

X = 2+t
représentation paramétrique { y = 1-3f (z€R), etle plan (P) d’équation cartésienne x +
z = 2t

y+z-3=0.
On peut affirmer que :

Réponse A : 1a droite (D) et le plan (P) sont strictement paralleles.

Réponse B : la droite (D) est incluse dans le plan (P).

Réponse C: la droite (D) et le plan (P) se coupent au point de coordonnées (4; —5; 4).
Réponse D : la droite (D) et le plan (P) sont orthogonaux.

Question 2

Dans le rayon informatique d'une grande surface, un seul vendeur est présent et les clients sont
nombreux.

On admet que la variable aléatoire T, qui, a chaque client, associe le temps d’attente en minutes
pour que le vendeur soit disponible, suit une loi exponentielle de parameétre A.

Le temps d’attente moyen est de 20 minutes.

Sachant qu'un client a déja attendu 20 minutes, la probabilité que son attente totale dépasse une
demi-heure est :

_3
2

Nf—

RéponseA: RéponseB:

e
1—e-102

o=

e
RéponseC: 1-e RéponseD:

Question 3

Une usine fabrique des balles de tennis en grande quantité. Pour étre conforme au reglement
des compétitions internationales, le diametre d’'une balle doit étre compris entre 63,5 mm et
66,7 mm.

On note D la variable aléatoire qui, a chaque balle produite, associe son diamétre mesuré en
millimetres.
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On admet que D suit une loi normale de moyenne 65,1 et d’écart type o.

On appelle P la probabilité qu'une balle choisie au hasard dans la production totale soit conforme.
L'usine décide de régler les machines de sorte que P soit égale a 0,99. La valeur de o, arrondie au
centieme, permettant d’atteindre cet objectif est :

RéponseA: 0,69 RéponseB: 2,58 Réponse C: 0,62 RéponseD: 0,80

Question 4

La courbe ci-dessous est la représentation graphique, dans un repére orthonormé, de la fonction
f définie par :

4x
X)=———.
1@ x?+1
2,0 +
L5 + \
1,0 +
A
0,5 4+
0 ‘ / P :
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

La valeur exacte du réel positif a tel que la droite d’équation x = a partage le domaine hachuré
en deux domaines d’aires égales est :

| /3 10
Réponse A : \/; Réponse RéponseC: In5-0,5 RéponseD: 3

B: \/5—1
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Exercice 4 5 points
Pour les candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

On considére la fonction f définie sur R par :

1, 3
=—x"—-x+-.
f 2x x 2

Soit a un réel positif.
On définit la suite (1) par up = a et, pour tout entier naturel 7 : u,+1 = f (iy).

Le but de cet exercice est d’étudier le comportement de la suite (1) lorsque n tend vers +oo,
suivant différentes valeurs de son premier terme uy = a.

1. Alaide de la calculatrice, conjecturer le comportement de la suite (u,,) lorsque n tend vers
+o00, pour a = 2,9 puis pour a = 3,1.

2. Dans cette question, on suppose que la suite (u,) converge vers un réel £.
a. Enremarquant que u,+1 = %ufi — U+ g, montrer que ¢ = %éz -+ %
b. Montrer que les valeurs possibles de ¢ sont 1 et 3.

3. Dans cette question, on prend a = 2,9.
a. Montrer que f est croissante sur l'intervalle [1; +oo].
b. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: 1 < u;+1 < Up.
c. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

4. Dans cette question, on prend a = 3,1 et on admet que la suite (u;) est croissante.
a. Alaide des questions précédentes montrer que la suite (i) n'est pas majorée.
b. En déduire le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers +oco.

c. Lalgorithme suivant calcule le plus petit rang p pour lequel u,, > 108,
Recopier et compléter cet algorithme.
P est un nombre entier et U est un nombre réel.

Fin Tant que

Exercice 4 5 points
Pour les candidats ayant suivi ’enseignement de spécialité

Partie A
On consideére la suite (u;,) définie par: up =1, u; =6 et, pour tout entier naturel » :

Up+2 = 6Upt1 —Bup.

1. Calculer u, et us .

-8 6) Un+1
Montrer que, pour tout entier naturel n, on a: Uy4+1 = AU,,.

L s . 0 1 . u
2. On consideére la matrice A = ( et la matrice colonne U, = ( " )

2 -0,5 -1 0,5
3. On considere de plus les matrices B = (4 -1 ) etC= (_4 9 )
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a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona: A” =2"B+4"C.

b. On admet que, pour tout entier naturel n, on a: U, = A"Uj.

Montrer que, pour tout entier naturel n, ona: u, =2 x 4n —2n,

Partie B

On dit qu'un entier naturel N est parfait lorsque la somme de ses diviseurs (positifs) est égale a

2N.

Par exemple, 6 est un nombre parfait car ses diviseurs sont 1,2,3 et6etona:1+2+3+6 =12 =

2 x6.

Dans cette partie, on cherche des nombres parfaits parmi les termes de la suite () étudiée dans

la partie A.

1. Vérifier que, pour tout entier naturel n, ona: u, = 2"p, avec p, = 2m+l_ .

2. On considere I'algorithme suivant ou N, S, U, P et K sont des entiers naturels.

a. A quelle question permet de répondre cet algorithme?

§<0

Demander a I'utilisateur la valeur de N
P~ 2N+1 -1
U—2Np

Pour K variantde 1 a U
Si % est un nombre entier
§—S8+K
Fin Si
Fin Pour

Sis=2U

Afficher « oui»
Sinon

Afficher « non »
Fin Si

Compléter, sans justification, les cases vides du tableau donné en annexe. Il n’est pas

demandé au candidat de programmer 'algorithme.

b. Faire une conjecture donnant une condition suffisante sur P pour que l'algorithme

affiche « oui ».

3. Dans cette question, on suppose que p, est un nombre premier. On note S, la somme des
diviseurs de u;,.

a. Montrer que Sy, = (1+ pn) pa.

b.

En déduire que u, est un nombre parfait.
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Annexe a remettre avec la copie

Affichage de I'algorithme pour les premieéres valeurs de N

Exercice 4

N p U S Affichage final
0 1 1 1 non
1 3 6 12 oui
2 7
3 15 360
4 31 992 oui
5 63 6552 non
6 127 8128 16256
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» Baccalauréat S Amérique du Sud 12 novembre 2018 a»

EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Les parties A, B et C peuvent étre traitées de facon indépendante.
Dans tout 'exercice, les résultats seront arrondis, si nécessaire, au millieme.

Partie A

Un commercant recgoit les résultats d'une étude de marché sur les habitudes des consommateurs
en France.
Selon cette étude :

e 54 % des consommateurs privilégient les produits de fabrication francaise;

¢ 65 % des consommateurs achetent régulierement des produits issus de I'agriculture biolo-
gique, et parmi eux 72 % privilégient les produits de fabrication francaise.

On choisit un consommateur au hasard. On considére les événements suivants :
¢ B:«unconsommateur achéte régulierement des produits issus de1’agriculture biologique »;
e F:«unconsommateur privilégie les produits de fabrication frangaise ».

On note P(A) la probabilité de I'événement A et Pc(A) la probabilité de A sachant C.

1. Justifier que P (E n F) =0,072.

2. Calculer Px (E)

3. On choisit un consommateur n’achetant pas régulierement des produits issus de I'agricul-
ture biologique.
Quelle est la probabilité qu’il privilégie les produits de fabrication francaise ?

Partie B

Le commercant s'intéresse a la quantité en kilogramme de farine biologique vendue chaque mois
au détail dans son magasin. Cette quantité est modélisée par une variable aléatoire X qui suit la
loi normale d’espérance u =90 et d’écart type o = 2.

1. Au début de chaque mois, le commercant s’assure d’avoir 95 kg dans son stock.
Quelle est la probabilité qu’il ne puisse pas répondre a la demande des clients durant le
mois?

2. Déterminer une valeur approchée au centieme du réel a tel que P(X < a) =0,02.
Interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.

Partie C

Dans cette étude de marché, il est précisé que 46,8 % des consommateurs en France privilégient
des produits locaux. Le commercant constate que parmi ses 2 500 clients, 1025 achetent régulie-
rement des produits locaux.

Sa clientele est-elle représentative des consommateurs en France?

A.P.M.E.P.
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EXERCICE 2 4 points
Commun a tous les candidats

Lorsque la queue d'un lézard des murailles casse, elle repousse toute seule en une soixantaine de
jours.

Lors de la repousse, on modélise la longueur en centimétre de la queue du lézard en fonction du
nombre de jours.

Cette longueur est modélisée par la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par:

f(x) = 10e%™

ol u est la fonction définie sur [0; +oo[ par :

_X
u(x) = —e* 10,

On admet que la fonction f est dérivable sur [0 ; +oo[ et on note f’ sa fonction dérivée.

1. Vérifier que pour tout x positif on a f/(x) = — u(x)et®,

En déduire le sens de variations de la fonction f sur [0; +ool.
2.  a. Calculer f(20).
En déduire une estimation, arrondie au millimétre, de la longueur de la queue du
lézard apres vingt jours de repousse.
b. Selon cette modélisation, la queue du lézard peut-elle mesurer 11 cm?
3. Onsouhaite déterminer au bout de combien de jours la vitesse de croissance est maximale.
On admet que la vitesse de croissance au bout de x jours est donnée par f'(x).
On admet que la fonction dérivée f’ est dérivable sur [0 ; +oo[, on note f” la fonction

dérivée de f’ et on admet que :

= 1—10 u(x)e" ™ (1 + u(x)).

a. Déterminer les variations de f’ sur [0 ; +ool.

b. En déduire au bout de combien de jours la vitesse de croissance de la longueur de la
queue du lézard est maximale.

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Deux especes de tortues endémiques d’'une petite ile de I'océan pacifique, les tortues vertes et les
tortues imbriquées, se retrouvent lors de différents épisodes reproducteurs sur deux des plages de
I'1le pour pondre. Cette ile, étant le point de convergence de nombreuses tortues, des spécialistes
ont décidé d’en profiter pour recueillir différentes données sur celles-ci.

Ils ont dans un premier temps constaté que les couloirs empruntés dans I'océan par chacune des
deux especes pour arriver sur I'lle pouvaient étre assimilés a des trajectoires rectilignes.

Dans la suite, I'espace est rapporté a un repere orthonormé (O ; 7, 7, k) d’unité 100 metres.
Le plan (O ; 7, 7) représente le niveau de I'eau et on admet qu'un point M(x; y; z) avec z <0

se situe dans 'océan.
La modélisation des spécialistes établit que :

+ latrajectoire empruntée dans’océan par les tortues vertes a pour support la droite 2; dont
une représentation paramétrique est :

x = 3+t
y = 6t avec rréel;
z = =3t
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¢ la trajectoire empruntée dans I'océan par les tortues imbriquées a pour support la droite
2, dont une représentation paramétrique est :

X = 10k
y = 246k avec kréel;
z = -4k

1. Démontrer que les deux espéces ne sont jamais amenées a se croiser avant d’arriver sur
l'ile.

2. Lobijectif de cette question est d’estimer la distance minimale séparant ces deux trajec-

toires.
3
a. Vérifier que le vecteur n | 13 | est normal aux droites 2; et 2,.
27

b. On admet que la distance minimale entre les droites 2; et 2, est la distance HH' ou
H—H’) est un vecteur colinéaire a 7 avec H appartenant a la droite 2; et H' appartenant
ala droite 9.

Déterminer une valeur arrondie en metre de cette distance minimale.
On pourra utiliser les résultats ci-apres fournis par un logiciel de calcul formel

> Calcul formel
1 | Résoudre({10xk—3—t =3%1,2+6%xk—6xt =13*[,—4xk+3xt =271}, {k, I, t})

675 17 603
[l
1814 907 907

3. Les scientifiques décident d’installer une balise en mer.

Elle est repérée par le point B de coordonnées (2; 4; 0).

a. Soit M un point de la droite 9;.
Déterminer les coordonnées du point M tel que la distance BM soit minimale.

b. Endéduirela distance minimale, arrondie au metre, entre la balise et les tortues vertes.

EXERCICE 4 3 points
Commun a tous les candidats

Le plan est muni d’'un repére orthonormal (O ; U, v )
On considere les points A, B, C et D distincts d’affixes respectives za, zg, zc et zp tels que :

Zn+ 2c = Z+ Zp
zpa+izg = zc+izp

Démontrer que le quadrilatére ABCD est un carré.

EXERCICE 5 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Soit k un réel strictement positif.
On consideére la suite (u,,) définie par up =1, u; = k et, pour tout entier naturel » par :

2
un+1

Upt2 = .
kuy,

On admet que tous les termes de la suite (1) existent et sont strictement positifs.

1. Exprimer uy, us et uyq en fonction de k.

2. Alaide d'un tableur, on a calculé les premiers termes de la suite (u,,) pour deux valeurs de
k.

La valeur du réel k est entrée dans la cellule E2.

Amérique du Sud 67 12 novembre 2018



Baccalauréat S

A.P.M.E.P.

A B D E A B D E
1 n u(n) 1 n u(n)
2 0 1 k= 27182818 2 0 1 k=109
3 1 2,7182818 3 1 0,9
4 2 2,7182818 4 2 0,9
5 3 1 5 3 1
6 4 | 0,1353353 6 4 1,234 5679
7 5 | 0,0067319 7 5 1,693508 8
8 6 0,0001234 8 6 | 2,5811748
9 7 8,315E—-07 9 7 4,3712422
10 8 2,061E-09 10 8 8,2252633
11 9 1,88E—12 11 9 17,196 982
12 | 10 | 6,305E—-16 12 | 10 | 39,949576
13 | 11 | 7,781E-20 13 | 11 103,116 84
14 | 12 | 3,533E-24 14 | 12 295,736 2
15 | 13 59E-29 15 | 13 | 942,40349
16 | 14 | 3,625E—34 16 | 14 | 3336,7738

a. Quelle formule, saisie dans la cellule B4, permet par recopie vers le bas de calculer
tous les termes de la suite (1) ?

b. Conjecturer, dans chaque cas, la limite de la suite (u;,).

Dans la suite, on suppose que k =e.
2

u
Onadoncuy =1, u; =e et, pour tout entier naturelrn : u, > = nil

euy

3. On définit, pour tout entier naturel n, la suite (v,) par: v, =In(u;+1) —In (uy).
a. Démontrer que la suite (v,) est arithmétique de raison —1 et de premier terme vy = 1.
b. En déduire, pour tout entier naturel n, 'expression de v, en fonction de n.

4. On définit, pour tout entier naturel z non nul la suite (S;,) par S, = vo+ vy + -+ + Up—1.

) . n3-n)
a. Démontrer que, pour tout entier naturel n nonnul, ona S, = —
b. Démontrer que, pour tout entier naturel 7 non nul, on a S,, = In (uy,).
5. a. Exprimer u, en fonction de n et en déduire la limite de la suite (u;,).
b. Trouver la plus petite valeur de 7 telle que u,, < 107°° par la méthode de votre choix
(écriture d’'un algorithme, résolution d’inéquation, etc.)
EXERCICE 5 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
Pour tout entier naturel n, on note F,, le n-ieme nombre de Fermat. Il est défini par
Fp=2""+1.
PartieA:
Pierre de Fermat, leur inventeur, a conjecturé que :
«Tous les nombres de Fermat sont premiers »,
Lobjectif est de tester cette conjecture.
1. a. Calculer Fy, F;, F> et Fs.
b. Peut-on en déduire que tous les nombres de Fermat sont premiers?
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2. On considere I'algorithme ci-dessous :

Fe22 41
N<2 e e
Tant que F%N #0 ' FooN désigne le reste de la division

N—N+1 I euclidienne de F par N.
Fin Tant que

Afficher N

La valeur affichée a la fin de I’exécution est 641.
Que peut-on en déduire?
Partie B:

Lobjectif est de prouver que deux nombres de Fermat distincts sont toujours premiers entre eux.

1. Démontrer que pour tout entier naturel n nonnulona F;, = (Fj,—1 — 12 +1.

2. Pour tout entier naturel n on note :

n
HFl-zFoXFlXFZX---XFn—IXFn-
i=0

n n-1
On a donc HFi= (H Fl-) x Fy.
i=0 i=0

Montrer par récurrence et en utilisant le résultat de la question précédente que pour tout
entier naturel n nonnulona:

n—1
[[Fi=F.-2.
i=0

3. Justifier que, pour tous entiers naturels n et m tels que n > m, il existe un entier naturel g
tel que F, — gF,, = 2.

4. En déduire que deux nombres de Fermat sont toujours premiers entre eux.
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Exercice 1 6 points

Commun a tous les candidats

Soient f et g les fonctions définies sur ]0 ; +oo[ par

==

1
fx)=e™ et gkx= Fe_ .

On admet que f et g sont dérivables sur ]0 ; +oo[. On note f” et g’ leurs fonctions dérivées res-
pectives.

Les représentations graphiques de f et g dans un repere orthogonal, nommeées respectivement
6 et € sont données ci-dessous :

0,8 1+

Partie A — Conjectures graphiques
Dans chacune des questions de cette partie, aucune explication n’est demandée.

1. Conjecturer graphiquement une solution de I'équation f(x) = g(x) sur]0; +ool.

2. Conjecturer graphiquement une solution de I'équation g’(x) =0 sur ]0; +ool.

Partie B - Etude de la fonction g

1. Calculer la limite de g(x) quand x tend vers +oo.

2. On admet que la fonction g est strictement positive sur |0 ; +ool.
Soit £ la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par h(x) =1In(g(x)).

a. Démontrer que, pour tout nombre réel x strictement positif,

-1-2x1
h(x):ﬁ.

A.P.M.E.P.
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b. Calculer la limite de h(x) quand x tend vers 0.

c. En déduire la limite de g(x) quand x tend vers 0.

3. Démontrer que, pour tout nombre réel x strictement positif,

1
e x|1-2x
é',"(x)=—(x4 )

4. En déduire les variations de la fonction g sur ]0; +ool.

Partie C - Aire des deux domaines compris entre les courbes € et 6

1. Démontrer que la point A de coordonnées (1 ; e‘l) estun point d’intersection de € et .

On admet que ce point est I'unique point d’'intersection de 6 et 6y, et que 6y est au
dessus de 6 sur I'intervalle |0 ; 1[ et en dessous sur l'intervalle |1 ; +ool.

2. Soient a et b deux réels strictement positifs. Démontrer que

S

b
f (f(x)—g(x))zc:e‘“+e‘% —eP—e”
a
3. Démontrer que

1
limf (f)-g)x=1-2e"".
a—0Jg4

4. On admet que

1 b
li - =1 - .
lim fa (F0-g@)x= lim_ fl (g0~ f0)x
Interpréter graphiquement cette égalité.

Exercice 2 3 points

Commun a tous les candidats

Une épreuve de culture générale consiste en un questionnaire a choix multiple (QCM) de vingt
questions. Pour chacune d’entre elles, le sujet propose quatre réponses possibles, dont une seule
est correcte. A chaque question, le candidat ou la candidate doit nécessairement choisir une seule
réponse. Cette personne gagne un point par réponse correcte et ne perd aucun point si sa réponse
est fausse.

On considere trois candidats :

* Anselme répond complétement au hasard a chacune des vingt questions.
Autrement dit, pour chacune des questions, la probabilité qu’il réponde correctement est

égalea —;
8 4
* Barbara est un peu mieux préparée. On considere que pour chacune des vingt questions,
1
la probabilité qu’elle réponde correctement est de >
» Camille fait encore mieux : pour chacune des questions, la probabilité qu’elle réponde cor-

2
rectement est de 3

1. On note X, Y et Z les variables aléatoires égales aux notes respectivement obtenues par
Anselme, Barbara et Camille.

a. Quelle est la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire X ? Justifier.

b. ATlaide dela calculatrice, donner 'arrondi au milliéme de la probabilité P(X > 10).
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Dans la suite, on admettra que P(Y > 10) = 0,588 et P(Z > 10) = 0,962.
2. On choisit au hasard la copie d'un de ces trois candidats.
On note A, B, C et M les évenements :
¢ A:«lacopie choisie est celle d’Anselme »;
e B:«lacopie choisie est celle de Barbara »;

¢ C(C:«lacopie choisie est celle de Camille »;

¢ M «lacopie choisie obtient une note supérieure ou égale a 10 ».

On constate, apres I'avoir corrigée, que la copie choisie obtient une note supérieure ou

égale a 10 sur 20.

Quelle est la probabilité qu’il s’agisse de la copie de Barbara?
On donnera 'arrondi au millieme de cette probabilité.

Exercice 3
Commun a tous les candidats

Soit ABCDEFGH le cube représenté ci-dessous.
On considére :

* Tet] les milieux respectifs des segments [AD] et [BC];

6 points

* Ple centre de la face ABFE, c’est-a-dire I'intersection des diagonales (AF) et (BE);

* Q le milieu du segment [FG].

On se place dans le repeére orthonormé (A; %ﬁ , %Tﬁ , %ﬁ)

Dans tout I'exercice, on pourra utiliser les coordonnées des points de la figure sans les justifier.

On admet qu'une représentation paramétrique de la droite (IJ) est

X =r
y=1, reR
Z =
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1. Vérifier qu'une représentation paramétrique de la droite (PQ) est

x =1+t
y = t, teR
z =1+t

Soient f un nombreréel et M (1+ ¢; t; 1+ ¢) le point de la droite (PQ) de parametre ¢.

2. a. On admet qu'’il existe un unique point K appartenant a la droite (IJ) tel que (MK) soit
orthogonale a (IJ).

Démontrer que les coordonnées de ce point Ksont (1+¢; 1; 0).
b. En déduire que MK = V2 + 22,
3. a. Vérifier que y — z = 0 est une équation cartésienne du plan (HGB).

b. On admet qu'il existe un unique point L appartenant au plan (HGB) tel que (ML) soit
orthogonale a (HGB).

1 1
Vérifier que les coordonnées de ce point Lsont [1+¢; 3 +t; 3 +t.

c. En déduire que la distance ML est indépendante de .

4. Existe-t-il une valeur de ¢ pour laquelle la distance MK est égale a la distance ML?

Exercice 4 5 points

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

On définit la suite de nombres complexes (z;;) de la maniére suivante : zy = 1 et, pour tout entier
naturel n,

1
Znt+1 = §Zn + 51.

On se place dans un plan muni d'un repere orthonormé direct (O ; Z, 7/))
Pour tout entier naturel n, on note A, le point du plan d’affixe z,,.

Pour tout entier naturel n, on pose u, = z,, —1et on note B, le point d’affixe u,.
On note C le point d’affixe 1.

1. Exprimer u;+; en fonction de u,, pour tout entier naturel .

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n,

1 n
unZ(g) (1-1).

3. a. Pour tout entier naturel n, calculer, en fonction de 7, le module de u,.
b. Démontrer que
lim |z,—-1|=0.
MLMES
c. Quelle interprétation géométrique peut-on donner de ce résultat?
4. a. Soit n un entier naturel. déterminer un argument de u,,.

b. Démontrer que, lorsque n décrit I'ensemble des entiers naturels, les points B, sont
alignés.

c. Démontrer que, pour tout entier naturel n, le point A, appartient a la droite d’équa-
tion réduite :

y=—-x+1
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Exercice 4 5 points

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité
On appelle suite de Fibonacci la suite (u,) définie par 1y = 0, u; = 1 et, pour tout entier naturel n,

Un+2 = Up+1 + Up.

On admet que, pour tout entier naturel n, u, est un entier naturel.

Les parties A et B peuvent étre traitées de fagon indépendante.
Partie A

1. a. Calculer les termes de la suite de Fibonacci jusqu’a u;g.
b. Que peut-on conjecturer sur le PGCD de u, et u,+; pour tout entier naturel n?
2. On définit la suite (v,) par v, = ui — Up+1 X Up—1 poOUr tout entier naturel 7 non nul.
a. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, v,.; = —vy,.

b. En déduire que, pour tout entier naturel 7 non nul,

2 n-1
Uy — Up+1 X Up—1 = (—1) .

c. Démontrer alors la conjecture émise a la question 1. b.

Partie B

On considere la matrice F = (i (1))

1. Calculer F? et F3. On pourra utiliser la calculatrice.
2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n» non nul,

Fn — (un+l Un )
Un Up-1

3. a. Soit 7 un entier naturel non nul. En remarquant que F2"*2 = F**2 x F"*, démontrer
que

U2p+2 = Un+2 X Ups1 + Ups]l X Up.

b. En déduire que, pour tout entier naturel 7 non nul,

2 2
Uap+2 = Uy o — Uy.

4. On donne u;y = 144.

Démontrer en utilisant la question 3. qu'il existe un triangle rectangle dont les longueurs
des cOtés sont toutes des nombres entiers, I'une étant égale a 12.

Donner la longueur des deux autres cotés.
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Durée : 4 heures

Exercice 1 5 points
Commun a tous les candidats

Les parties A, B et C peuvent étre traitées indépendamment.
Partie A

Une société de location de voitures s’intéresse a I'état mécanique de son parc automobile afin
d’anticiper les frais d’entretien.
On dispose des données suivantes :

e 20% des voitures sont sous garantie;

e pour 1% des voitures sous garantie, une réparation est nécessaire;

¢ pour 10 % de celles qui ne sont plus sous garantie, une réparation est nécessaire.
On choisit une voiture au hasard dans le parc et on considere les évéenements suivants :

¢ G:«lavoiture est sous garantie »;

¢ R:«uneréparation est nécessaire ».

1. a. Traduire la situation par un arbre pondéré.
b. Calculer la probabilité que la voiture choisie soit sous garantie et nécessite une répa-
ration.
c. Justifier que P(R) = 0,082.
d. Il s’avere que la voiture choisie nécessite une réparation.
Quelle est la probabilité qu’elle soit sous garantie? On arrondira le résultat 2 1073,
2. Lasociété de location fait appel a un garage pour I'entretien de son parc automobile.

Lentretien consiste en une révision a laquelle s’ajoutent d’éventuelles réparations. Les condi-
tions commerciales du garage sont les suivantes :

+ silavoiture est encore sous garantie, 'entretien est gratuit;

» sila voiture n’est plus sous garantie, I'entretien est facturé de la maniére suivante : la
révision cotite 100 € et, si une réparation est nécessaire, il faut rajouter 400 €.

Sachant que son parc automobile compte 2 500 voitures, est-il raisonnable pour la société
de location de prévoir un budget annuel de 250000 euros pour I'entretien de 'ensemble
des voitures?

On pourra introduire la variable aléatoire X qui représente le cofit d’entretien d'une voi-
ture.

Partie B

La société de location propose a ses clients deux contrats de location : un contrat de courte durée
(inférieure a 2 jours) et un contrat de longue durée (de 3 a 7 jours).

La directrice de cette société affirme que 80 % des clients demandent un contrat de courte durée.
Sur les 600 derniers contrats signés 'année précédente, 550 étaient des contrats de courte durée.

1. En supposant que l'affirmation de la directrice est correcte, déterminer un intervalle de

fluctuation asymptotique au seuil de 95 % de la fréquence des contrats de courte durée.

2. Que peut-on penser de I'affirmation de la directrice?

Partie C

On modélise le nombre de kilometres parcourus par les clients louant une voiture pour une se-
maine par une variable aléatoire Y suivant la loi normale d’espérance u = 450 et d’écart-type
o =100.
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1. Quelle est la probabilité que le client louant la voiture pour une semaine roule entre 500
km et 600 km? On arrondira le résultat 2 1073,

2. La société de location souhaite faire une offre promotionnelle aux 15 % de ses clients par-
courant le moins de kilomeétres en une semaine.

En-dessous de quel kilométrage hebdomadaire, arrondi a l'unité, un client sera-t-il concerné
par cette offre?

Exercice 2 6 points
Commun a tous les candidats
Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par

g(x) = (x+2)e 4 -2.

1. Déterminer la limite de g en +oo.
2. Démontrer que la limite de g en —oco vaut —2.

3. On admet que la fonction g est dérivable sur R et on note g’ sa dérivée.
Calculer g’(x) pour tout réel x puis dresser le tableau de variations de g.

4. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution «a sur R.
5. En déduire le signe de la fonction g sur R.

6. Al'aide de la calculatrice, donner un encadrement d’amplitude 1073 de a.

Partie B : Etude de la fonction f

Soit f la fonction définie sur R par
f)=x*—xe"

1. Résoudre I'équation f(x) =0sur R.
2. On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée.

On admet par ailleurs que, pour tout réel x, f'(x) = —xg(x) outla fonction g est celle définie
ala partie A.
Etudier les variations de la fonction f sur R.

a
3. Démontrer que le maximum de la fonction f sur [0; +oo[ est égal a 5
a

Partie C : Aire d’'un domaine

.
Dans un repere orthonormé (O | ), on note ¥ le domaine compris entre la courbe repré-

sentative € de la fonction f, la parabole &2 d’équation y = x? et les droites d’équations x = 0 et
x=4.

1. Déterminer la position relative des courbes € et 2.

2. On admet qu’'une primitive de la fonction f sur R est définie par :

3
F(x) = 5 (x* —2x+2)e* .

Calculer I'aire du domaine 2 en unité d’aire. On donnera la valeur exacte.
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Exercice 3 4 points
Commun a tous les candidats

Pour chacune des quatre affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la
réponse choisie.

Il est attribué 1 point par réponse exacte correctement justifiée. Une réponse non justifiée ne rap-
porte aucun point. Une absence de réponse n'est pas pénalisée.

Pour les questions 1 a 3, on se place dans un plan muni du repére orthonormé direct (O U, v )
1. Soit (E) I'équation d’'inconnue le nombre complexe z

z(2* -8z+32) =0.

Affirmation 1 : Les points dont les affixes sont les solutions de I'’équation (E) sont les som-
mets d'un triangle d’aire égale a 16 unités d’aire.

2. Soit & 'ensemble des points dont les affixes z vérifient

|lz=3|=|z+3|.

Affirmation 2 : Lensemble & est le cercle de centre O et de rayon 3.

3. On considere la suite de nombres complexes (z;) définie pour tout entier naturel # par :
n
Zn = (1 - i\/§) .

Pour tout entier naturel n, on note M, le point d’affixe z,,.
Affirmation 3 : Pour tout entier naturel n, les points M, O et M;,.3 sont alignés.

4. On considere I'équation d’inconnue le nombre réel x

sin(x) (2 cos?(x) — 1)=0.

Affirmation 4 : Cette équation admet exactement quatre solutions sur l'intervalle ] — 7 ; 7]

. b4 /4
quisont: ——;0; —etm.
4 4

Exercice 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
On consideére la suite (u,,) a valeurs réelles définie par uy = 1 et, pour tout entier naturel n,

Un
u,+8

Up+1 =

Partie A : Conjectures

Les premiéres valeurs de la suite (u,,) ont été calculées al’aide d'un tableur dont voici une capture
d’écran :

B

Un

1
0,11111111
0,013698 63
0,0017094
0,00021363
2,6703E-05
3,3379E-06
4,172 3E-07
5,2154E-08
6,519 3E-09
8,149 1E-10
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J—

. Quelle formule peut-on entrer dans la cellule B3 et copier vers le bas pour obtenir les va-
leurs des premiers termes de la suite (u,)?

N

. Quelle conjecture peut-on faire sur les variations de la suite (u,)?

w

. Quelle conjecture peut-on faire sur la limite de la suite (u,)?

4. Ecrire un algorithme calculant u3.

Partie B : Etude générale

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u; > 0.
2. Etudier les variations de la suite (u,).

3. Lasuite (u,) est-elle convergente? Justifier.

Partie C : Recherche d’'une expression du terme général

On définit la suite (v,) en posant, pour tout entier naturel 7,

7
vp=1+—.
Un

1. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 8 dont on déterminera le
premier terme.

2. Justifier que, pour tout entier naturel n,

7

u":8n+1_1'

3. Déterminer la limite de la suite (u;,)

4. On cherche dans cette question le plus petit entier naturel ng tel que, pour tout entier na-
turel n supérieur ou égal a ng, u, <1078
Justifier I'existence d’un tel entier n et déterminer sa valeur.
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