Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs, montres connectées et
tous appareils électroniques de communication ou de stockage, ainsi que les
documents sont interdits.

La qualité de la rédaction est un facteur important d’appréciation des copies.
Les candidats sont donc invités a produire des raisonnements clairs, complets
et concis.

Les candidats peuvent utiliser les résultats énoncés dans les questions ou par-
ties précédentes, en veillant dans ce cas a préciser la référence du résultat
utilisé.

Rappels et notations

L’un des objectifs du probleme est de déterminer, pour tout entier p > 2, les nombres qui sont
la somme finie d’inverses de puissances p-iemes d’entiers naturels distincts.
Par exemple, pour p = 2, on établira qu'un nombre rationnel x peut s’écrire comme somme

2 2
T
finie d’inverses de carrés d’entiers naturels distincts si et seulement si x € [O, G 1 [U [1, 3 [

Dans la partie I, on rappelle des propriétés classiques des développements p-adiques de nombres
réels et on introduit la notion de développement en série de Sylvester de nombre réel. Les pro-
priétés obtenues dans cette partie sont utilisées dans les parties IV et V.

Dans la partie II, on mene ’étude d’une suite définie implicitement et on propose de calculer
une somme célebre. Les résultats établis dans cette partie sont mis a profit dans la partie I'V.
Dans la partie III, on s’intéresse aux déterminations du logarithme, dont on donne une appli-
cation a la partie V.

Dans la partie IV, on dégage des propriétés relatives aux fractions unitaires et on amorce le
début de la résolution du probléeme annoncé. Cette partie constitue un prérequis pour la par-
tie VL

Dans la partie V, on établit un théoreme de Paul Lévy concernant le développement en série
de Sylvester d’une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].

Dans la partie VI, on démontre le résultat annoncé, dii a Ronald Graham.

Ainsi, les parties I, IT et ITI peuvent étre abordées de maniere autonome ; la partie V, pour sa
part, ne dépend que des parties I et III.

Dans tout le sujet, on note N I'ensemble des entiers naturels et N* = N\ {0}.
Si p et ¢ sont des entiers naturels tels que p < ¢, on pose [p,q] ={k € N; p <k < ¢}.
7 désigne I’ensemble des entiers relatifs, Q I’ensemble des nombres rationnels, R I’ensemble des
nombres réels et C ’ensemble des nombres complexes.
Si xz € R, |z] désigne la partie entiere de z.
Si z € C, on note Re(z) et Im(z) les parties réelle et imaginaire de z.
L’exponentielle complexe d’un nombre complexe z est notée exp(z) ou e?.
1z —1z
La fonction sinus est définie sur C par sin : z — £ -°
Une suite réelle u = (up)nen+ stationne a la valeur = € R s'il existe N € N* tel que pour tout
entier n > N, u, = x. Une suite réelle u est dite stationnaire s’il existe un réel z tel que u

stationne a la valeur z.



I. Développement p-adique et développement en série de Sylvester

Dans cette partie, on se donne un entier p € N\ {0,1} et un réel z € |0, +o0].
On considere les suites (u,)nen, (Vn)nen €t (bp)nen telles que pour tout n € N,

lp"x] L b — { | 2] sin=0

y Up = Up + — n n— .
" " |p"z] —p|p"'xz] sinon.

Uy =

=

(a) Montrer que pour tout n € N, u,, < z < v,,.
(b) Montrer que les suites (uy,)nen €t (vn)nen sont adjacentes et convergent vers .

2. Montrer que pour tout n € N*, b, € [0,p — 1].

b
3. Montrer que la série )  — converge et que z = [z] + Y  —-
p n=1P
4. Montrer que la suite (b, ),en+ ne stationne pas a la valeur (p — 1).
5. Montrer que (by,)nen+ est I'unique suite a valeurs dans [0, p — 1] ne stationnant pas a la
400 b
valeur (p — 1) telle que x = |x]| + —Z
n=1 p

Cette derniere expression constitue le développement p-adique du réel x et, pour tout
n € N*, b, est appelé le n-ieme chiffre de x en base p.

6. (a) Dans cette question 6.(a), on suppose disposer de (a,b) € (N*)? tel que x = % et on

considere la suite (0,,)en telle que 6y = a et, pour tout n € N,

Qn—l—l = p(@n —b Len/bj) :
0, X0, 0,
Montrer que pour tout n € N, D Z —Zk et b, = {bJ .
k=0
(b) En déduire que z est rationnel si et seulement si la suite (b,),en+ est périodique a

partir d'un certain rang, c’est-a-dire qu’il existe (N, q) € (N*)? tel que pour tout
entier n > N, by1q = by.

7. On considere la suite (s, )nen+ telle que s; = 2 et, pour tout n € N*, 5,1 = 52 — s, + 1.

(a) Montrer que pour tout n € N*, s, > 1 et que s, T +00.
n—-—+0oo

=1 1
(b) Montrer que pour tout n € N*, Y~ — = :
= Sk S, — 1
8. On considere la suite (z,),en+ telle que 1 = x et, pour tout n € N*,
1

Tptl = Ty — =+
1 |1/z,] + 1

(a) Montrer que la suite (z,)nen+ est bien définie.
Pour tout n € N*, on pose ¢, = [1/z,] + 1.

(b) Montrer que pour tout n € N*, ¢, > 0, ¢,(g, — 1) < et i1 = @2 —qn+ 1.

+o0 1
(¢) Montrer que z = »  —-
n=1 an



9

10.

11

. On suppose dans cette question 9 que z < 1. Soit (7, ),en+ une suite d’entiers strictement
00 1
positifs vérifiant, pour tout n € N*, r,yy 272 —r, + let x = Z —
n=1 T'n
1 1 1

(a) Montrer que pour tout n € N* r, > 2 et — < — .
m  Th—1 1pao1—1

1
x
Montrer qu’il existe une unique suite d’entiers strictement positifs (r,,),en+ telle que, pour

(b) Montrer que r = { J + 1.

+<>01
toutnGN*,TnH27’2—7"71+1etx:z77-
n=1"'"n

Cette suite (7, )nen+ est appelée la suite de Sylvester du réel x et la somme précédente
constitue son développement en série de Sylvester.

. On note (r,)nen+ la suite de Sylvester de x.

(a) Montrer que s’il existe N € N* tel que pour tout n > N, r, = r2 —r, + 1, alors
x e Q.
(b) Etablir la réciproque.

II. Estimations préliminaires

+oo P
x
Pour tout entier p > 2, soit T, la fonction telle que, pour x réel, T (z) = Z ( n ) .
r+n

12

13

14.

15

16

n=1
. On se donne un entier p > 2.
(a) Etablir que la fonction T}, est définie et continue sur [0, +o0].

)
(b)
)
)

Donner les variations de T, sur [0, +o00].

Etudier la limite de T, en +o00.

(c

P T
(d) Montrer que pour tout réel z > 0,

(p—1)(z+1)p1 <Ty(r) < - o

. On se donne un entier p > 2.
a) Etablir Pexistence d'un unique réel ¢, € [0, +-00[ tel que Tp(t,) = 1.
b) Montrer que ¢, > p — 1.

c¢) Montrer que t5 < 2.

1

Etablir que [t,] < ST

a) Montrer que pour tout = > 0, la suite (7,(x)),>2 est strictement décroissante.

(a)
(b)

)
()
(a)
(b) En déduire que la suite (¢,),>2 est strictement croissante.

t\—
. Montrer que pour tout réel t > 0, la suite ((1 + f) p) est décroissante.
p p=2

. On fixe dans cette question z € ]0, +00].

n \ P
Pour tout n € N*, soit g, la fonction telle que g, (p) = (1 + ) pour tout entier p > 2.
px



+o0o
(a) Montrer que pour tout entier p > 2, T,(pz) = > _ g,(p).
n=1

1
(b) Montrer que T}, (px) oo exp(l/z) — 1
2. . 7 . p
17. Etablir I lent : ¢, ~ ——-
ablir 'equivalen P pstoo In?2

+o0 P
z
Pour tout entier p > 2, soit G, la fonction telle que, pour z complexe, Gp(z) = > ( n > .
z+n

n=1
18. Etablir que pour tout entier p > 2, la fonction G, est définie et holomorphe sur 'ouvert
C\{—k; ke N}

19. On se donne un entier p > 2.

P
_ , ) — sit>0
Soit F), la fonction telle que pour ¢ réel, F,(t) = et —1

0 sinon.

(a) Montrer que F}, est continue par morceaux et intégrable sur R.
400 .
On note F(F,) : v — / F,(t)e~*" dt la transformée de Fourier de F,.
—o0

(b) Etablir que la fonction F(F,) est définie sur R.
(i)
(p—1)!

(d) En déduire I'équivalent Go(iz) ~ ix.

|z| =400

(¢) Montrer que pour tout réel x, Gp(iz) =

F(Ep) ().

(e) Montrer plus généralement que G,(iz) ~ .
lz|]=+o0 p — 1

20. On note H : z — Ga(2) + 122_ G2<_Z).

(a) Montrer que H est méromorphe sur C.
(b) Etablir que pour tout z € C\ Z, H(z + 1) = H(z).

- 2
Mont tout z € C\ Z, H(z) = ( > .
(¢) Montrer que pour tout z € C\ (2) Sn(n7)
+oo 1 7T2
(d) En déduire que 712::1 2=



III. Déterminations du logarithme

Une détermination du logarithme sur un ouvert non vide €2 de C est une fonction continue
f:Q — C telle que pour tout z € Q, exp(f(z)) = z.

21. Soit ¢ et o deux déterminations du logarithme sur un ouvert connexe non vide €2 de C.
Déterminer une relation entre ¢; et ¢s.

22. Soit €2 un ouvert connexe non vide de C ne contenant pas 0 et f une fonction holomorphe

1
sur {2 telle que pour tout z € Q, f/'(z) = —
z

Montrer qu’il existe ¢ € C tel que f + ¢ soit une détermination du logarithme sur €2.
+o0 ( _ Z)n
23. On introduit la fonction f; : 2z +— — Z

n=1

et Pouvert Q) ={z€C; |z —1] < 1}.

(a) Etablir que f; est définie et holomorphe sur €.
(b) Montrer que f; constitue une détermination du logarithme sur €.
24. On note f5 la fonction z — Jio 2 (Z -1
2Zn+1\z+1

n=0

2n+1
) et Qs l'ouvert {z € C ; Re(z) > 0}.

(a) Etablir que f, est définie et holomorphe sur .
(b) Montrer que pour tout > 0, fo(z) = Inz.
(c) Montrer que fy constitue une détermination du logarithme sur €.
25. Soit 2 un ouvert non vide de C et f : {2 — C une fonction continue.
(a) Etablir que si f est une détermination du logarithme sur €2, alors f est holomorphe.
(b) Plus généralement, montrer que si expof est holomorphe, alors f I’est aussi.

26. (a) Dans le plan complexe, soit D une demi-droite fermée issue de l'origine. Etablir
'existence d’'une détermination du logarithme sur C \ D.

(b) Montrer qu'il existe une unique détermination du logarithme sur C\ (R_) qui s’annule
en 1. On la notera Log.
+o0o n
2

(¢) Montrer que pour tout complexe z tel que |z| < 1, Log(l —2) = —>_ =
(d) Montrer qu’il n’existe pas de détermination du logarithme sur C \ {0}.
izlnt
e

t2

+o0o
27. On introduit la fonction ¢ : z — / dt et Pouvert Q3 = {2 € C; Im(z) > —1}.
1

(a) Etablir que 9 est définie sur Q.

(b) Montrer que pour tout z € 3, ¥(z) =

(c) Montrer que pour tout z € C, <¢(\j_)> o=V , =222,



IV. Sommes de fractions unitaires

On note £ T'ensemble des suites réelles positives u = (u,)nen< dont la série associée Zun
converge.

+o0
Pour tout u = (uy,)pen+ € €7, on introduit 'ensemble P, (u) = {Z Enlln ; (En)nen+ € {0, 1}N*} :

n=1

28. (a) Montrer que pour tout u € ¢*, 'ensemble P, (u) est bien défini.

(b) Soit p € N*. On considére la suite u = (uy, )pen+ 011, pour tout n € N*, u,, = 2! si
n < p, u, = 0 sinon. Vérifier que u € {* et déterminer 1'ensemble P, (u).

29. Déterminer les suites u = (uy)nen+ € €1 telles que P, (u) soit fini.

30. Soit un réel a > 0. On pose u = (;) . Vérifier que u € 1 et déterminer Po(u).

neN*
1
et S=10,——|.
neN* b= 1
Pour tout entier n € N* et pour toute réunion R = U [a;, b;] de n segments disjoints
i€[1,n]

. . 1
31. Soit p un entier tel que p > 3. On pose u = <n>

de R (ou, pour tout i € [1,n], a; < b;), on pose

b — a: b — a:
ai, a; + — azl U [bi_ - az,@‘])-
p p

X(R)= U (

i€[1,n]

(a) Vérifier que u € (.

(b) Montrer que P (u) C K(S5).
+oo
(¢) Soit (g)nen< € {0,1}". On pose z = > 8—2 Montrer que z € K(X(S)) et que
n=1
K(K(S)) est la réunion de quatre segments disjoints. Préciser, en fonction de e; et

de €9, lequel contient x.

(d) On considere la suite (S, ),en+ de parties de R telle que S; = S et, pour tout n € N*,
Snt1 = K(S,). Montrer que Poo(u) = [ Sn.

neN*

+o00 1
32. On consideére un entier p > 3 et un réel a > 1. On pose § = Z ~Tna] et u = <> .
n=1 P P"J nen-

(a) Etablir que le réel § existe et que si av est rationnel alors /3 est rationnel.

On suppose jusqu’a la question 32.(d) que le réel «v est irrationnel et on pose pour tout

ver a1 |

a a
(b) Montrer que pour tout n € N*, 3, € {0,1}.

(c) Etablir que pour tout n € N*, 3, est le n-itme chiffre de 3 en base p.

(d) En déduire que /5 est un réel irrationnel de Poo(u).

1
33. Soit u = (uy)nen- € €T telle que pour tout n € N*| u, #0 et — € N,
u

n
Montrer que P, (u) possede une infinité de rationnels et une infinité d’irrationnels.



34. On prend ici la suite u = () , ol (5),en- €t la suite définie & la question 7.
Sn/ neNx

(a) Vérifier que u € (.

(b) Soit x € P (u). Montrer que, a I'exception d'un élément x & préciser, il existe une
+o0o

unique suite (g, )pen- € {0, 1} telle que z = Z —-
n=1 Sn
. RE
(c) Soit (,)nen+ € {0, 1}, Montrer que le réel Y — est rationnel si et seulement si
n=1 Sn

la suite (&, )nen+ est stationnaire.

400
Pour tous u € T et n € N*, le n-iéme terme u,, de u est dit substituable si u,, < Z U

k=n-+1
+o00
35. On considére une suite u € £ dont tous les termes sont substituables. On pose o = Z Up, -
n=1

On se propose d’établir que P, (u) = [0, o).
(a) Montrer que 0 et o appartiennent a P (u).

On suppose jusqu’a la question 35.(d) que o > 0 et on considere x € |0, o|.

On définit (€, )nen+ € {0, 1} par récurrence comme suit : €; = 1siu; < zet e = 0sinon;
n

si, pour n € N*, les termes €1, - - - , €, sont définis, alors €,,17 = 1 si Zekuk +Upt1 S T
. k=1
et €,41 = 0 sinon.

(b) Montrer que la suite (g,)nen+ n’est pas constante.

(¢) Etablir que la suite (g, )pen- ne stationne pas & la valeur 1.

+o00
(d) En déduire que z = Z enll, et le résultat annoncé.

n=1
1
36. On prend ici la suite u = (2> .
n®/ nen*
(a) Vérifier que u € (.

(b) Montrer que pour tout entier n > 2, le n-iéme terme u,, de u est substituable.

2 2
(c) Montrer que P (u) = [O, % — 1] U l1, 7;] .

1
37. On pose u = (3> . On reprend les notations de la partie II, en particulier celles de
n°/ nen*
la question 13.

(a) Vérifier que u € £+,

3 3 3

@18 (w+2P T2@t32

(b) Montrer que pour tout réel x > 0, T3(x) >

(¢) En déduire que t3 < 3.
+o0 1
(d) Déterminer, en fonction de ¢ = Y —, I'ensemble Po,(u).

3
n=1 n



1
38. On se donne un entier p > 2. On prend ici la suite u = <) . Pour tout ¢ € N*, on
neN*

np
q
€k
pose P, = {Z w ; (5k)ke[[1,q]] € {0, 1}q}~

k=1
(a) Vérifier que u € (.

b) Montrer qu’il existe un unique entier N, € N* tel que
p
{n € N*; le n-ieme terme u,, de u n’est pas substituable} = [1, N,].

p

Mont N, ~ —-
(c) Montrer que N, »Tloo Tn3

Np
d) Etablir que 'application (e —> Sk est bijective de {0,1}r sur Py, .
ke[1,Np] kP P

k=1

+o00 1
(e) On pose p, = kz::l N

p

Montrer que P, (u) U [w,w+ p,), olt les segments sont deux & deux disjoints.

wEfPNp

V. Un théoréme de Paul Lévy sur les séries de Sylvester

Dans cette partie, on se place sur un espace probabilisé (2, A,P) sur lequel est définie une
variable aléatoire uniformément distribuée sur [0, 1].

39. Montrer qu’il existe une variable aléatoire U suivant la loi uniforme sur [0, 1] telle que
pour tout w € Q, U(w) € 0, 1].

On reprend les notations de la partie I, en particulier celles de la question 10. Pour tout w € €2,

400 1
on note (Q(w))nen- la suite de Sylvester du réel U(w); la relation U(w) = > o) est donc
n=1 n W
le développement en série de Sylvester de U(w).
40. Montrer que pour tout n € N*, (),, est une variable aléatoire.
On pose €; = {k € N; k > 2} et pour tout entier n > 2,
Co={(ky, -+ k) EN"3 hy 2 2t Vi€ [1,n — 1], kipy > k7 — ki + 1}
Dans la question suivante, (s,),.y. désigne la suite définie dans la question 7.
41. Soit n € N*. Etablir que (S1,...,5n) € Cy, et que pour tout (ky,...,k,) € Cy,
k’l 281,...,/{57128”.
42. Montrer que pour tous k € C; et (ki, k2) € Co,
1 1 1 1 1 1
k) = <U<> 6 (Qr = ky, Qy = K :( U<~ )
(@ ="h) (k: po1) @ mhnQe =) = [ —
1
43. Soit n € N* et (kq,...,k,) € C,. Montrer que P(Qy = k1,...,Qn =k,) = m

44. On considére un entier n > 2. Soit (j,k) € N? tel que j > s,y et k > 52— j + 1.

. y _ 1
Montrer que P(Q,—1 = j) > 0 et que P(Q, = k[Qn—1 = j) = 25}7{;_1))



45. Pour tous entiers n > 1 et k > 2, on pose P, (k) = P(Q, = k).

(i1
(a) Montrer que pour tous entiers n > 2 et k > 2, P, (k) = Z MPn_l(j).
i>. k(k—1)
J2—j+1<k
io Pnfl(j) .

+oo P
(b) En déduire que pour tout entier n > 2, Z Palk) SR
S -

=X P,(k 2\"
(¢) Montrer que pour tout n € N*, lg ) < (3) .
k=2

On se propose dans la suite d’établir le théoreme de Paul Lévy suivant :
1 n . .
la suite de variables aléatoires < In ¢ ) — \/ﬁ> converge en loi vers la loi gaus-

Vn (Ql Q-1 n>2
sienne centrée réduite N(0, 1).
On pose ¢ : t — E (ei“nQ1> et pour tout entier n > 2 :

d)n:tHE( (g 1)) et it io ei““(fZ)”("_B.

k=n2—-n+1
46. Montrer que (¢,)n>1 et (¥ )ns2 sont des suites de fonctions définies sur R.

47. Soit un entier n > 3 et un réel t.

. kn71
e”“‘(m)
Montrer que la somme Z p : : Dr.
(klv"' 7k5n71)€en71 n_l( n—1 )

48. On rappelle que 9 désigne la fonction définie a la question 27.

L(t) existe et vaut ¢, ().

(a) Montrer qu'il existe un réel C' > 0 tel que pour tous entier n > 2 et réel t,

n(t) — (1)) < SO

n—1
(b) Etablir, pour tous entier n > 2 et réel t, |p,(t) — ¥(t)pn_1(t)] < C (§> (1+1¢]).

(c) Montrer que pour tous entiers m et n tels que n > m > 1 et pour tout réel ¢,
2 m
Bu(t) = U (Oém ()] <3C () 1+ 1),
(d) En déduire que pour tout t € R, ¢ <t)e“‘/ﬁ — e 2
P \/ﬁ n——+o0 ’

(e) Montrer le théoréeme de Paul Lévy annoncé.

VI. Un théoréme de Ronald Graham

1
Dans toute cette partie, on se fixe un entier p > 2 et on considere la suite u = (p) .
"/ nen*

On reprend les notations de la partie IV, en particulier celles de la question 38. En posant
U, = U [w,w + pp[, on se propose d’établir que

wG?Np
u,nNQ={J 2.
neN*

A l'aide d’une méthode due a R. Sprague, on commence par montrer, jusqu’a la question 53, que
tout entier naturel assez grand est la somme de puissances p-iemes d’entiers naturels distincts.



49. Soit (A )nen+ et (Bp)nens telles que A; = (é (;), By = (g g) et, pour tout n € N*, en

notant Io» la matrice identité de taille 2™ & coefficients réels,

A, 0 _ (B, 0
Ane1 = ( 0 B+ 2n+212n> B = < 0 A+ 2n+212n> '

(a) Montrer que pour tous n € N* et k € [1,n], les matrices A¥ et B* ont méme trace.

(b) En déduire I'existence d'un entier pair ¢ > 2 et de 2¢ entiers naturels impairs distincts
ai, as, -+ ,az, tels que pour tout k € [1,p], a’f+-‘~+a’; = a';H —|—~~-—l—a'§q.

(c) Etablir dans R[X] Pégalité (X +ap)P+- - -+ (X +a,)? = (X +ag1)P 4+ -+ (X +ag,)P.
50. On considére un entier pair D > 2. Pour tout (¢,7) € [1,p] x {0, 1}, on pose

q
M; ;(X) =Y (X + ajesr + D)’ € R[X].
k=1

(a) Montrer qu’on peut choisir D de sorte que pour tous éléments distincts (k,7) # (¢, j)
de [1,2q] x [1,p], on ait : ax, +iD # a, + 7D. On fait cette hypothése par la suite.

(b) Pour tout k = (ky,--- ,k,) € [1,2q]?, on pose
Si(X) = (X +ap, + D)P(X + ag, +2D)P - - (X + ay, + pD)? € R[X].

Montrer qu’il existe un entier naturel pair w, tel que (Sp(wp))jcp ag» cOnstitue une

famille de (2¢)P puissances p-iémes d’entiers impairs deux a deux distincts.
p
(c) Etablir que le produit 7, = H My, ., (wp) est un entier naturel pair, indépendant du

k=1
choix de (eq,--- ,¢,) € {0, 1}7.
51. Montrer qu’il existe une famille (M), o») de 27 ensembles finis non vides d’entiers na-
turels impairs, deux a deux disjoints, telle que pour tout i € [1,27], m, = Z KP.
keM;
52. Soit m € N*.

T
(a) Montrer qu'il existe r € N et (by)refo,] € [0,27 — 1] tels que m =Y ;2P
k=0
(b) En déduire que mm, est la somme de puissances p-iemes d’entiers naturels distincts.
mp—1
On pose ©, = Y _ (km, + 1)".
k=1
53. Montrer que tout entier n vérifiant n > ©, est la somme de puissances p-iemes d’entiers

naturels distincts.
n

54. Montrer qu'il existe un entier §, > ©, tel que pour tout entier n > 9, Z kP > (n+ 1)P.
k=1
On se fixe jusqu’a la question 60 un rationnel x de U,.
On introduit des entiers C, > 26, et K, > (C, + 1)! vérifiant la condition suivante : pour
tout m € [0,,0, + (6,C,)?], il existe une partie finie non vide M de N* telle que, d’une part,

m = Z kP, et telle que, d’autre part, tout élément de M s’écrit comme le produit d’éléments

keM
distincts de [1, K,].
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55. Montrer qu’on peut choisir K, assez grand de sorte qu'il existe A € Pg, _; et un entier
naturel R, multiple de K, tels que

R R 1
Ld et P_ <

EER Vo R VT Ty

On suppose dans toute la suite que K, et R, se trouvent ainsi fixés.
On suppose jusqu’a la question 59.(b) que R, > 0.
On note A, = H i? et N I'ensemble des entiers m inférieurs a A, qui s’écrivent comme le
Cp+1<i<K,
produit de puissances p-iemes d’entiers distincts de [C,,, K, ], ¢’est-a-dire tels qu'il existe h € N*
et des entiers i; < iy < --- < i, dans [C,, K,] vérifiant : m = ] 4.
1<k<h
On note C’z{’ =my; <mg < -+ <myz =24, les éléments de N.

56. Montrer que pour tout k € 1, Z — 1], M1

< 2P

On pose B = {k € [0,C, — 1] ;i € [1, Z] tel que k’m; < R, — ©, < (k + 1)"m;}.
57. Montrer que B est non vide.
On pose G = max B.
58. On suppose dans cette question que G < d,,.
(a) Etablir que R, € [0,,0, + (5,C,)"].
(b) En déduire que z € J P,.

neN*
59. On suppose dans cette question que G > d,. On dispose alors de iy € [1,Z] tel que
GPm;, < R, — 0, < (G+ 1)Pm,,.

(a) Montrer qu’on peut définir
ko =min{k € [1,G] ; (K*+(k+1)P +---+G")m;y; < R, — O,}.
(b) Montrer que, en posant R, = R, — (kg 4 (ko 4+ 1)P + -+ + G?)my,, on a :
0< R, — 0, < (ko — 1)Pmy,.

60. Montrer que = € U P.
neN*

61. Etablir que U,NQ= U Pn.

neN*

1
62. (a) Montrer qu’il existe un entier r > 2 tel que 2 soit la somme de r inverses de carrés

d’entiers naturels distincts.

(b) Montrer que pour tout rationnel x €

72 72
0, s 1 [ U ] 1, 5 [, il existe une infinité de
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