Durée : 4 heures
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Exercice 1 4 points

Commun a tous les candidats

On considere un solide ADECBF constitué de deux pyramides identiques ayant pour base com-
mune le carré ABCD de centre ]J. Une représentation en perspective de ce solide est donnée en
annexe (a rendre avec la copie). Toutes les arétes sont de longueur 1.

L'espace est rapporté au repére orthonormé (A ; E, E, ﬁ()

V2

1. a. Montrons que IE = PR

On sait que les deux pyramides ABCDE et ABCDF sont identiques, et que toutes les
arétes ont la méme longueur 1. Ce sont donc des pyramides réguliéres a base carrée et
E comme F ont pour projeté orthogonal sur ABCD le point I, centre du carré ABCD.

I est le centre du carré ABCD de c6té 1, c’est donc le milieu de [AC] eton a:

2
AC=+v2etAl = g

Comme I est le projeté orthogonal de E sur ABCD, le triangle AEI est rectangle en I et

ona:
2
2 2
IE?=AF>-APP=1- v2 = —. Et finalement IE=£.
2 2 2
- - 11— 1— . 11
I est le milieu de [BD] et Al = —AB + —AD, d’ou: I(—; - 0) .
2 2 2 2
— o = 1 1 V2
Ona:AE:AI+IE,d’of1:E—;—;\/——
2 2 2

: o X 11 V2
Par raison de symétrie par rapport a ABCD :| F > ; > ; 5

b. Montrons que le vecteur 7{ (0 ;=2 \/E) est normal au plan (ABE).

1

1 2
Ona:ﬁo,ﬁ %
0 V2

2
AB et AE ne sont pas colinéairesetona: AB-n =0et AE:- n =0.

71 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan ABE donc 7{(0 2 —2:4/2) est
normal au plan (ABE).

c. Déterminons une équation cartésienne du plan (ABE).
(ABE) passe par le point A(0; 0; 0) et a pour vecteur normal ;(0 ;=25 V2).

On en déduit une équation cartésienne de (ABE) :| -2y + V2z=0]|

2. On nomme M le milieu du segment [DF] et N celui du segment [AB].
a. Démontrons que les plans (FDC) et (ABE) sont paralléles.

Dans le plan (FDC) considérons les vecteurs DC et DF qui ne sont pas colinéaires.

1
Comme ABCD est un carré on : D—C> = E etona: D—C> (0)
0
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1
2
1 — —

D’autrepartsachantqueD(O;1;0),0na:ﬁ§ -3 .Ona:DC'7{=0etFD-7{=O.
2

2
71) est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (FDC) : 71) (0 ;=23 \/.’Z) est
normal au plan (FDC)

Les plans (FDC) et (ABE) admettent un méme vecteur normal donc ils sont paralléles.
b. Déterminons l'intersection des plans (EMN) et (FDC).

Comme M appartient a [EM] et que M est le milieu de [FD], M appartient a I'intersec-

tion de (EMN) et (FDC).

Comme (FDC) et (ABE) sont paralleles, le plan (EMN) les coupe suivant deux droites

paralleles.

Or l'intersection de (EMN) et (ABE) est la droite (EN).
On en déduit que l'intersection de (EMN) avec (FDC) est la droite parallele a (EN) pas-
sant par M.

c. Construisons (voir annexe) la section du solide ADECBF par le plan (EMN).

Soit G l'intersection de la parallele a (EN) passant par M avec le plan (BCF) : c’est I'in-
tersection de (EM) avec (CD).

Le segment [GM] est la section de la face FCD par le plan (EMN).
Par raison de symétrie, les plan (CDE) et (ABF) sont paralleles.

En tenant le méme raisonnement que précédemment, on montre que le plan (EMN)
les coupe suivant deux droites paralleles.

Or l'intersection de (EMN) avec le plan (CDE) est la droite (EG). Alors le plan(EMN)
coupe le plan(ABF) suivant la parallele a (ERG) passant par N.

Cette droite coupe (AF) en H.
Le segment [NH] est la section de la face ABF par le plan (EMN).
On en déduit que le polygone ENHMG est la section du solide par le plan (EMN).

Exercice 2 4 points

Commun a tous les candidats

Sur un court de tennis, un lance-balle permet a un joueur de s’entrainer seul. Cet appareil en-
voie des balles une par une a une cadence réguliére. Le joueur frappe alors la balle puis la balle
suivante arrive.

Suivant le manuel du constructeur, le lance-balle envoie au hasard la balle a droite ou a gauche
avec la méme probabilité.

Dans tout l'exercice, on arrondira les résultats a 1073 pres.
Partie A

Le joueur s’appréte a recevoir une série de 20 balles.
Soit X le nombre de balles envoyées a droite. Comme le lance-balle envoie au hasard la balle a

1
droite ou a gauche avec la méme probabilité p,ona p = 2" Comme d’autre part les lancers sont

1
indépendants, X suit une loi binomiale de parameétres n =20 et p = >

1. Calculons la probabilité que le lance-balle envoie 10 balles a droite.

20
10

1\10 10
Cest: p(X=10) = ( )(E) X (1 - E) =0,176. p(X=10)=0,176
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2. Calculons la probabilité que le lance-balle envoie entre 5 et 10 balles a droite.
Cest: p6sX<10)=p(X<10)-pX<4).
Ala calculatrice, on obtient : p(6<X<10)=0,582 |

Partie B

Le lance-balle est équipé d'un réservoir pouvant contenir 100 balles. Sur une séquence de 100
lancers, 42 balles ont été lancées a droite. Le joueur doute alors du bon fonctionnement de 'ap-
pareil.

Comme n=100et p=0,5,0ona:n>30,np=50>5et n(l-p)=50>5.

On appelle X la variable aléatoire donnantle nombre de balles lancées a droite. Avec les mémes
hypotheses qu’au A, X suit une loi binomiale de parameétres n =100 et p =0,5.

On peut alors calculer I'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95%.

N N
5= |p-1,06YPLP) g eV PLZP) doncllooz[0,40;0,60]
Vn Vn

0,42 € I 00 donc 'hypothese que 'appareil fonctionne correctement est acceptée, au risque de
5%.

Partie C

Pour augmenter la difficulté le joueur parametre le lance-balle de facon a donner un effet aux
balles lancées. Elles peuvent étre soit «liftées » (L) soit « coupées (C) ». La probabilité que le lance-
balle envoie une balle a droite est toujours égale a la probabilité que le lance-balle envoie une
balle a gauche.
Les réglages de I'appareil permettent d’affirmer que :
¢ la probabilité que le lance-balle envoie une balle liftée a droite est 0,24 donc p(Ln D) =
0,24
» la probabilité que le lance-balle envoie une balle coupée a gauche est 0,235donc p(Cn
G) =0,235.

On peut construire deux arbres pondérés pour aider au raisonnement :

pG\D\ C

L G
C D
'DD(L) L G

Si le lance-balle envoie une balle coupée, calculons la probabilité qu’elle soit envoyée a droite ,
c’est a dire pc(D).
p(DNL) 0,24
Ona: O=1- L)=1- =1-
na: pp(C) pp(L) (D) 05

On en déduit: p(Cn D) = p(D) x pp(C) =0,26
Et: p(C) = p(CN D)+ p(CNG) =0,26+0,235 = 0,495.

Finalement : pc(D) = 2502 - 028 _ g 55510 pres
‘pcWD) = p(C) 0,495 pres. pcD) =0,

=1-0,48=0,52.

Exercice 3 4 points

Commun a tous les candidats

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0; 1] par: f(x) =
Partie A

1+el-x"
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1. Etudions le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0; 1].

—(-1 1-x 1-x
f est dérivable sur [0 ; 1] avec pour tout x€ [0; 1] : f'(x) = (1(+ e)le—x)Z = a fel—x)Z'

Pourtout x€[0; 1],e!™*>0et (1+el %2 >0.

On en déduit que pour tout x € [0; 1], f'(x) > 0 et donc que f est strictement croissante
sur [0; 1].

2. Enremarquant que e = e! , et que pour tout réel x, e~* x e* = 1, on peut écrire :
1 e* e*
f(x) = = =

l+exe™* (l+exe ¥)eX¥ er‘+e’

!
u

3. f est dérivable sur [0 ; 1] donc continue et est de la forme —; elle admet donc comme
u

primitive pour tout x € [0; 1] la fonction F définie par : F(x) = In(e* +e).

1
On en déduit que : f fx)dx= [ln(ex + e)](l) =In(2e) -In(1+e) =In(2) +In(e) - In(1 +e) =
In(2)+1-In(1 +e). ’

Partie B

Soit n un entier naturel. On considere les fonctions f;, définies sur [0; 1] par: f;,(x) = Tonel s
ne
On note %6, la courbe représentative de la fonction f;, dans le plan muni d'un repére orthonormé.

1
On consideére la suite de terme général u,, = f fn(x)dx.
0

1. On a tracé en annexe les courbes représentatives des fonctions f;, pour n variantde 1 a 5.

Pourtoutx€[0; 1],ona: fy(x) = ———=
[ ] fo 1+0xel-x

La courbe %, représentative de la fonction fj estle segment d’équation y = 1 avec x € [0;1]

2. Soit n un entier naturel.

Pourtoutx€[0; 1],ona: f,(x) = > 0. On en déduit que u,, représente I'aire sous

1+ nel=*
la courbe 6, délimitée par 'axe des abscisses, et les droites d’équations x =0 et x = 1.
1
On a en particulier up = f ldx=[x]g=1
0
3. Il semble que la suite (u,) soit décroissante car les aires sont de plus en plus petites.

Démontrons-le.

Soit 7 un entier naturel.
1 1 —e' ¥ -
1+(n+Del~* 1+nel~*  (1+nel )1+ (n+1el%)

Pourtoutréel x € [0; 1],0na: fi41(x)—fr(x) =
0.

On en déduit que pour tout réel x € [0;1], on a: f;+1(x) < f,(x) et comme par intégration

1
sur un intervalle, 'ordre est conservé, on a pour tout entier naturel 7, f frr1(x)dx <
0

1
f fn(x)dx et ups < uy.
0

Ce qui prouve que la suite () est strictement décroissante.

4. Soit n un entier naturel.

1 1
—————>0etdonc x)dx>0
1+ nel—x fo fn()

Ce qui prouve que la suite (#,) est minorée par 0.

Pour toutréel x€ [0; 1], ona:f,(x) =

La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge et par conséquent elle
admet une limite finie.
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Exercice 4 5 points

Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse.
Un point est attribué par réponse exacte justifiée. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en
compte et l'absence de réponse n'est pas pénalisée.

e Sur le schéma ci-dessous on a représenté la courbe de densité d'une variable aléatoire X
qui suit une loi normale d’espérance u = 20. La probabilité que la variable aléatoire X soit
comprise entre 20 et 21,6 est égale a 0,34.

14 16 18 20 22 24 2

Affirmation 1: La probabilité que la variable aléatoire X appartienne al’'intervalle [23,2; +oo[
vaut environ 0,046.

Réponse : FAUX

Comme p|[20; 21,6] = 0,34, p[20—-1,6; 21,6] =2 x 0,34, c’est a dire p[18,4; 21,6] = 0,68.

On en déduit qu’il s’agit d'un intervalle a un-o. Donc o = 1,6.

On sait alors que pour l'intervalle deux-o, on a:

pl20-2x1,6;20+2x1,6] = 0,95 et par conséquent p[23,2; +oo[=0,5x 0,05 = 0,025.

iz
e Soit z un nombre complexe différent de 2. On pose : Z = 22
z—
Affirmation 2 : Lensemble des points du plan complexe d’affixe z tels que | Z] = 1 est une
droite passant par le point A(1; 0).
Réponse : VRAI

iz z

Pour tout nombre complexe z, z #2,0ona:|Z| =1 < | | |2| =] & | | |2| =

z— z—
|z| =1z —2].
Le point O a pour affixe 0; soit I le point d’affixe 2, et M le point d’affixe z: |z| = |z—2| <
OM =1IM.
Autrement dit | Z| = 1 si seulement si M appartient a la médiatrice de [OI] dont A est le
milieu.

Affirmation 3 : Z est un imaginaire pur si et seulement si z est réel.
Réponse : VRAI
Pour tout nombre complexe z, z#2,ona:

—= iz iz
Z estun imaginaire pur <= Z+Z2=0 < 2+( 2):0
z— z—
Pour tout nombre complexe z, z # 2, d’apres les propriétés des conjugués, on a :

( iz )_ iz  -iz
z—2 _Z—Z_E—Z.

Pour tout nombre complexe z, z # 2,
. L iz —iz iz(z—2)—iz(z—2)
Z estun imaginaire pur < ——+——=0 < =
z—-2 z-2 |z —2/2
—2iz+4+2iz=0 < -2i(z—-2)=0
Et finalement, pour tout nombre complexe z, z # 2, on a : Z est un imaginaire pur <=
z—2z2=0 < zréel.

0

» Soit f lafonction défini Rpar: =—7F.
oit f la fonction définie sur R par: f(x) 17602

Affirmation 4 : Léquation f(x) = 0,5 admet une unique solution sur R.
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Réponse : VRAI
362

La fonction f définie sur R par f(x) = —_— .
(4+6e2)

yRr: est dérivable sur R et f’(x) =

On a pour tout réel x, f'(x) >0 donc f est strictement croissante sur R.
Comme lim —2x=-oo,etque lim el =0, par composition, lim e ?*=0donc lim fx) =
t——00 X—+00 X—+o00

X—+00
3
e
Comme lim -2x = +oo, et que lim el = +oo, par composition, lim e = +oo et
X——00 t—+o0 X—=
lim =0.
x—'—oof(x) 0
3 3
Sur R, f est continue strictement croissante et f(x) décrit |0; 2l Deplus0,5€ (0; Z]

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires pour les fonctions continues stric-
tement monotones sur un intervalle, on peut affirmer que I'équation f(x) = 0,5n’aqu'une
seule solution réelle.

On peut aussi résoudre dans [0; 1] 'équation f(x) = 0 et on trouve une solution unique

In3
x=—.
2

Affirmation 5 : Lalgorithme suivant affiche en sortie la valeur 0, 54.

Variables : X et Y sont des réels
Initialisation: | X prend la valeur 0

3
Y prend la valeur 10
Traitement: Tantque Y <0,5
X prend la valeur X +
0,01
Y prend la valeur

4 +6e72X
Fin Tant que

Sortie: Afficher X

Réponse : FAUX

Si on demande a la calculatrice de donner les valeurs de f(x) avec x qui varie a partir de 0
etavec un pas de 0,01, on constate que f(0,54) = 0,4969 < 0,5 mais f(0,55) = 0,5002 >0, 5.
On sort de la boucle dés que Y donc f(x) est strictement plus grand que 0, 5.

Alors la valeur de sortie est 0,55.

Exercice 4 5 points

Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse. Un
point est attribué par réponse exacte justifiée. Une réponse non justifiée ne sera pas prise en compte
et l'absence de réponse nest pas pénalisée.

Liban

1 [5]
3 [4]
Affirmation 1 : Si n est solution de ce systeme alors n — 11 est divisible par 4 et par 5.

3 N n )e . .
On considére le systeme { n d’inconnue 7 entier relatif.

* Si n est solution du systéme, alors n =1 [5]; donc n—11=-10 [5]. Or —-10 =5 x
(=2)=0 [5],doncn—11=0 [5],donc n—11 estdivisible par 5.

* Si nestsolution du systéme, alors n=3 [4];doncn—-11=-8 [4].0r-8=4x(-2)=
0 [4],doncn—-11=0 [4],donc n— 11 estdivisible par 4.
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Liban

On a donc démontré que si n est solution du systéme, alors n—11 est divisible par 4 et par
5.

| Affirmation 1 vraie |

Affirmation 2 : Pour tout entier relatif k, I'entier 11 + 20k est solution du systeme.

e 11=2x5+1donc 11 =1 [5]; 20k =5(4k) =0 [5]. Par somme, on peut dire que
11+20k=1 [5].

* 11 =2x4+3donc 11 =3 [4]; 20k = 4(5k) = 0 [4]. Par somme, on peut dire que
11+20k=3 [4].

11+20k=1 [5]et1ll1+20k=3 [4] donc 11+ 20k estsolution du systeme.

| Affirmation 2 vraie |

Affirmation 3 : Si un entier relatif n est solution du systeme alors il existe un entier relatif
k tel que n=11+20k.

On a vu que si n est solution du systéeme, alors n — 11 était divisible a la fois par 4 et par 5.
Or 4 et 5 sont premiers entre eux donc, d’apres le théoreme de Gauss, le nombre n—11 est
divisible par 4 x 5 = 20; donc il existe un entier relatif k tel que n—11 = 20k.

Affirmation 3 vraie |

On a démontré que I'ensemble solution du systéme est { 11+ ZOk} -
€

Un automate peut se trouver dans deux états A ou B. A chaque seconde il peut soit rester
dans I'état ot il se trouve, soit en changer, avec des probabilités données par le graphe
probabiliste ci-dessous.

Pour tout entier naturel n, on note a, la probabilité que 'automate se trouve dans I'état
A apres n secondes et b, la probabilité que I'automate se trouve dans l'état B apres n
secondes. Au départ, 'automate est dans I'état B.

0,7
0,8

On considére I'algorithme suivant :

Variables : a et b sont des réels

Initialisation: | a prend la valeur 0

b prend la valeur 1

Traitement : Pour k allantde 1 a 10
a prend la valeur 0,8a +0,3b
b prendlavaleur1-a

Fin Pour

Sortie: Afficher a

Afficher b

Affirmation 4 : En sortie, cet algorithme affiche les valeurs de a;g et byg.
an+1 0,3a+0,8b c a =0
bps1 = 0,7a+0,2b bhh =1
Dans l'algorithme, on a « a prend la valeur 0,8a + 0,3b » et il faudrait avoir « a prend la
valeur 0,3a+0,8b ».

D’apres le graphe, on peut dire que {

| Affirmation 4 fausse

Affirmation 5 : Apres 4 secondes, 'automate a autant de chances d’étre dans I'état A que
d’étre dans I'état B.

On cherche ay :
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0,3a;+0,8b; = 0,3x0,8+0,8x0,2 = 0,4

= 0,3ap+0,8bp = 0,3x0+0,8x1 = 0,8 { ap

—_—A—
S B
o

1-a; = 0,2 by = 1-ay = 0,6
a3 = 0,3a,+0,8b, = 0,3x0,4+0,8x0,6 = 0,6 as = 0,3a3+0,8b3 = 0,3%x0,6+0,8x0,4 = 0,5
b3 = l—ag = 0,4 b4 = 1-ay = 0,5

as = 0,5 donc apres 4 secondes, 'automate a autant de chances d’étre dans 'état A que
dans I'état B.

Affirmation 5 vraie |

Exercice 5 5 points
Commun a tous les candidats
20 = 0
On considere la suite (z,) de nombres complexes définie pour tout entier naturel n par: 1.
Zn+l = 51 XZn+5

Dans le plan rapporté a un repere orthonormé, on note M, le point d’affixe z,,.
On considére le nombre complexe zj = 4 + 2i et A le point du plan d’affixe z,.

1. Soit (uy) la suite définie pour tout entier naturel n par u, = z, — za .

1
a. Montrons que, pour tout entier naturel n, u;+1 = Ei X Up.
1 1

Pour tout entier naturel n, ;11 = 241 — 2 = Ei X zZp+5—(4+2i)= Ei X Zp+1—21.

. 1, 1, 1, L .
Pour tout entier naturel n, 51 X Uy = El(zn —2ZA) = El(zn —4-2i)= 51 X Zp+1-—21.

1

Et pour tout entier naturel n, u;+; = Ei X Up.

1 n
b. On va démontrer par récurrence que, pour tout n, la propriété &2, : (51) (—4 - 2i) est
vraie.
1\" 1.\°
e [nitialisation : uy = zo—za = —z4 = —4—2i; pour n =0, (51) (-4-2i) = (51) (—4-
2i)=-4-2i
Donc la propriété est vraie pour n = 0.
* Hérédité : on suppose la propriété vraie au rang quelconque p < 0, c’est-a-dire
1)\?
(51) (—4 —2i); on va la démontrer au rang p + 1.
1 1, (1) 1.\
Ups1 = —iup = =ix | =i] (—4-2i)=|=i —4-2i
p+1 2 n 2 (2 ) ( ) (2 ) ( )
Donc la propriété est vraie au rang p + 1.

* La propriété est vraie au rang 0, elle est héréditaire, donc, d’aprés le principe de
récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel .

n
Pour tout entier naturel n, u, = (51) (—4-2i)

2. Démontrons que, pour tout entier naturel n, les points A, M,, et M,4 sont alignés.

B — —_—
Le vecteur AM,, a pour affixe u, = z,, — za, etle vecteur AM,,..4 a pour affixe 1,14 = zp44 —
ZA.

1 n+4
Mais d’apres la question précédente, pour tout entier naturel n, u,+4 = (51) (—4-2i)
1 n
etu, = (51) (—4 - 2i).
1 4
On en déduit que pour tout entier naturel n, u;+4 = (51) Up.
. (1 .)4 1
Mais [—-i| = —
2 16
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1
On en déduit que pour tout entier naturel n, u;+4 = 0 Up et AMy 4 = EAM"

Ce qui prouve que, pour tout entier naturel 7, les vecteurs sont colinéaires et par consé-
quent les points A, M,, et M;,.4 sont alignés.
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Annexe

A rendre avec la copie
Exercice 1

Exercice 3

1,0
6o
08 +
0,6 +
61
04 + :
6>
63
02+ Cs
__///_/’//' €5
0 % % % % % %
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
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