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m&puzzes

une exposition a venir visiter avec vos classes a Poitiers.

Qui peut imaginer toutes les mathématigues qui se cachent derriére les puzzles
gearmétriques ¢

Derribre des activités ludigues, dléves et adultes pourront se familiariser avec
nombre de connaissances mathématigues. De l'appréhension des formes dans
l'espace ou le plan, & la recherche dalgorithmes en passant par la manipulation
des opérations arithmétiques, les puzzles offrent un choix insoupgonné d'activités
rmathématiques de la maternelle a luniversité.

LEspace Mendés France, centre de culture scientifique en Poitou-Charentes,
basé & Poitlers, organise’ en collaboration avec IAGEEME, ITREM! de Poitlers, la
Régionale Poitou Charentes de LAPMEP?, du 2B septemnbre 2016 aw 30 juin 2017,
une expasition spécialement congue pour les scolaires de tout age.

Corgue autour de 7 pdles, cetbe exposition permettra & tout participant, quel gue
soit son niveau, de manipuler, chercher, raisonner, ou bien, pour le plaisin, se casser
la téte tout en s'instruisant.

Les classes pourront 'y rendre, des animateurs guideront les &léves et propose-
rort des activités adaprées & leur niveau.

Les enseignants trouveront des activités pédagogiques permettant de prolonger
cette visite.

A Uheure ol les crédits pour Fannee civile vont 8tre votes dans les établissernents,

nous pensons utile de vous informer afin gue vous puissiez budgétiser votre
voyage si cette fagon récréative de faire des mathématiques vous séduit.
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Qui a congu lI'exposition ?

- La régionale de ’'APMEP (notre slogan: de la Maternelle a I’'Université)

- UIREM (Institut de Recherche sur I'enseignement de Mathématiques qui est
un institut universitaire)

- En collaboration avec 'AGEEM et des maitres formateurs de la
circonscription de Poitiers.

L'exposition a été réalisée par I'Espace Mendes-France.

Deux expositions sont itinérantes :

-Une a vocation académique destinée principalement aux établissements
scolaires ou salles communales a demander aupres de la régionale de
'APMEP de Poitou-Charentes,

- Uexposition de Mendes France a vocation nationale voire internationale.
-Elles different par le format des panneaux et des puzzles.



Mais ce ne sont pas les puzzles que je connais!

Le puzzle est un jeu qui consiste a reconstituer une image en deux dimensions a l'aide d’'un
modele et de pieces qui s'emboitent les unes dans les autres.
Le plus grand puzzle distribué dans le commerce compte pas moins de 24.000 pieces !

L'invention du puzzle est généralement attribuée a un cartographe et graveur londonien du
nom de John Spilsbury. Ce dernier aurait eu I'idée de découper des cartes représentant les
différents pays du monde et de les vendre comme un moyen ludique d'apprendre la
géeographie.

Les premiers puzzles ont ainsi vu le jour vers 1760. lls étaient alors fabriqués en bois : on
peignait une image sur une fine planche de bois que I'on découpait a l'aide d'une scie a
chantourner ou jigsaw en anglais.

Il fallut attendre le début du XXe siecle pour que la fabrication des puzzles connaisse une
véritable révolution technique. Les fabricants commencerent a utiliser du contreplaqué,
plus homogene et résistant que le bois. Cette innovation marqua le debut de [’age d’or du
puzzle pour adultes.

Par ailleurs, alors que les pieces des premiers puzzles n’étaient que juxtaposées, on
commenca a réaliser des pieces qui s ’emboitent, comme dans le jeu actuel.

Les puzzles en carton, découpés a [’emporte piece, firent leur apparition dans les annees
1930. En raison de leur prix plus intéressant, ils supplanterent les puzzles en bois apres la
Seconde guerre mondiale. (Wiki)

Mais ce ne sont pas les puzzles qui nous intéressent et qui sont bien plus anciens.



Les maths , ca sert a quoi?
Les puzzles, ca sert a quoi dans la vraie vie?




Exposition : quelles en sont les idées directrices ?

Visées pédagogiques

-Revisiter I’'enseignement de certaines notions géométriques et numériques,
- Apprendre en jouant,

- Réhabiliter les manipulations en mathématiques,

Visées culturelles

-Montrer que les mathématiques peuvent étre attractives par les jeux et les défis,

- Montrer, a l'aide d’éléments historiques, que les puzzles et énigmes ont été un outil de
construction des savoirs mathématiques,

-Montrer que les puzzles géométriques sont encore un sujet de recherche actuellement,
-Montrer que les mathématiques sont utiles dans « la vraie vie »,

- Montrer que les maths et les arts souvent opposés peuvent aussi faire trés bon ménage...



Quels moyens a-t-on choisi?

- Faire manipuler le visiteur a partir de 3 ans et l'inciter a la réflexion, a la
persévérance par la résolution de défis,

- Problématiser les podles,

- Intégrer des puzzles de I'espace dans chaque péle,

- Intégrer des considérations historiques et des recherches actuelles,

- Donner des exemples d’applications des puzzles dans la vie courante,

Montrer qu’il est possible d’enseigner les mathématiques (des programmes) de
maniere plus attractive de la maternelle a l'université,



Pourquoi avoir choisi ce theme?

- Reconnaitre et se familiariser avec des formes géométrigues usuelles,
- Appréhender ’espace,

- Décrire, reconnaitre des formes géométriques,

- Aborder le concept d’aire,

- Aborder le concept de volume,

- Différencier aire et périmetre,

- Construire des figures géometriques,

- Comprendre d’ou viennent les formules d’aires, de volumes,

- Expliquer d’ou viennent certaines formules arithmétiques et algébriques,
- Travailler sur les nombres : multiplier, rechercher des diviseurs ,

- Se familiariser avec les représentations planes d’objets spatiaux,

- Dénombrer, et trouver des procédures algorithmiques pour dénombrer,
- Argumenter, démontrer, prouver, convaincre,

- d” avoir une approche ludique des apprentissages mathématiques,
- d’apprendre en manipulant,

- de stimuler imagination et créativité,

- favoriser les échanges entre éléves,



En quoi consiste I'exposition?

-7 poles : 3 panneaux par poles avec:

- des manipulations,

- des défis,

- (un atelier avec des constructions et des problémes),
- un catalogue,

....mais aussi des animateurs.



Pole 1: les tangrams
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Péle 1: panneaul

Le tangram chinois est le plus connu. Il est soit disant
tres ancien mais on a des doutes sur ce fait : son
existence n’est réellement attestée qu’au début du
XIXe siecle et le nom tangram n’apparait qu’en 1848
et I’origine de ce mot est encore débattu.

Les défis

- avec ou sans formes,

- figuratives ou purement géométriques,

- sur tableau vertical ou sur table,

- avec des gros objets ou des objets « adaptés a notre
taille »,

- figure en vraie grandeur ou a I’¢chelle,

- silhouettes en perspective ou pas,

-« Petit ou grand » nombre de pieces,

Varier les tangrams, varier leurs dimensions ou bien
leurs reconstitutions (horizontale ou verticale) permet
aux eleves mettre en ceuvre des capacites variees.
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Pistes pédagogiques

Pour les éleves

Décrire les pieces d’un tangram,

Décrire une figure constituée de pieces du tangram,

Reconnaitre a partir d’'une description une piece d’'un tangram donné,
Construire son propre tangram sur papier,

Reconstituer des figures,

Vérifier que la figure obtenue est bien celle qui est demandée, argumenter...

Construire une figure qui prend le plus de place (les pieces doivent se toucher!)
avec les pieces d’'un tangram,

Construire la figure de plus petit périmetre avec un tangram donné,
Evaluer l'aire de chaque piece par rapport a l'aire du tout,

Sur le tangram classique
Rechercher tous les pentagones convexes ou pas ( 53!)
Rechercher tous les polygones convexes (13 démontré en 1942!)



Travaux possibles et recherches actuelles

Recherches récentes:

-Le motif de base du tangram classique est le triangle
isocele rectangle qui compose toutes les autres pieces.
Si le carré était découpé en 16 triangles isoceles
rectangles, combien pourrait-on faire de polygones

convexes ? (20)
- Combien de tangrams différents pourrait-on construire
(pieces convexes)?

4

Regulu Pythagoras Tangram Chie-no-ita Cocogram

-Peut-on avec ces 16 triangles reconstituer un autre
puzzle de 7 pieces qui permette de faire plus de 13
polygones convexes? (I’heptex permet d’en faire 19!)
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Quelques figures :
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Chiffres avec le tangram classique.

http://ph.moutou.free.fr/Puzzles/puzzles.html

Polygones convexes avec |'Heptex
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http://ph.moutou.free.fr/Puzzles/puzzles.html

Le « 3 piéces » carré Tangram de Briigner

Tangram classique Le Pythagore Le Brise-Croix Puzzle de neuf

P>\

Le coeur brisé Le cercle problématique

Le Sam Lloyd Le Loculus ou Stomachion d'Archiméde

Construire des tangrams

Attention: Brtigner est difficile a construire! i




Tangram de Briigner

Ce puzzle est constitué de 3 triangles semblables formant un
rectangle mais qui est assujetti a vérifier AF= CB.

15
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P6le 1 : panneau 2

Ouverture sur [’histoire des mathématiques
L’ ostomachion est un jeu grec tres ancien.

Archimede s’y est intéressé et on en a une
trace. Cela est I’occasion de revenir sur la
facon dont les écrits anciens nous sont
parvenus.

L’histoire du palimpseste mérite d’€tre raconte.
Le probleme souleve par Archimede est
fondateur d’une théorie tres actuelle en
mathématiques: la combinatoire tres utile en
particulier en probabilites.

Ce puzzle peut étre source de nombreux

problemes en classe, calcul d’angles, d’aires
mais aussi de codage des solutions.
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Pistes pédagogiques

Pour les éleves

Construction sur papier quadrillé ou non du puzzle,
Description des pieces,

Alignements de points (nceuds du quadrillage), argumenter,
Calcul de l'aire de chaque piece en fonction du carré unité,

Calcul de la fraction de |'aire totale représentée par l'aire
de chaque piece,

Recherche de différentes solutions pour reconstruire le
carre,

Reconstitution de figures,
Comparaison des angles






Du loculus a la combinatoire : un petit mot sur la création des théories
mathématiques avec I'exemple des ponts de Koenigsberg et la théorie des graphes...

La ville de Kénigsberg (aujourd'hui Kaliningrad) est construite autour de deux iles situées sur le Pregel
et reliées entre elles par un pont. Six autres ponts relient les rives de la riviere a I'une ou l'autre des
deux iles, comme représentés sur le plan ci-dessus. Le probleme consiste a déterminer s'il existe ou
non une promenade dans les rues de Kbnigsberg permettant, a partir d'un point de départ au choix,
de passer une et une seule fois par chaque pont, et de revenir a son point de départ, étant entendu
qu'on ne peut traverser le Pregel qu'en passant sur les ponts.

Les ponts de Keenigsberg en 1759.
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P6le 1: panneau 3

Sam Loyd est incontournable car ¢’est un
créateur célebre de jeux mathématiques. Il est
le créateur d’un puzzle intéressant car une des
picces n’est pas convexe.

C’est aussi lui qui est a ’origine de la 1égende
sur le tangram qu’il fait naitre 4000 ans avant
JC.

On peut insister sur le phénomene de société a
la fin du XIXe aux USA ou la population se
passionnait pour les jeux de logique et de
mathématiques.

Cependant, il est utile de mentionner que ce
sont le 14-15, les chinois et /’dne et le Cheval
qui I’ont rendu célebre.

On trouve peu ou pas de puzzles dans I’espace
parmi ceux de Sam Loyd et pourtant un puzzle
de 2 pieces peut étre assez difficile.

Pour le 14-15: https://fr.wikipedia.org/wiki/Taquin
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Taquin
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http://www.murderousmaths.co.uk/games/get
offtheearth.htm
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http://www.murderousmaths.co.uk/games/getofftheearth.htm
http://www.murderousmaths.co.uk/games/getofftheearth.htm
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Mystere ou pas

Sur le schéma ci-dessus (comportant trois rectangles), 1l v a quatorze
Leprechauns (Ce sont des petits lutins irlandais).

Aprés avoir découpé les trois rectangles, permute la position des deux
rectangles du dessus (comme sur le schéma ci-contre) :
un quinziéme lutin apparait. _.

D C Pour Vaider a expliguer ce mystére,

frace : Which one vanishesT Where did he go? When he comes back, whers has he been? It's & mystery!

- Un rectangle ABCD telque AB=14cmetBC=%cm ;
- La médiatrice (MN) du segment [AD] ;
N _En partant de M, gradue [MN] avec une unité de Zem ;
- Trots rectangles hachurés de 2cm sur 4cm chacun, comme mdiqué sur le schéma.

A\

Aprés avoir découpe le rectangle ABCD et le segment [MN], décale le rectangle MNCD
par rapport au rectangle MABN : tu obtiens seulement deux rectangles hachurés au lieu de trois.

A B Etc’est ce principe qui est utilisé pour faire « disparaitre » (ou apparaitre) un lutin_

A\
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Pole 2: preuves par les puzzles
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Peut-on démontrer avec des puzzles ? e

Les puzzles peuvent-ils constituer des preuves
mathématiques?

A partir des 7 pieces du tangram,
on peut reconstituer un triangle
rectangle mais est-ce vraiment
un triangle rectangle?

Dans ce panneau figurent des exemples de
puzzles paradoxaux qui montrent qu’une
justification mathématique est nécessaire pour
valider une reconstitution.

Les paradoxes des deux premiers exemples sont
liés a la suite de Fibonacci.

Pour les plus petits, la transformation du carré en
rectangle suffira.

Noter que pour les éleves du cycle 3, cela releve
d’un tour de magie... http://lelombrik.net/53740
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http://lelombrik.net/53740

64=65 ?

Ce paradoxe apparait dans l'ouvrage Diversions et digressions de Lewis Caroll. On sait que Lewis
Caroll, fin logicien était amateur de tels paradoxes et mais aussi devinettes.

3,5, 8;13 sont les nombres qui interviennent or ces 4 nombres sont 4 termes consécutifs de la
suite dite de Fibonacci (mathématicien du Xlle siecle, Léonard de Pise dit Fibonacci).

Le Liber abaci (aussi écrit Liber abbaci) est un ouvrage de Leonardo Fibonacci écrit en 1202 que
I'on peut traduire en Livre du calcul ou Livre de I'abaque.

Dans cet ouvrage, Fibonacci présente les chiffres arabes et le systeme d'écriture décimale
positionnelle qu'il avait appris en étudiant aupres de savants arabes a Béjaia au Maghreb ou son
pere, Guglielmo Bonaccio, travaillait en tant que marchand. Le Liber abaci est I'un des premiers
ouvrages d'Europe occidentale chrétienne, apres le Codex Vigilanus en 976 et les écrits du pape
Sylvestre Il en 999, a vulgariser les chiffres arabes. Il s'adresse aux marchands et aux savants
mathématiciens de son temps.

Wikipedia http://fr.wikipedia.org/wiki/Liber abaci

Notons que la numération positionnelle, les techniques opératoires enseignées encore
actuellement sont des inventions indiennes que se sont appropriées les arabes dont I'empire
s’étendait a I'époque de I'Inde a I’Espagne.

Dans ce traité, Fibonacci cite quelques problemes distrayants dont celui des lapins qui sera
célebre.

https://gamory.wordpress.com/2014/05/14/fibonacci-et-le-nombre-dor/
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Fibonacci

Xllle siecle
Un homme met un couple de lapins dans un lieu isolé de tous les cOtés par un mur.

Combien de couples obtient-on en un an si chaque couple engendre tous les mois un
nouveau couple a compter du deuxieme mois de son existence ?
Le probleme de Fibonacci est a I'origine de la suite dont le -ieme terme correspond au
nombre de paires de lapins au -eme mois. Dans cette population (idéale), on suppose que :
- au (début du) premier mois, il y a juste une paire de lapereaux ;
-les lapereaux ne procréent qu'a partir du (début du) deuxieme mois ;
-chaque (début de) mois, toute paire susceptible de procréer engendre
effectivement une nouvelle paire de lapereaux (un male, une femelle);
- les lapins ne meurent jamais.

D.Gaud
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Uy X U, =U 2+ (-1)"L Soit (u,+u, ,)xu ,=u2+(-1)" . Le premier membre
U,,, X U, représente l'aire d'un rectangle de c6té u ,, et u,, etu ?représente

I'aire du carré de coté u,.
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La suite de Fibonacci dans la nature

32



Les termes de la suite de Fibonacci dans le
paradoxe de Lewis Caroll

Pourquoi y a-t-il un trou?

13
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Les triangles de Curry

Paul Curry (1917 - 1986) était le vice-président de la Croix Bleue , Compagnie d'Assurance de
New York, et un célébre amateur magicien qui est devenu bien connu dans la communauté
magique pour inventer la magie de carte tres originale.. Curry est I'auteur d'un certain nombre
de livres et de manuscrits traitant de ses nombreuses créations magiques originaux. Il a
également été crédité d'inventer le square puzzle manquante décrit ci dessous.

] 2 Ce paradoxe est liée
. aussi a la suite de
- 1 Fibonacci et on peut
ﬂ,ﬂ"’ 3 donc en construire
T 2 d’autres...

34
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Uickée de représenter les nombees par des flgures plométriques est rés ancienne.
Elle nows vient de Pythagore et de son école.

PHELOLAOS (V- sidcie av. | -C)
* Toutes fes chases qui peuvent dtre connues ont un nombre, cor f est impossible que guelque chose pulsse ftre \
COngU ou conny sans e nombre *

Parmi las multiples iques rdalisdes par s Pythagorcans, leurs tranaue sur les
nambres {pairs €€ impairs, nambees pramiers, triangaines, carés... parfaits, amiabies, excédents,
abondants...) erent une importance fandamentaie dans L théorie des nombres, Grace 3 ces travaux,
s dotérent Les mathématiques d'un fondement scientifique.

Despuzzles_ .

QUE VAUT LA SOMME 142+43+.......4n?
Les deux « triangles » peuvent dtre regroupds pour formes un rectangle.

On obtiant ainsi : 2x[H2+3+445+6) = 657 soit 142+3+445+6 =

1243+...0n 220140

QUE VAUT LA SOMME
DES n PlEM‘ﬁS NOMBRES BMPAIRS 143 +5+., +2r1) 7
Les « équermes » pouvent &re regroupdes pour fnfma n camé.

0m¥ﬂ1!579 5

"1
‘ ’ . Plus ginéralement ;| 14345+ QH) |
AUTRE PRESENTATION
- Lapyramide représentant fes n prembers Impairs. {
pout=dtre découpde pour former un carmé représantant . f'l ooy E_,

QUE VAUT LA SOMME DES n PREMIERS CARRES : ¥+ 27+ 34........ + n’
O peut regrouper les 6 pyramides c-contre représentant, chacune, la somme ¥+ 2« 34 £,

pour former un paralléiépipide de o3E 4 ¥ (447} w 2 x4+ 1) =4 % 5% 9 =180,

' ' Aral, on lustre le Ms.-lmlv PP+ 4= —[(l e x2x4+1)]= !Ul
Pous gérkealement { P o 204 0.0 M-m
QUE VAUT LA SOMME DES CUBES DES n PREMIERS ENTIERS ?
Pas besaln d'axplications, les puzzies parant d'euemdmes. .’
Nous pouvons nater que Les constellations Largement utijsées 3 P43+ 44 9= (HHIHL)
el lieng; sl s Formule générale: [ v = (1e_sn}t

llser des formules et den comprendrelesens. | ieunee
| FRANCE

Peut-on démontrer avec des puzzles ? (e

les nornbres permet 3 laide de !

Parfois il n’y a pas de paradoxes possibles et
les puzzles constituent un moyen de
découverte et de preuve en particulier en
arithmétique.

L'idée de représenter les nombres
géeomeétriqguement vient des pythagoriciens et
a partir de leurs représentations
géomeétriques, on peut trouver nombre de
formules mathématiques et surtout
comprendre d’ou elles viennent.

Ces formules sont illustrées pour n petit et le
visiteur doit imaginer que cela se généralise
sans difficulté.

Il ne faut pas hésiter a en montrer 'intérét
aux visiteurs les plus Ggés mais en revanche,
rester sur les puzzles (faire un carré avec les
équerres avec les plus petits).
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L'idée de représenter les nombres par des figures géométriques est tres ancienne. Elle nous
vient de Pythagore et de son école.

Philosophe et mathématicien grec dont les doctrines exercérent une profonde influence sur
Platon, Pythagore fonde une école qui nourrissait des aspirations religieuses, politiques et
philosophiques, connu sous le nom de pythagorisme et qui survécut quelques siecles.

“Toutes les choses qui peuvent étre connues ont un nombre, car il est impossible que
guelgue chose puisse étre concu ou connu sans le nombre ”
Philolaos (V-IVe siécle av. J.C.)

Parmi les multiples recherches mathématiques réalisées par les pythagoriciens, leurs travaux
sur les nombres ( pairs et impairs, les nombres premiers, triangulaires, carrés...parfaits
amiables, excédents, abondants...) eurent une importance fondamentale dans la théorie des
nombres. Grdce a ces travaux, ils doterent les mathématiques d'un fondement scientifique.
Nicomaque de Gérase (lle siecle apres J.C.) et Boece (Vle siecle) ont poursuivi I'ceuvre de
pythagoriciens.

Les constellations ne sont-elles pas dans la lignée des

représentations pythagoriciennes? Q @



Les six premiers nombres carrés

o g T

12 1+3=22 4+5=3> 9+7=4 16+9=5 25+11 =67

Deux fagons de construire les nombres triangulaires

Suite en Nombres carrés

) (¥ )
Les six premiers nombres impairs % &oo OOO
STeTeTe’s VW

1 3=2x1+1 65=2x2+1 7=2x3+1 9=2x4+1 1M=2x5+1

Suite en Nombres pairs et impairs / Gnomons

Les cing premiers nombres premiers

LU Nombres promiers Exemple avec le troisieme: 3 X4 =2 T3

QQO 2,35 711.. | 3% 4
00009 T =——=1+2+3
VWLVLLLV

VWLVLLLLLLLL

Suite en Nombres premiers / Barre magique des nombres premiers

37



A propos de la somme des carrés :
reconstitution le puzzle

38



faire de lal lgebre

On 53t blen visualisar Les idantitds remarquables 3 131de de puzzies : en comparant das aires ou des volumes, les formules apparaissont. Ca qul est
moins conny, c'est que depuis Lantiquitd, les équations du second degré, mats aussi au XVI* sibcle les dquations du troisime degrd, ont &0é résolues
0ar dies conSirations qui Sapparentent 3 des puzzes,

LES PUZZLES POUR VISUALISER LES JDENTITES REMARQUABLES
En uthisant des découpages, on peut illustrer Mmlné M

£n comparant les aires, on cbelent U'idanted ; lnb)' S a1

En diécoupant et "en éclatant™ ke cube
de cfed (a+ b}, on falt apparaftre & piéces .
=un cube de cté & -

En comparant ks volumies an obtient Lidentid :

{a+h)P =2+ 23b + Jabt 40

LES PUZZLES POUR RESOUDRE LES EQUA -

Jusqu'au XWI* sicle, jes réthodes de résolution des Sont établies et justifiées par * &
|a gloméarie. En partiouier pour les équations du second degré, [ faut savol transformer un S

rectangte en cammé comme le fait AlKiwarizmi. Un des outils clé estune figure en équesre. Bl
nomenée gnoman.
S0k résoudre[+ax = b] e premier memre est representi par un rectangle d'sire b o gt g it

Fromen i de recoreiion U

Ainsi il apparait que ﬁ‘aw%‘-: (10-;—)' .Soét[:*—;-y'- Ir—f—

d'od on cédutt & solution pasithve : x a2

it

2

Dem&neht:dln risohu l'équation muwmdum

ghométrigues du

Ben wluex Les prizzles sont dfune grande utiité pour comprendre Les transformations
algtbriques

Peut-on demontrer avecdes puzzles?

Ce panneau s’adresse essentiellement
aux visiteurs a partir de 13 ans sauf si
on en reste a la reconstitution de
puzzles.

Les identités remarquables sont
illustrées.

On peut expliquer aux lycéens que la
résolution des équations du second et
troisieme degré utilisent des
techniques qui s‘apparentent aux
puzzles.
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Pole 3: faire des carrés, le role du
humeérique
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Faire un carré avec des carrés :

m&"uﬁam Les nombres carrés.
) Les carrés sont identiques: combien en faut-il pour

Clest possible avec ¥ Carnds, £13vec un sombne cueioonaue de camés ?
Qs sort ey pomoes Q@ cornvienran 7
Pt on'en el pour ), Jow Scamie?

faire un carré?

Cor a2 3 S20v0e 0 610 & 470 01 0 8 Cann A il d o |

Bk pruwtble de faton dyn s3ouie sver tue dess s Se cairia |

Los rathdematiciens se sont imtieasis.§ o Meents pobibres st Tk 4

s recorwtution dun cand avec des camie.

Paboe un carmd awec des camis Sont les talies sort toutes Sfllesien et oo gue Vom aapelle en
piorrdtye fere un camd parfart

Recherche de la racine carrée d’un entier.
Les carrés ont des dimensions différentes: on donne 4
carrés de coté 4 et 9 carrés de coté 2. Faire un carré.

Ext-d posaftis e sccomituer Un camd s don cardn gut ont Sous ces cmemalor dfiirerion 7

Recherche des diviseurs d’un nombre.
Co prodbiree st ks £0fchin ot 1 Gut avr (W1 baaucous SE0udes de muthimatiouss pour e sesoudre. o . . . o
S T e L T Les carrés ont des dimensions toutes différentes: on

o5 Fohes o 3 L goathengee 20w 376 résohn IONTaTRLeTENL

donne les carrés dont les cotés mesurent 25; 24; 23;
R 22;19;17;11;6;5 et 3. Faire un rectangle.
4 Fae s rectangies swer des Corvés Gul Ot 1S
s o s o o
15
X Existe-t-il des carrés « parfaits » c’est a dire un carré

carrelé avec des carrés de dimensions toutes
différentes?

O pout seonstiiuer fes camts de nrpornte guelic drmension enbilse, fe st

R et et s ) . . :
- P Et dans I'espace: existe-t-il des cubes parfaits?
erem sy et 1 Recherche d’une démarche.
Larigeese, saprerasts, ot régithe PRAN z - .
Faire des camés avec des carmds fem] Carreler un carré avec un minimum de carrés.

Et dans I'espace?

Prévoir des calculatrices -



On dispose de 3 carrés de c6té 4 et de 4 carrés de
cOté2. Faire un carré avec ces pieces

On dispose de 4 carrés de cotés 8 et de 9 carrés de coté
4 . Faire un carré avec ces pieces

On dispose de 2 carrés de c6té 1, 1 carré de coté 3, 2
carrés de cotés 4, 2 carrés de cotés 5 et deux carrés de
coté 6. Faire un rectangle avec ces pieces.

Prendre des carrés dont les c6tés sont les premiers
termes de la suite de Fibonacci. Faire un rectangle.

11
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Les carrés ont des dimensions toutes différentes: On donne les carrés dont les cotés
mesurent 25; 24; 23;22;19;17; 11,6 ;5 et 3. Faire un rectangle.

pot 19 22 9 BS
2 gy [T s
5E 3 10
2 25 : 2
23 7 et IS
) 8

10-square rectangle 9-square rectangle

Plus difficile: pourquoi?



Nous pouvons aborder un probleme plus simple : faire un carré avec un minimum de carrés
éventuellement de méme taille. Il semble qu’a I'origine ce probleme a été posé pour n égal 13 par
Dudeney (voir poéle 5) et résolue par ses soins. http://www.squaring.net/quilts/mrs-perkins-quilts.html

Pour Noél, Mme Potipher Perkins a recu une tres jolie couverture en patchwork

. p . . . oNd g
construit de 169 morceaux carrés de tissu de soie. Le probléme est de trouver ALt Q{
2 . < SN | Sy g ¢ }.“:
le plus petit nombre de portions carrées dont la couverture pourrait étre , o e '*;;j'y/\.
composée et de montrer comment ils pourraient étre réunis. Ou, pour le dire (.*‘ o o R R A \

de maniére inverse, de diviser la couverture en aussi peu de portions carrées
que possible seulement en la découpant suivant les coutures.

Pour un carré de coté 1, un carré suffit.
Pour un carré de c6té 2, nous ne pouvons faire moins que de juxtaposer 4 carrés identiques de coté 1.

Pour un carré de co6té 3, on peut mettre 9 carrés de c6té 1 ou bien un carré de coté 2 et 5 de coté 1 qui
correspond au nombre minimal.

Si la longueur du c6té du carré est pair, 4 carrés suffisent sauf si nous imposons en plus qu’il y ait au
moins deux types de carrés.

Nous pouvons ainsi en procédant par tatonnement sur papier quadrillé faire une recherche quand le
coté du grand carré est petit.
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: 2 1]
1|1 ] 111

A vous, pour des carrés de coté 7,9, 11; 13 a l'aide de

papier quadrillé.

Le probleme de la détermination du nombre minimal de
carrés qui pavent un carré n’est pas simple comme le

montrent les exemples :
http://mathworld.wolfram.com/MrsPerkinssQuilt.html

45

41

38
50

1h

23
&)
7 |
34

273 27

4]

20

28

40 41
gl1z
[ '119 21
1148
a1 )
51 28

8. Petits cubes. Pour quelles valeurs de n
peut-on découper un cube en n cubes plus
petits? La réponse est: 1,8, 15, 20, 22, 27,
29, 34, 36, 38, 39, 41,43, 45, 46 et

tout n supérieur a 48. En 1977, tous les

cas avaient été traités (par un découpage
ou par un raisonnement montrant fimpos-
sibilité), sauf le cas n = 54 qui a été résolu
par le découpage ci-dessus.
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Construireuncarmreé

Caand e noevse de candy rest (s Se camé dun nombre ancier, 1| Yest pas poseble de
Tcsestiauer un camb tar b Sloouper.

on then casds selcn les.

\ i
/__,.r—"’"ﬂ ‘
- \ g

_ Y .
Conines wn Gormé 3 St de Geus Gives identigues e e OB probhime se |

o duphication du St ).nous viend des Cracs o et mentionnd par Platon dars

dakagas conne Ge

Durs 300 cusage, Sur e gul et
drigues, Abw

300 €2 parsages wne Hure cu 06 L monstiuer.
abriquar cles 2eliges ity maTasx

[
e brigss drearlden colonden)

Abud 4awa s propose dewe s :

Ll@

,...m...._.....,

On pout scamattuers uUn came § partyr de tron cands EevSgaem svec morm o Sdce.

Mats et poesisis § pastr e 5 cubes identique ot en les

GecTcpeT, de secoTithiueT un cube

FRANCE

Fairedescanmes avecdes cames ey

Pour résoudre des problemes impossibles
du panneau 1 (faire un carré avec 2 carrés
identiques, avec 3 ...) les hommes ont eu
l'idée de couper les carrés en morceaux.

C’est un probleme que se sont posés les
artisans. Pour les artisans des découpages
approchés peuvent convenir... mais
comment reconnaitre si un découpage est
« exact » ou « approché ».

Et puis, il est bien d’avoir un découpage
donnant un minimum de morceaux.
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Cas de deux carrés

Cas de trois carrés

Abul- Wafa 2

Exemples

¢0</

)
2. Y6

3

re

t

Abul- Wafa 1

47



Autre solution

Il s’agit d’appliquer la transformation d’un rectangle en carré par puzzle

A faire sous geogebra
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rectangle vers carré.ggb

-~

ﬁ:{ﬁ:mplﬂ:s pour 5 et 18 carres:

49



Construireuncamé

Four Conmansm on Convd vec dews Cands de Laides sWTrenies, 1 est blen 3 récessaire
cants.

S Shcouper s ok fun des

pour des carvie Pl son

Ctmesorn la
carmiy ore clen S bes o Flewrtne.

—
%>3;m'

Alzd Abtafs davne @ whation en 1 dtapes

Reconsaums vr Camh ) pare g deu Camis a2 Lne qusstion
e 3 farvm s thioniema e Prodagons |

L cvent e

Esdget, U ne mbense

Al spavre s cinés

Coramndts s i aures ook

Franc-hohain

Qwuwmmvmmwimu:!g !

\-#

Woich un e esern e de SScovpape
3 Herwy Plrigal [1800335) ol soul maneczmoe_

Catne figure Mt pars Sns Rppeles
une mossoue Ce b mosgede $lpahan.

===

£ wtate dun Shaskoes do purd théorirsa de Pythagore. Mats gu'an <l darn fespace 7

Onsaft gue Segtest= ¢,

&" 3o 1% cuben, L 3t § nubcs, sk u wel
M et fut 14 b |
Uhsitsanan mantse gUon pout reewe M

N T ne 97 s qae L3 sorneme de 3 cubes | m .':'1
O W 0uB0 pour e el dicoupage ok posatle |

Fairedes camés avec des carmes e *"‘“

Comment faire un carré avec 2 carrés de
tailles différentes en les coupant.

Comment transformer deux carrés en un
seul ? Pourquoi ce probleme revient-il a
prouver le théoreme de Pythagore?

Y a-t-il plusieurs facons de procéder?

Comment avoir un minimum de pieces?

Peut-on transformer n carrés en un seul
carré? Comment ?

Et dans I'espace?

50



Etapel:

Etape 3 :

Camel \—/ o

Etape2 :

N
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Et dans l'espace?

Pierre de Fermat au XVlle siecle a montré que si a et b sont des entiers
naturels non nuls, a3 + b3 ne pas étre le cube d’un entier naturel. Cela
signifie qu’étant donnés de cubes composés I'un de a? et I'autre de b3, il
est impossible de construire un nouveau grand cube ayant a3 + b3 petits

cubes.

On sait que 33+43+53 =63, Ainsi en et répartissant 63 soit 216 cubes, il est possibles de
reconstituer soir 3 cubes ou bien un seul. Mais cela fait 216 pieces ! Il est possible de
faire bien mieux comme le montre ce découpage :
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Pole 4: revisiter 'apprentissage des
aires et des volumes
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AT,

Découper, calculer des aires et
trouver des formules

On a vu avec les tangrams que l'aire ne peut
se limiter a « 'espace occupé ».

- Qu’est-ce que l'aire?

-Comment comparer les aires de figures? - --
- Comment mesurer une aire?

- Comment découper une figure pour en faire
un rectangle dont l'aire est facile a calculer?
- Comment découper un triangle pour en
faire un rectangle?

- Comment découper un rectangle pour en
faire un carré?

- Comment établir une formule a partir de
celle d’un rectangle?

Un beau théoreme:

Etant donnés deux polygones de méme aire, il
est toujours possible d’en découper un pour
reconstituer 'autre?
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Comment faire pour décrire la grandeur des superficies et des volumes ? Ces
guestions, les hommes se les sont posées depuis des temps tres lointains par
nécessité :

-pour échanger terrains et marchandises,

-pour évaluer des biens en vue de taxes ou d’imp0ots,

-pour construire objets et batiments, pour faire des travaux de terrassement...
Et elles sont toujours d’actualité dans notre monde marchand, technique et
reglementé.

Comment savoir que deux aires ou deux volumes égaux, ou plus grand I'un que
I'autre, puis combien de fois plus grand.

Pour les aires, la démarche, tant ancestrale qu’actuelle, est de découper la premiere
figure en morceaux, et avec ces morceaux d’essayer de recomposer la seconde.
Autrement dit, on fabrique un puzzle permettant de reconstituer les deux figures.
Ne serait-ce pas l'origine des puzzles ?



Le choix usuel de 'unité est le carré. Et avec des carrés il est facile de faire des
rectangles.

Donc avec un carré comme unité d’aire, on peut facilement mesurer 'aire d’un rectangle
en le découpant en carrés unité, ou en le recouvrant de carrés unité : sa mesure est le
nombre de carrés qui le composent. Si 'on choisit pour unité de longueur la longueur du
coté du carré unité, alors cette mesure peut s’exprimer par la formule bien connue :
Longueur x largeur.

Les carrés unité peuvent ne pas recouvrir exactement le rectangle. En prenant un carré
unité plus petit, on aura un meilleur recouvrement, et toujours la méme formule. La
répétition de ce processus permet de comprendre la validité de la formule donnant
I'aire du rectangle.









Découpages du trapeze

=
J
¥]
2
[
[E1]
L]

Duplication Ces découpages ou duplication sont-
elles toujours valables?




Le théoreme Bolyai

Etant donnés deux polygones de méme aire existe-t-il une dissection de 'un permettant
de reconstituer l'autre ? La réponse est oui ! Cela a été démontré indépendamment par
W. Wallace en 1807, F. Bolyai en 1832 ou 1835, et P. Gerwien en 1833.

Etape 1 :trianguler le polygone 1.

Etape 2 : transformer chague triangle en rectangle par découpage
Etape 3 : transformer chaque rectangle en carré par découpage
Etape 4 : des 2 premiers carrés, faire un carré par découpage avec
celui-ci et le troisieme faire un carré et ainsi de suite...

Etape 5 : on fait de méme avec le deuxieme polygone.

Etape 6: on obtient deux carrés de méme coté et on superpose les
découpages.
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Découper, calculer un volume en se
ramenant au pavé et trouver des
formules.

Comment calculer le volume d’un
prisme ? d’'une pyramide?

D’ou vient le tiers dans la formule de
la pyramide?

Le 3 eme probleme de Hilbert: en
1900, le grand mathématicien Hilbert
fait la liste de 23 problemes non
résolus dont celui-ci :

Etant deux polyedres de méme
volume, est-il possible d’en découper
un pour reconstituer 'autre?
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Découpages: airesetvolumes e

Comment calculer et trouver des formules
qguand les formes sont courbes.

-Comment découper une surface non
rectiligne pour avoir un rectangle?
-d’ou vient l'aire du disque?

-d’ou vient le volume de la sphéere?

-Comment utilise-t-on ces découpages en
architecture?
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Décomposer des figures courbes,
Enseigner l'aire du disque

ALAARARLIL

MEME AIRE” KaMa pAGIKAYRN?

1 3 £
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Pole 5: la magie des puzzles articulés
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Comment, en un tour de mains,

transformer un triangle en un carré avec
3 articulations?

La construction est technique mais les
styliciens s’en gargarisent!

Mais qui I'a inventé ? Qui est Dudeney ?
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Les puzzles articulés : une vieille histoire.

Déja au XVllle siecle, dans son ouvrage
pédagogique, Eléments de géométrie
Clairaut expliquait nombre de résultats par
des techniques qui s'apparentent aux
puzzles articulés. On retrouve ainsi la
formule de l'aire du triangle, la somme des
angles d’un triangle ou bien le théoreme de
Pythagore.
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/ Puzzles articulés

http://la-dimension4.com/polyedres.html

Quels sont les puzzles qui peuvent
s’articuler?

On peut trouver des découpages
articulés dans de nombreux cas mais
est-ce toujours possible?

Cette question a été en partie résolue
en 2008 par 6 chercheurs américains:
étant donnés deux polygones réguliers
de méme aire, il est toujours possible
de trouver un découpage articulé
permettant de passer de I'un a l'autre.

Et dans I'espace? La question est plus
technique.

Notons que ces considérations ne sont
pas dénuées d’applications dans la vie
courante comme en témoignent les
transformers.


http://la-dimension4.com/polyedres.html
http://la-dimension4.com/polyedres.html
http://la-dimension4.com/polyedres.html

Pole 6: polyminos et polycubes,
retour au numeérique.
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“2D:les polyminos

LES POLYMINOS CEST QUCI 7
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Les polyminos dans le plan

- Qu’est-ce qu’un polymino? En trimino? Un
tétramino? Un pentamino?

- Combien y a-t-il de tétraminos? De pentaminos?

-Comment est fait le jeu de Tétris? Quel est son
but?

Pistes pédagogiques
-Peut-on faire un carré ou un rectangle avec tous
les tétrominos ? Tous les pentaminos? Si oui de

combien de fagcons?

- Construire des figures de méme aire mais de
périmetres différents.
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Compléments

Monomino:

Domino:

Triominos:

Tetrominos:

||

C'est le mathématicien américain Solomon W. Golomb, né
enl1932, qui fut le premier a s'y intéresser et a les étudier.

Il employa le mot « polyominoes » en 1952 pour les désigner.
lls sont I'objet d'études mathématiques et ont donné
naissance a des jeux dont les plus célebres sont Tétris et
Pentamino.

|

| 3 JL gpdh
TeadPAdTEFL

Les dix-huit formes possibles d'un pentomino - si
I'on tient compte de l'orientation.

Combien y a-t-il de tétrominos si on tient compte
de l'orientation?
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Pistes pédagogiques

Ily a 12 pentaminos : pourquoi? Quels sont les rectangles que I'on peut espérer
former? Peut-on former un carré?

Fletcher a démontré en 1965 (il y a 50 ans !) gu’il y avait 2339 solutions pour réaliser ce

ectapgle. ---:||:||:||:||_||:|_|

Comment a-t-il fait ?

IIFFEHH-

Concevoir ou reconstituer des figures a partir de pentaminos
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Les polycubes dans I’'espace

Ce sont les pendants des polyminos du plan
dans I'espace. Ills ont donnés naissance a de
nombreux casse téte: cubes SOMA, cubes
diaboliques, cube de Coffin
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erstellt von Christiane Doppler
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Les polycubes




Tétracubes

e §

les tétracubes

Vous pouvez aussi reproduire des figures-puzzles en volume

T a5




12 pentacubes plans

m  boite5X4X3 (3940 solutions possibles)

Sxda3

” boite 10 X 3-X 2 ( 12 solutions possibles)

10:3x2

ﬂ boite 5 X 6 X 2 ( 264 solutions possibles)

Quelques réalisations avec les
pentacubes plats

29 pentacubes

Quelques constructions réalisables avec
les pentacubes.




Quelques constructions réalisables avec les

pieces SOMA

Ea b

Le cube de SOMA est la
création faite par |'écrivain
Danois Piet Hein alors qu’il
assistait a une conférence de
mécanique quantigue par
Heisenberg.

Le nom Soma est repris d’un
roman de Huxley, Le meilleur
des mondes, ou une drogue
dénommée Soma plonge ses
utilisateurs dans un état
d’oubli du monde extérieur
(CF JP Delahaye)

79



Pistes pédagogiques

-Reconstituer des figures avec
des tétracubes, des pentacubes,

les pieces Soma ...c’est d’abord °
apprendre a déchiffrer des e
perspectives. .
o
o
- S’assurer la mémoire des °
constructions crées, c’est les °
représenter dans le plan. °

-Reconstituer des pavés, c’est
réfléchir sur le numérique.
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La vraie vie

Comme nous I'avons mentionné au
départ, les styliciens, les concepteurs de
jeux, les écrivains se sont emparés du
concept de polymino pour faire
différents objets que nous voyons arriver
dans notre vie...
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Pole 7: I'art , le jeu et les
mathématiques.
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La logique des couleurs
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Ce principe a été utilisé par Mac Mahon pour
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Sur la méme idée

On peut associer a chaque couleur une
forme arrondie convexe ou concave ou bien
des picots et de la méme maniere
reconstituer des formes imposées ou bien en
créer.

On manipule en acte la différence entre aire
et périmetre a la fois pour les pieces et les
figures réalisée avec le curvica.

La construction des pieces du curvica permet
de s'initier ou de s'entrainer a l'usage du
compas.

Art ou mathématiques ?

Ce principe peut se prolonger a |'espace.
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Souvent, on oppose maths et art.

C’est ignorer gue de nombreuses prouesses
architecturales n‘ont été possibles qu’avec
les mathématiques (du Duomo de Florence
au stade olympique de Munich...) et que les
inventeurs de la perspective artistique
(Alberti, Piero de la Francesca, Brunelleschi
Diirer..) étaient des mathématiciens et que
nombre de courants actuels de peinture
font référence aux mathématiques.

Mondrian utilise de tracés géométriques. Le
mondrio est un jeu qui permet de concevoir
ou de constituer des ceuvres a la maniere de
Mondrian.
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Réponse a la question 2: Mais ce ne sont pas les puzzles que je connais!

Le puzzle est un jeu qui consiste a reconstituer une image en deux dimensions a l'aide d’'un
modele et de pieces qui s'emboitent les unes dans les autres.
Le plus grand puzzle distribué dans le commerce compte pas moins de 24.000 pieces !

L'invention du puzzle est généralement attribuée a un cartographe et graveur londonien du
nom de John Spilsbury. Ce dernier aurait eu I'idée de découper des cartes représentant les
différents pays du monde et de les vendre comme un moyen ludique d'apprendre la
géeographie.

Les premiers puzzles ont ainsi vu le jour vers 1760. lls étaient alors fabriqués en bois : on
peignait une image sur une fine planche de bois que I'on découpait a l'aide d'une scie a
chantourner ou jigsaw en anglais.

Il fallut attendre le début du XXe siecle pour que la fabrication des puzzles connaisse une
véritable révolution technique. Les fabricants commencerent a utiliser du contreplaqué,
plus homogene et résistant que le bois. Cette innovation marqua le debut de [’age d’or du
puzzle pour adultes.

Par ailleurs, alors que les pieces des premiers puzzles n’étaient que juxtaposées, on
commenca a réaliser des pieces qui s ’emboitent, comme dans le jeu actuel.

Les puzzles en carton, découpés a [’emporte piece, firent leur apparition dans les annees
1930. En raison de leur prix plus intéressant, ils supplanterent les puzzles en bois apres la
Seconde guerre mondiale. (Wiki)

Mais ce ne sont pas les puzzles qui nous intéressent et qui sont bien plus anciens.



A quoi ca sert de savoir quels sont les carrés qui peuvent étre carrelés par des
carres de dimensions toutes différentes?

-Pour I’honneur de I’Esprit humain (Jacobi XIXe)

Pour Jacobi, découvrir une propriété des nombres est aussi important que de faire
avancer notre compréhension des phenomenes physiques, et ces deux types de
conqueétes intellectuelles honorent également [’esprit humain.

- Parce que c’est beau! Comme peut I’étre un poeéme de Hugo ou une toile de Manet.
Le véritable esprit de joie, d’exaltation, le sentiment d’étre plus qu 'un homme, qui sont
la pierre de touche de [’excellence la plus haute, se trouvent dans les mathematiques
comme dans la poésie.

Bertrand Russel

- Parce que ¢a peut toujours servir : explication avec ’histoire de 1’arithmétique...
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