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Soit M un point intérieur au parallélogramme et A la droite parallele a (AB) passant
par M. Pour M hors de [CA], soit MX du méme coté que (AB) de A et tel que
(MC,MX)=(MX,MA).
De méme, pour M hors de [DB], soit MY du méme c6té que (CD) de A et tel que
(MD,MY)=(MY,MC).

De 12, on déduit d’abord que (MX) (resp. (MY)) est sécante avec [AC] (resp. sécante
avec [DB]), puis

et
2 (MY,MB)=(MD,MB)
En ajoutant membres a membres :
2(MY,MX)=(MC,MA)+(MD,MB)+ 2(MB,MC)
=(MD,MC)+(ME,MA)

Donc la condition « AMB et DMC sont supplémentaires » est équivalente a la
condition « (MX) et (MY) sont perpendiculaires ».
De cela, on déduit le point suivant : si M est hors de (DB) (resp. hors de (AC)), alors

(MX) (resp. (MY)) est bissectrice extérieure de DMB (resp. de A/M\C) et (MX)
(resp. (MY)) ne rencontre pas [DB] (resp. ne rencontre pas [AC]). Cela étant,
distinguons trois cas :

1) Si la droite (MX) est perpendiculaire a la droite (CA), la droite (MX) est la
médiatrice du segment [CA] et passe par le centre O € [DM]. Le point M est sur
(DB), les diagonales de ABCD sont perpendiculaires. Donc ABCD est un losange.

2) Si la droite (MY) est perpendiculaire a la droite (DB), on prouve que de méme que



le point M appartient au segment [AC], les droites (CA) et (DB) sont
perpendiculaires, c’est-a-dire que ABCD est un losange.

3) Il reste a étudier le cas ou la droite (MX) n’est ni parallele ni perpendiculaire a la
droite (AC) et la droite (MY) n’est ni perpendiculaire ni parallele a la droite (DB).

L’hyperbole équilatere de diametre [AC] ayant une asymptote parallele a (MX) a
aussi une deuxieme asymptote parallele & (MY) et de méme ’hyperbole équilatere
de diametre [BD] d’asymptote parallele a (MY) a aussi une autre asymptote parallele
a (MX). Ces deux hyperboles ont le méme centre, les mémes asymptotes et un point
commun M. Elles sont donc identiques et il s’agit de I’hyperbole ayant son centre au
centre du parallélogramme et ses asymptotes paralleles aux bissectrices intérieures

des angles ADC et DAB respectivement.

Réciproquement, dans le cas du losange, les symétries axiales de ce quadrilatere
impose au lieu recherché d’étre la réunion des deux segments diagonaux.

Sinon, si le point M appartient a I’hyperbole qui a été définie ci-dessus, les

bissectrices de AMC et BMD sont deux a deux perpendiculaires et ’on a vu que
cela entraine la condition de supplémentarité de 1’énoncé.

Le lieu demandé est donc formé des deux arcs de cette hyperbole situés a I’intérieur
du parallélogramme.

Remarque : A partir de ’égalité MBC = I\ZD\C, démontrée dans le bulletin 491 a
propos d’un exercice posé aux olympiades canadiennes, on peut noter que les droites
(BM) et (DM) sont en relation homographique et que par conséquent leur point
d’intersection décrit une conique dont les directions asymptotiques sont celles des

bissectrices de KB\C .

D’ou pour le lieu recherché ci-dessus la réunion des diagonales lorsque ABCD est un
losange, une hyperbole équilatere sinon.



