Journées Nationales
Brest - Loctudy 1994

Du savoir a I'éleve
ou |
de I’'éleve au savoir?

Une question de sens

‘ N. Rouche
Louvin-la-Neuve, Belgique

Au moment ou débutent ces Journées Nationales, tous ceux qui étaient 1a
il y a sept ans se souviennent de leur immense déception lorsque la tempéte a
sauvagement dispersé, aprés un jour seulement, les Journées Nationales
d’alors. Grice aux efforts déploy€s par les organisateurs d’aujourd’hui, nous
voici 2 méme de prouver que tous ensemble nous sommes plus forts que la
tempéte, et qu’elle ne nous empéchera pas de reprendre treés utilement le fil
de nos propos d’alors.

Dongc, il y a sept ans, nous étions en train de parler du probléme du sens
dans I’enseignement des mathématiques (cf. R BKOUCHE et al. [1991]). Nous
avions distingué deux acceptions du mot sens, & savoir le sens étroit et le
sens large. “Le premier assigne a chaque unité du discours un unique réfé-
rent, il évoque la précision, la rigueur; le second multiplie les référents, il
correspond a la richesse, a 1’imagination, & la capacité de suggestion. D’un
coté on dit
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le sens est clair, et de ’autre : c’est plein de sens, ou le sens est profond.”

Reprenons ce théme aujourd’hui a partir de la question: “Du savoir 2
I’é1eve ou de I’éleve au savoir. C’est 13 une formule & I’emporte-piece, qu’il
nous faudra donc commenter et nuancer. Trois auteurs nous y aideront, A.
TREFFERS, S. STEIN et P. HILTON, tous trois préoccupés, comme nous, du pro-
bieme du sens dans I’enseignement des mathématiques. Curieusement, cha-
cun d’eux a aussi proposé une formule & ’emporte-pi¢ce. Nous rapproche-
rons et commenterons ces formules, ce qui au passage, nous donnera
I’occasion d’introduire la notion de type idéal, empruntée 2 la sociologie,
mais qui pourrait bien nous étre utile aussi.

1 Le schéma de A.TREFFERS : un exemple de type idéal

Considérons le schéma suivant, dii & A.TREFFERS, et qui apparait dans le
dernier ouvrage de H.FREUDENTHAL [1991):

horizontal vertical
mécanique ~ -~
empiriste + -
structuraliste -
réaliste %

Il discerne quatre fagons d’enseigner les mathématiques. Ces quatre
fagons correspondent a une double distinction, selon que I'on privilégie ou
non dans I’enseignement le point de vue horizontal ou le point de vue verti-
cal, Le premier - le point de vue horizontal ~ est celui qui s’appuie sur la réa-
lité, qui va chercher les mathématiques dans des contextes divers (quotidien,
physique, géographique, économique, etc.), oll I’on utilise le dessin, les
constructions, les manipulations, les perceptions, I'intuition. Le second - le
point de vue vertical - est celui qui met en avant la théorie, les structures, la
logique, la déduction, les démonstrations, la rigueur. Si 'on accepte, fiit-ce
provisoirement, ces deux vues schématiques, une double dichotomie fournit
effectivement quatre fagons d’enseigner.

Si on ne privilégie ni le point de vue horizontal, ni le point de vue verti-
cal, on obtient le type d’enseignement que Treffers appelle mécanique. Une
question se pose tout de suite : qui peut bien enseigner comme cela?
Personne sans doute, encore que celui-1a n’en est pas bien loin qui propose a
ses éléves des colonnes de calculs hors de tout contexte et obi I'on applique
des regles sans lien visible avec une théorie.
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L’enseignement empiriste par contre privilégie le point de vue horizontal,
sans trop se soucier du point de vue vertical. C’est celui que I'on fait lors-
qu’on organise dans la classe des activités et manipulations diverses, quoique
sans prendre suffisamment le temps d’en structurer les acquis, d’en tirer des
connaissances organisées. L’activité considérée comme un but en soi conduit
a ce que Rudolphe Bkouche appelle 1’activisme pédagogique.

Un enseignement est dit structuraliste lorsqu’il est axé sur la théorie et
son engendrement, sans lien visible avec un contexte. Un exemple est celui
du discours magistral qui enchaine les axiomes, définitions, lemmes, théo-
rémes et corollaires, en donnant parfois un exemple au passage.

Enfin, est-il besoin de le dire, I’enseignement réaliste est “le bon”. C’est
celui qui se soucie a la fois des contextes problématiques et de la théorie, qui
amene les éleves 2 saisir les liens entre chaque structure mathématique et les
questions qui lui ont donné naissance ou en sont les domaines d’application
(que ce soit dans les mathématiques ou ailleurs).

Bien entendu, ce schéma en quatre points est une caricature. Enseigner
les mathématiques est une activité complexe, pleine de nuances, que chacun
de nous pratique de son mieux. Pourquoi voudrait-on ramener les mille et
une fagons significatives de le faire 2 quatre types seulement, engendrés par
deux dichotomies brutales ? Cela parait réducteur et malsain.

La réponse est que 'idée n’est nullement de classer les enseignements
existants en quatre colonnes. Le tableau de TREFFERS est un exemple de ce
que les sociologues et les historiens appelient un type idéal. Et comme nous
allons le voir, la fonction d’un type idéal n’est pas du tout d’enfermer la réa-
lité dans un carcan d'idées simplistes.

Regardons donc de plus prés ce que I’on désigne sous ce nom de type
idéal. Le temps que nous passerons 2 cet examen ne sera pas perdu: la suite
de cet exposé en montrera des applications intéressantes - du moins nous
I’espérons - aux problémes que pose 1'enseignement des mathématiques.

La notion de type idéal est due & Max WEBER (1) [1951] et est devenue un
instrument de pensée universelle, trés présent aussi dans la sociologie fran-
gaise (ci. P. BOURDIEU et al. [1%8] et R. Aron [1948]).

Un type idéal est un concept, une construction de I’esprit qui accuse les
caracteres les plus importants d’une situation réelle, qui les schématise en les
poussant a I’extréme pour des raisons de clarté. L’objectif d’un type idéal
n’est pas de représenter fidelement la réalité, et donc en ce sens ce n’est pas
un modeéle. On attend d’un modele qu'il soit le plus proche possible de la
réalité qu’il représente, et ’on juge inopportun et génant, méme s’il est sou-
vent et par nature inévitable, tout écart entre le modele et la réalité. Au

(1) Economiste et sociologue allemand (1864 - 1920)
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contraire, un type idéal doit d’abord &tre net, établir des distinctions logiques
claires. Tl ne tend pas 2 reproduire la réalité, il la stylise.

Lorsque les situations en question sont décrites par des statistiques, c’est-
a-dire en termes de moyennes, variances, ete., le type idéal s’oppose au type
mayen. Ce dernier gomme les différences, alors que le type idéal cherche 4
les accuser dans la mesure ot elles sont significatives, ol le fait de les perce-
voir contribue a Iintelligibilité de 1a situation (2).

Un type idéal est un instrument conceptuel et linguistique qui permet de
passer de la réalité, surtout quand elle est complexe. Comme dit Raymond
Aron, “c’est parce que la réalité est obscure qu’il faut I’aborder avee des
idées claires”. Un type idéal permet de poser des questions a la réalité et
d’émettre des hypothéses, Du fait qu’il ne représente pas la réalité, mais en
extrait seulement les relations intelligibles les plus prégnantes, il est sans
cesse, lorsqu’on I'applique a des situations réelles, en attente d'ajustements,
de correctifs, de compléments d'explication.

En méme temps qu'il rencontre I’exigence de clarté qui donne sens a
Iactivité intellectuelle, le type idéal est le signe d’une pensée qui respecte la
réalité, qui a conscience de ne jamais en rendre compte complétement et
dong ne se prend pas pour plus forte qu’elle n’est. Le type idéal veut conci-
lier, dans la mesure du possible, la netteté logique et la prudence épistémolg-
gique. Il est un instrument de pensée, non un résultat de la science. Il releve
de la méthode. :

Avant de revenir a I’enseignement des mathématiques et d’évoquer dans
ce cadre un autre type idéal, montrons au moins une fois ¢ette notion sur le
lieu de sa naissance, en faisant une bréve incursion dans la sociologie et
I'histoire. Dans 1'antiquité grecque et romaine, la famille au sens large (en
latin la gens) regroupait dans un systéme hiérarchisé, autour du
paterfamilias, du foyer et du culte des ancétres, 1'épouse; les enfants, les
fréres et soeurs, les parents plus lointains, les clients et les esclaves. Dans
son célebre ouvrage La ciré antique Fustel de Coulanges [1864] donne de la
gens une vue schématique et claire. Il décrit les relations de pouvoir et de
protection dans la gens, ainsi que les rites, les modes de cir¢ulation et la
transmission de biens, etc. C’est la gens passée de 1’état de fait, multiple et
variable, a I’état de concept univoque. Cet ouvrage ne doane une idée fidele
de la gens ni & Athénes, ni & Sparte, ni & Rome, ni ailleurs. Mais au moins
permet-il, a 'aide de correctifs et de nuances rapportées, de parler de ces

(2) Les exemples de types idéaux présentés ci-aprés correspondent & des situations
qui ne sont gudre susceptibles d’étre saisiés statistiquement. Il nous a paru utile
cependant de souligner la distinction entre un type idéal et un type moyen, car une
partie des études de didactique des mathématiques s’ appuie sur des statistiques,
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diverses variantes et de s’en faire un idée différenciée. La cité antique est
souvent citée comme exemple de type idéal.

2 -Un autre type idéal : explorer, extraire, expliquer

Partons & nouveau d’un exemple. Voici une question, sans doute assez
connue, appropriée a des éléves de colldge (et aussi de primaire si on ne la
pousse pas jusqu’au bout): quels types de quadrilatéres peut-on obtenir en
croissant deux bandes de papier semi-transparerités ?

Si on pose une bande étroite sur unie bande large, on obtient les types de
quadrilateres présentés a la Fig. 1. Si on croisé deux bandes d’égale largeur,
on obtient la Fig. 2. Enfin si on pose une bande large sur une bande étroite,
on obtient la Fig,. 3.

Fig.3
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Tous les quadrilatéres obtenus sont des parallélogrammes, puisque cha-
cun a deux paires de cOtés paralleles. Sur la Fig. 1, I'un d’eux est un rec-
tangle. Sur la Fig. 3 aussi, mais il n’est pas dans la méme position. Il n’est
peut-étre pas immédiatement clait, au moins pour des enfants, que les figures
1 et 3 fournissent des résultats équivalents, Croiser deux bandes, une large et
une étroite, donne les méme quadrilatéres, a une isométrie prés, quelle que
soit I’orientation que 1’on donne aux deux bandes sur la table. La Fig. 2
donne un catré et ... & y regarder de plus pres, deux losanges. On le vérifie en
mesurant leurs c6tés, et peut-étre aussi en présentant la figure dans une posi-
tion canonique, oit I’on reconnait plus facilement les losanges (Fig. 4).

Fig. 4
Mais deux bandes d’égale largeur donneront-elles toujours un losange ?
Ce n’est pas évident. C’est une conjecture. On lui donne un peu de vraisem-
blance supplémentaire en essayant d’autres cas, par exemple en inclinant trés
fort les deux bandes I’'une vers ’autre de manidre a obtenir un losange trés
allongé (Fig. 5).

Fig. 5 _

11 semble, a la fin, qu'en croisant deux bandes d'égale largeur, on obtien-
ne toujours un losange. Mais il faudrait maintenant prouver cette proposi-
tion. Pour cela, il peut é&tre utile d'en donner un énoncé nouveau, qui le rat-
tache aux concepts mathématiques de parallélogramme et de hauteur: rfout
parallélogramme qui a ses hauteurs égales est un losange. Comment prou-
ver cette propriété ? Sur la figure 6, on a dessiné les hauteurs [AB] et [AD].
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Observons les triangles rectangles ACB et AED. Les angles E}E‘X et AED

sont tous deux égaux (3) & I'angle CFE , par la propriété des angles corres-
pondants. Donc les deux triangles sont isométriques du fait qu'ils ont tous
leurs angles et deux cdtés égaux [AB] et [AD). Ainsi, leurs hypoténuses [AC]
et [AE] sont égales. D'on, puisque ACFE est un parallélogramme et qu'il a
ses cOtés opposés égaux, 1'égalité de ses quatre ¢Otés.

S F

Fig. 6

Cet exemple fait voir trois phases dans l¢ travail : d'abord uné¢ phase d'ex-
ploration, ensuite, une phase dans laquelle I'attention se porte sur un phéno-
- mené particuliér que l'on énonce (on extrait un énoncé du lot des observa-
tions, c'est la phase d'extraction) et enfin une phase ou 'on démontre
I'énoncé, ce qui est une fagon d'expligicer le phénomene, en l¢ rattachant a
des connaissances acquises antérieurement. On doit & Sherman STEIN (1987]
d'avoir ainsi schématisé les trois phases d'un travail mathématique, et de leur
avoir associé trois mots commengant par ex: il les rassemble ¢n un seul en
parlant de triex. Ces trois phases d'ailleurs sont rarement successives : le plus
souvent, elles s'interpénétrent. Le mouvement spontané de la pensée alterne,
selon les besoins, les registres d'exploration, d'extraction et d'eéxplication. Par
exemple, un énoncé que l'on vient de clarifier renvoie a de nouvelles ques-
tions, une preuve en panne provoque un retour sur I'énoncé, voire sur I'explo-
ration, etc. Le mérite du triex est, face 2 une consigne donnée, d'en provo-
quer une analyse qui montre quels registres de la pensée mathématique elle
est susceptible de solliciter.

Ainsi le probléme du croisement de deux bandes pourrait étre formulé de
fagon plus restreinte, par exemple sous la forme: Croisez deux bandes de
largeur égale. Qu'est-ce que vous observez ? Expliquez. La phase d'explora-
tion aurait ainsi disparu et seules seraient restées les phases d'énonciation et
de preuve.

(3) On nous pardonnera de dire, par abus de langage, égal pour isométrique.
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Une consigne plus restreinte encore serait : démontrez que tout parallélo-
greamme dont les deux hauteurs sont égales est un losange. D'autre part, on
peut provoquer une exploration en restant sur le plan théorique, et donc, sans
proposer aucune manipulation de bandes. Il suffit, par exemple, de deman-
der: quelles conditions faut-il imposer aux deux hauteurs d'un parallélo-
gramme pour qu'il sait un losange ?

A Topposé, on peut ne garder, ou 2 peu pres, que la phase d'exploration.
11 suffit de dire : Qu'est-ce que vous voyez quand vous croisez deux bandes ?

Le triex de Stein est un type idéal parce que c'est un schéma clair, et un
moyen d'interroger utilement des situations réelles, Voici des exemples des
questions qu'il suggere: A quoi sert chacune des trois phases ? Quelles sont
les variantes significatives, selon qu'elles sont plus ou moins prises en charge
par les €leves ou le professeur? Quelles relations ont-elles entre elles 7 Par
exemple, les €léves trouvent-ils dans la phase d'exploration des sources d'ar-
guments utiles pour l'explication ? Dans quel schéma la motivation & démon-
trer est-elle la plus grande ? Qu'est-ce qui contribue a relancer la pensée (4) ?
Etc,, etc.

Pour faire bonne mesure, voici un autre exemple de triex, Soit la ques-
tion: Dans un plan, de quels points voit-on un segment suivant un angle
droit ? Expliquez. Si on ne demande pas d'expliquer, on risque de voir le tra-
vail s'arr€ter quelque part entre l'exploration et 'explication. Considérons la
variante suivante: On donne un segment [AB]; oR peut se trouver le troisié-
me sommet C d'un triangle rectangle ABC ? La phase d'exploration est plus
importante dans ce cas, puisque le lieu des points C demandés comporte
maintenant deux droites en plus du cercle; la phase d'extraction en est d'an-
tant plus significative, Par ailleurs, la variante
suivante excamote l'exploration; La figure 7

</
montre un cercle avec un de ses diamétres et
quelques angles inscrits; qu'observez-vous ? , \‘\
Expliquez. Voici une autre variante qui réduit <

I'activité de 1'éléve a la phase
d'explication : Démontrez que le lieu des points

A

d'on l'on voit un segment sous un angle droit ,
est le cercle dont ce segment est un diamétre
(& condition d'en exclure les deux extrémités Fig, 7

du diameétre...)

(4) Dans notre exmple, les €laves qui ont expérimenté avec deux bandes inégales
penseront-ils plus souvent que les autres aux conditions nécessaires : un parallélo-
gramme ne peut étre un losange que si ses deux hauteurs sont égales ?
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3 - Un troisiéme type idéal : illustration et application

Dans une note en bas de page d'un ouvrage assez ancien, P.HILTON
[1973] a proposé de distinguer les illustrations d'une théorie de ses applica-
tions. Voici cette distinction reformulée d'une fagon entidérement symétrique :
une illustration d'une théorie est une situation simple qui aide a comprendre
la théorie ; une application d'une théorie est une situation difficile que la
théorie aide & comprendre. Hilton ajoute que les illustrations et les applica-
tions sont toutes deux Iégitimes et ont chacun un rdle A jouer, mais que c'est
en quelque sorte une imposture de¢ présénter une illustration en affirmant que
c'est une application.

- Nous sommes ici 2 nouveau en présence d'un type idéal, La clarté logique
de la distinction ne fait guére de doute. L'application 2 des situations réelles
exige des réserves et des commentaires. En particulier, ce qui est illustration
pour un esprit averti peut fort bien étre application pour un débutant,

La distinction de Hilton s'applique déja a des situations trgs élémentaires.
En voici un exemple. Soient A et B deéux grandeurs, par exemple du type des
objets allongés et rectilignes que Y'on peut additionner en les disposant bout a
bout, et que l'on peut donc aussi multiplier pat un nombre naturel n.

On a les deux propriétés suivantes : A
1) la grandeur A prise n fois (c'est-a-dire

multipliée par n) est plus petite que la B

grandeur B prise n fois si et seulement A A

si A est plus petite que B; ; :
2) la grandeur A prise n fois est égale a la B

grandeur B prise n fois, si et seulement ' =

si A est égale a B. Fig. 8

La figure 8 illustre (si besoin est...) la premiére de ces deux propriétés.
En voici par ailleurs une application: On a deux papiers dont on n'arrive pas
a dire s'ils ont ou non la méme épaisseur. Que faire ? Réponse : on prend 500
feuilles de chacun des deux types de papier et on compare les hauteurs des
deux tas. La théorie, ou la connaissance qui en tient lieu dans l'esprit de I'éle-
ve, intervient ici de manigre cruciale pour vaincre une difficulté due aux cir-
constances et de nature non mathématique: les relations A = B, A < B et
B < A échappent 2 la perception. La théorie fournit des équivalents percep-
tibles.

La distinction entre illustration et application est importante, car elle atti-
re l'attention sur le role des théories et des concepts qu'elles mettent en
ceuvre. Une théorie est certes un monument que l'on peut contempler. Mais
elle est aussi un instrument pour penser plus avant, que ce soit -et ceci est

important - dans le champ des mathématiques elles-mémes ou bien en
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dehors (5).

Donnons donc deux exemples encore du type idéal illustration-applica-
tion.

Au début du calcul vectoriel, on apprend la relation de Chasles.
Regardons-la d'abord sur une droite. Si on a des points 4,B,C,D,E situés de
- fagon quelconque sur une droite, on a

— p ey eip e

AB + BC + CD + DE =AE
On a une égalité analogue, quel que soit le nombre de points choisis.
Voici quelques exemple illustrant cette relation. Soient trois points 4, B,
C (fig.9). On a AB + BC =AC, mais

aussi AC+ CB=AB, ou encore - R S o

Al ¥ g L

AB+BC+CA = 0 et d'autres égalités analogues.

Et voici maintenant une application de la relation de Chasles. On veut
démontrer que la composée de deux symétries orthagonales d'axes paralléles
est une translation, comme le suggére la figure 10.

! I

!
i .

! i 1

i i '

. .

' ( !

i H ¥
1 ! |

| ! i

t | !

1 T Rt 1

y s

1 )

b A b

(1 PN S

Figure 10

Dans un premier temps, on se sert de V'outil familier qu'est la distance.
Soit (Fig.11) A un point quelconque, A’ son image par la symétrie d'axe g, et
soit A" I'image de A’ par la symétrie d'axe b. En désignant par d la distance,
on sait que, par hypothése
d(A,0)=d(0A’)etd(A’,0)=d(0"A")

d@4,A™ dAAY+dAAT)

d{A,0)+d(0A)+d(A",0")+d(0°A”)
2d(0,A)+2d(A",0")
2(d(0,A") + d(A°,0%)
2d(0,0%
Le point A ayant été choisi quelconque, on a tendance a conclure .que tout
point «avance» vers la droite d'une méme longueur égale 2 24(0,0").

1

Wwonn

i

(5) Il ne faut donc pas identifier application i application a la physique, a I'éconno-
mie, efc.
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Mais c'est aller trop vite en besogne, car le point (quelconque) A peut se
trouver n'importe ol dans Ie plan. Et lorsqu'on enchaine les deux symétries
orthogonales, il va, selon sa position de départ, «sauter» dans un sens ou
l'autre (Fig.12).

/\! /\ /\H

it

-+->

A

A"
B
L)
H
.=

o e o e

F>

=

/\”
-

-

Fig.12

11 faut donc identifier tous les cas de figure possibles, puis faire pour chacun

d'eux un calcul analogue a celui qui est présenté ci-dessus, mais en étant

attentif au fait que chaque distance peut devoir étre soustraite au lieu d'étre
" additionnée. La démonstration devient lourde et ennuyeuse,

Quel soulagement alors de penser 2 la relation de Chasles et aux vecteurs
qui, considérés sur une droite, ne sont rien d'autre que des distances munies
d'un signe. Alors, on peut en confiance remplacer.le ¢alcul ci-dessus par le
suivant: on sait par hypoth&se que

AO=OA et A'O' =0'A”
Cherchons 2 évaluer AA” _Ona
AO OA et A’O’ =0'A”

—

AA” = AA’ + A'A”
=AO+ OA’ + A0 + O'A”
=204’ +24°0

=2(0a" + 2°0°)
=200

On n'a plus besoin d'examiner séparément chaque cas: ils sont tous compris
dans un seul.

Pour donner un troisi¢me exemple de I'opposition entre illustration et
application, considérons la régle des signes pour la multiplication des
nombres relatifs. Cette régle est généralement pergue par les éleves comme

un sommet de l'arbitraire, On s'est ingénié, depuis des siecles, a l'illustrer de
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diverses fagons qu'il serait trop long de rappeler ici. L'une d'elles s'appuie sur
la composition des homothéties : on trouve le rapport de la composée de
deux homothéties en multipliant les rapports des homothéties composantes
qui sont des nombres relatifs. Méme s'il s'agit 12 d'un fait mathématique
important, il ne fait pas beaucoup plus qu'illustrer la régle des signes. Il n'en
est en tous cas pas une application, car le caractére direct ou inverse de la
composée de deux homothéties va de soi, et il n'est nullement besoin de la
régle des signes pour ['interpréter.

Certains rapprochent la régle des signes deé la combinaison logique des
affirmations ét des négations : une proposition deux fois niée est affirmative,
etc. Mais c'est 12 plus une métaphore qu'une illustration, puisqu'elle n'a
méme pas trait & des nombres relatifs. Observons pourtant que cette méta-
phore a un sens, car elle fait voir une identité de structure.

Considérons ensuite des él2ves qui ont appris a représenter diverses rela-
tions affines dans un repére constitué de deux demi-axes positifs : par
exemple le périmetre p = 4 ¢ d'un catré, ou le prix p = ¢ + kx d'une course
en taxi en fonction du montant ¢ de la prise en charge, du prix k au kilométre
¢t du nombre x de kilométres parcourus.

v ) 1

N j/
¥ Pk

1 7 “1
T —— > 1
1. 2 3 4 5 * .
Fig.13 Fig.14

Soit alors la question suivante : Dans un repére comme celui de la figure
13, on sait représenter uné demi-droite par une équation. Comment utiliser

un repére comme celui de la figure 14 pour 7
représenter une droite ? 5 A’
Une solution assez naturelle consiste i uti- 4
liser quatre demi-axes positifs, comme le H /
montre la figure 15. B
Dans ces conditions, la partie BAdela | C "
droite a pour équation y=2+§~x E‘Da i B
24
2 %
pour BC,on a ym2+§~§ 4
51
n
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Quel soulagement de pouvoir recourir aux nombres relatifs, ce qui per-
met de graduer une droite entidre et de ne plus conserver que la premigre de
ces trois équations, en y réinterprétant x et y comme des variables auxquelles
on applique la régle des signes et les autres propriétés des nombres relatifs.
A défaut de celles-ci, on n'obtient pas une représentation commode de la
droite.

On comprend, en regardant cette application, que les nombres relatifs,
cotoyés depuis longtemps, soient devenus d'usage .courant aprés l'introduc-
tion de la géométrie analytique qu XVII sidcle. Peut-étre cet exemple
montre-t-il aussi que la multiplication des nombres relatifs est enseignée pré-
maturément, A savoir 2 un 4ge ol l'on ne peut pas en exhiber d'application
substantielle, et ol donc on en est réduit 2 l'illustrer,

Pour conclure, 2 propos des illustrations et applications, reparcourons nos
trois exemples. Qu'avons-nous voulu dire & propos des applications en affir-
mant que la théorie les éclaire ? On s'apercoit dans les trois cas que la théorie
étend le regard de l'esprit a des régions au départ obscures: soit obscures
pour lés sens (on ne pouvait comparer ni a I'eeil, ni au toucher les épaisseurs
des deux papiers), soit obscures pour 'ésprit lui-méme lorsqu'il s'embarasse
dans la quantité des cas de figures ou d'équations. La puissance de penser
s'accroit soudain, ce qui est peut-&tre la source principale de la stimulation
intellectuelle.

4 - Du savoir a 1'éléve ou de 1'éléve au savoir ?

Lés trois types idéaux que nous venons d'examiner, joints 2 la distinction du
sens étroit et du sens large, peuvent nous a ider a discuter la question posée
dans le titre de cet exposé: de savoir a 1'éleve ou de I'éléve au savoir, une
question dé sens. Reprenons-les un a un dans cette perspective.

Le tableau de Treffers, dans sa ¢oncision, pourrait suggérer les formules
suivantes. L'enseignemeént empiriste a I'état pur est centré sur 1'éléve et ses
activités, plus que sur les mathématiques. Il ne va ni du savoir a I'él¢ve, ni de
I'éleve au savoir, il va si on peut dire de 1'éleve a l'éleve. L'enseignement
structuraliste 3 I'état pur est centré sur les mathématiques plus que sur 1'é1e-
ve: il va du savoir au savoir. L'ens¢ignement mécanique a 1'état pur va de
rien A rien. Enfin I'enseignement réaliste a I'état pur va de I'éleve au savoir.

Arrétons-nous un instant pour montrer A quel point ¢es formules sont
trompeuses par leur laconisme. En effet, elles donnent & penser qu'il y aurait
au départ I'éldve sans savoir, et ensuite 1'éleve accédant au savoir. Tel n'est
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pas le cas. Les éléves, quel que soit leur ige, possédent un savoir, et ce
savoir fonctionne. Aussi, vaudrait-il mieux remplacer la formule de ['éléve a
l’éléve par du savoir de l'éléve au savoir de ['éléve, en entendant par cette
expression le savoir non négligeable, quoique peu mathématisé, que 1'éléve
acquiert dans des contextes variés.

La formule du savoir au savoir correspondant a I'enseignement structura-
liste, devrait étre aussi précisée de la méme fagon: du savoir mathématique
au savoir mathématique. Au mieux, elle renvoie A I'acquisition par I'éleve de
théories mathématiques dont il pergoit mal le lien avec leurs contextes natu-
rels, méme s'il peut se trouver A l'aide dans ces théories et les manier sans
trop de peine «en circuit fermé», Dans ce cas, il faudrait méme préciser du
savoir mathématique du professeur au savoir mathématique de l'éléve. C'est
ainsi que les choses se passent pour beaucoup de nos étudiants de licence ou .
de maitrise. Au pire, cette formule renvoie au discours magistral non compris
par I'éleve, le professeur navigant seul dans le savoir mathématique : on
devrait dire alors du savoir mathématigue a rien.

Que l'enseignement mécanique aille de rien a rien est sans doute, des
quatre formules, la seule qui soit vraiment claire. Elle montre par contraste
que les enseignements empiriste et structuraliste ne sont pas négligeables, le
premier toutefois profitant a plus d'éléves que le second, en raison de son
moindre pouvoir sélectif.

Enfin, pour parler de I'enseignement réaliste, il faudrait complétet la for-
mule de ['éléve au savoir en disant du savoir de l'éléve au savoir mathéma-
tigue, ou méme au savoir mathématique bien intégré dans la personnalité
intellectuelle de l'éléve. Apprendre les mathématiques, c'est d'abord réaliser
que certains types de questions exigent d'aménager, restructurer et augmenter
une partie du savoir quotidien jusqu'a en faire un corps de doctrine qui s'en
détache et s'applique efficacement a ces questions. Et bien entendu, en cours
de route, le lot des questions s'enrichit lui aussi et parmi les questions nou-
velles, certaines s'écartent de la pensée quotidienne.

Le triex - exploration, extraction, explication- nous raméne aussi au pro-
bleme. du sens, Car il s'agit de trois registres de la pensée qui ne sont pas
indépendants, mais complémentaires. Quiconque a fait un peu de mathéma-
tiques (en prenant le mot dans son plein sens) sait qu'il a, par moments,
exploré des champs d'exemples, procédé par essais et erreurs, tenté de voir
s'il n'avait oublié aucun cas. Il sait aussi qu'a d'autres moments, il est tombé
sur un phénomeéne étonnant, qu'il s'est demandé ce qui se passait, qu'il a
cherché a l'exprimer et que parfois les mots adéquats lui ont manqué, qu'il
s'est demandé si ce qu'il exprimait était vrai et s'il devait chercher un contre-
exemple ou une preuve. 1l sait qu'a d'autres moments encore il a cherché les
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points dfe départ et le fil conducteur d'une démonstration, puisqu'il a
construit celle-ci patiemment, rarement jusqu'au bout du premier coup, en
avangant prudemment et en se reprenant souvent. Il sait enfin que dans sa
pratique, ces trois activités n'ont pas été séparées et qu'elles se sont répondu
l'une 2 l'autre. Faire des mathématiques, c'est bien cela. Enseigner les mathé-
matiques, c'est apprendre aux éléve a faire cela. Pour l'apprendre, ils doivent
le faire, bien entendu, chacun 2 son niveau., Et ce serait sans doute une
erreur de croire que les éleves, parce qu'ils sont inexpérimentés, ne peuvent
pas atteindre aux trois registres de l'activité mathématique. Comme I'écrit J.
HADAMARD [1945], «entre le travail d'un étudiant qui essaie de résoudre un
probleme de géométrie ou d'algébre et un travail d'invention, on peut dire
qu'il n'y a qu'une différence de niveau, de degré, les deux travaux étant d'une
nature analogue».

Alors, faut-il aller du savoir a I'é12ve ou bien l'inverse ? La question parait
truquée, du fait qu'elle centre l'attention sur le savoir, et donc sur un corps de
doctrine. Le triex raméne l'attention sur les mathématiques comme activité,
comme travail. Personne n'apprend les mathématiques comme connaissances
toutes faites. Chacun doit les reconstruire pour soi, et en ce sens, la seule
possibilité est d'aller vers le savoir 2 travers sa propre activité. Une fagon d'y
arriver, c'est de faire tout de suite des mathématiques, élémentaires certes au
début, a tout moment au niveau ol l'on se trouve. Les mathématiques sont
une science et une pratique : on accéde tres progressivement i cette science
en se plongeant tout de suite dans cette pratique, sans la tronquer d'aucun de
ses trois registres essentiels.

Notre troisiéme type idéal distinguait illustration et application. Il nous
‘ramene lui aussi 2 la méme question: du savoir a l'éleve ou de I'éleve au
savoir. Si la formule du savoir & l'éléve veut dire: on expose la théorie le
plus simplement et le plus clairement possible, puis on l'illustre pour la faire
mieux comprendre, on s'apergoit que I'él¢ve n'est présent dans le schéma que
comme une sorte de récepteur de connaissances. S'il est vrai, comme nous
venons de le dire, qu'il doit reconstruire pour lui-méme les mathématiques
(avec l'aide nécessaire du professeur), c'est sur le terrain des applications,
c'est-2-dire des questions non triviales qu'il pourra le faire. Le terme applica-
tion n'est A cet égard pas le meilleur, car il donne a entendre qu'on résout les
questions non triviales & l'aide d'une théorie apprise préalablement, et que
1'on appliquerait. Tel n'est pas le cas. Les questions non triviales sont celles
qui suscitent la construction théorique. I faut donc que I'éleve se les pose
d'abord, et c'est ainsi que la formule de ['éléve au savoir prend un sens assez
clair. Une application, avons-nous dit, est une situation que la théorie aide a
comprendre. On pourrait nuancer en disant: une application est une situation
Bulletin APMEP - rf 397 - Février 1995

365



qui pose probléme, au point de provoquer pour sa solution une construction
théorique adéquate. Mais s'exprimer ainsi reviendrait & éloigner un peu trop
le terme application de son acception commune. 11 est sans doute plus clair
de dire apprendre par situations-problémes que apprendre a partir des
applications.

Par ailleurs, la distinction illustration-application nous conduit 2 mieux
cerner ce qui est stimulant dans le sens et dont il ne faut priver personne. Les
illustrations par nature aident 2 comprendre la théorie, mais nous apprennent
peu de neuf. Elles né comportent pas de défi, elles ne sont pas intrigantes.

Passons en revue nos divers exemples de situations problématiques et
essayons d'analyser ce qui en fait I'intérét. Ces questions avaient trait a des
objets familiers, ou a tout le moins simples. Vérifions cela en les reparcou-
rant:
= Quels types de quadrilatére obtient-on en croisant deux bandes ?
=+ D'ol1 voit-on un segment de droite sous un angle droit ?
= Comment se fait-il que deux symétries orthogonales enchainées donnent

une translation ? De quelle translation s'agit-il ? _
= Comment exprimer le lien entre les coordonnées des points d'une droite

dessinée dans un repére ? _

Mais ces questions formulées simplement amenent & considérer les objets
sous un jour inattendu et intrigant, qui mobilise la réflexion. Il y a 14 un effet
de ce que Bertold Brecht appelle 1a distanciation. Voyons de quoi il s'agit, en
acceptant de faire un petit détour par le monde du théatre.

Brecht donne pour fonction au théatre de représenter les situations les
plus communes de la vie, mais de telle sorte que le spectateur, les considé-
rant g distance, les pergoive sous un jour nouveau, plus profond qu'a I'ordi-
naire. C'est dans les sciences, auxquelles il s'intéressait beaucoup, qu'il avait
vu d'abord a I'ccuvre un certain effet de distanciation, et il voulait le transpo-
ser au théatre. Il écrit: «C'est ce que font, depuis longtemps, les hommes de
science quand ils observent et ameénent 3 observer de tels phénomenes (les
oscillations des pendules, les mouvements des atomes, le métabolisme des
infusoires dans une goutte d'eau, etc.). Pour comprendre une chose, ils font
comme s'ils ne la comprenaient pas; pour découvrir une loi, ils mettent les
processus en contradiction avec l'idée traditionnelle qu'on se fait d'eux ; de la
sorte ils font ressortir le caractére inoui et particulier du phénomene étudié.
Ainsi, certaines évidences ne se comprennent plus d'elles-mémes, ce qui, &
dire vrai, a pour effet de les faire véritablement comprendre [...]. Ce qui va
de soi, c'est-2-dire la forme particuliére qu'a prise dans notre conscience l'ex-
périence quotidienne, s'abolit lorsque son évidence est niée par l'effet de dis-
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tanciation et transformée ensuite en une nouvelle compréhension».

Cette situation est reprise d'un ouvrage de Henri Bassis (6) [1984]. Elle
peut nous aider 2 trouver, pour nous-mémes et pour nos €leves, cette chose
irremplagable, porteuse de tant de conséquences individuelles et sociales,
qu'est le plaisir du sens.

Remerciements : cet exposé a été complété et nuancé grice aux observations
de Thérese GILBERT et de Christiane HAUCHART. Qu'elles en soient toutes
deux amicalement remerciées.
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