CONCOURS GENERAL DES LYCEES - SESSION 2019

1 Probleme 1: Ensembles remarquables de fonctions

On note Z2 '’ensemble des fonctions définies sur [0, +oo[ et a valeurs dans [0, +ool.
Pour f et g dans 22, on définit la fonction & = f o g en posant, pour tout nombre réel x = 0,

h(x) = f(g(x)

Si, pour tout nombre réel x =0, on a f(x) = g(x), onnote f = g.
On note u et v les fonctions de &2 définies, pour tout nombre réel x = 0, par :

ux)=e*-1 et v =Inx+1)
La fonction f est une fonction polynomiale si f est nulle ou s’il existe un entier d = 0 et des
nombres réels ag, ai, ..., ag avec ag # 0 tels que, pour tout nombre réel x = 0,

flx) = adxd+ad_1xd_1 +--+ax+ag

Les nombres réels ay, a1, ..., ag sont alors appelés coefficients de la fonction polynomiale f.
Si.# est un ensemble de fonctions de 22, on définit les propriétés :

(P1) & contient u et v.

(P2) & contient toutes les fonctions constantes positives.
(P3) Si f et g sontdans.#, alors f + g est dans .#.

(P4) Si f et g sontdans.#, alors f o g est dans ..

(P5) Si f et g sontdans.¥ avec f = g, alors f — g est dans ..
(P6) Si f et gsontdans.#, alors f x g estdans &#.

1. Soit 9 un ensemble de fonctions de &2 qui vérifie les propriétés (P1), (P2), (P3), (P4), (P5)
et (P6).

a. Soit ¢ la fonction définie, pour tout nombre réel x = 0, par £(x) = x.
Démontrer que la fonction ¢ est dans .

b. Déterminer toutes les fonctions affines qui sont dans .

c. Soit plafonction polynomiale définie, pour tout nombre réel x = 0, par p(x) = 2x> —3x+4.
Démontrer que la fonction p est dans J.

d. Une fonction polynomiale de &2 est-elle toujours dans I ?

2. Dans cette question, on suppose que % est un ensemble de fonctions de 22 qui vérifie les
propriétés (P1), (P2), (P3), (P4) et (P5), mais on ne suppose pas qu’il vérifie la propriété (P6).
La réponse donnée a la question d. est-elle encore valable?

3. Dans cette question, on suppose que 7 est un ensemble de fonctions de & qui vérifie les
propriétés (P1), (P2), (P4), (P5) et (P6), mais on ne suppose pas qu’il vérifie la propriété
(P3).

a. Soit d un entier naturel non nul. On note Q, la fonction définie, pour tout nombre réel
x=0,par:
Qux) = (x+17-1

Montrer que Qz € 7.
b. Soit d un entier naturel non nul. Démontrer qu’il existe des nombres entiers ay,..., aq
supérieurs ou égaux a 1 tels que, pour tout nombre réel x =0,
(x+ 1)d = adxd +ad_1xd_1 +--+ajx+1
Etant donné un nombre réel x = 0, on introduira une variable aléatoire suivant une loi

. . N A
binomiale de parametres d et 1% .

c. Soit f une fonction polynomiale telle que f(0) = 0. Montrer qu’il existe un nombre réel
¢ = 0 et un entier naturel non nul d tels que la fonction qui, a tout nombre réel x = 0,
associe :

c(x+x2 +~--+xd) - f(x)

est une fonction polynomiale dont tous les coefficients sont positifs ou nuls.

d. Endéduire que, si f est une fonction polynomiale de 22 telle que f(0) =0, alors f est dans
V.

e. Soit f une fonction dans 2.
¢ Ondit que f est segmentéesi elle vérifie la propriété :
Pour tout nombre réel a = 0, il existe un nombre réel b = 0 tel que, pour tout x véri-
flant0< x < q,
0<sfx)sb
¢ Ondit que f est bornéesi elle vérifie la propriété :
Il existe un nombre réel b = 0 tel que pour tout nombre réel x =0,

0<sfx)sb

On note alors </ 'ensemble des fonctions segmentées et 28 'ensemble des fonctions seg-
mentées qui sont nulles en 0 ou bornées.

i. Soit f une fonction dans 2. On suppose f bornée. Démontrer que f est segmentée.
La réciproque est-elle vraie?
ii. Montrer que & satisfait les propriétés (P1) a (P6).
iii. Montrer que 28 satisfait les propriétés (P1), (P2), (P4), (P5) et (P6), mais ne satisfait
pas la propriété (P3).

f. Une fonction polynomiale dans 22 est-elle nécessairement dans 72
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2 Probleme 2 : Les nombres joviaux

Soient n et p deux entiers tels que p =2 et n = 1. On dit que p est jovial d'ordre n s'il existe des
entiers ay, ..., an tels que :

1 1
—_ e+ —=1
a) an

2sa1<amp<---<ap , ap=p et

Ainsi, 12 est jovial d’ordre 4 car % + % + % + % =1.
Un entier p = 2 est dit jovial s'il existe un entier n = 1 tel que p soit jovial d’ordre n.

2.1 Quelques exemples

. Montrer que, sil'entier p est jovial d’ordre n, alors n< p—1.

. Existe-t-il des entiers joviaux d’ordre 2? Montrer que 2 et 4 ne sont pas joviaux.
. Montrer qu'un entier premier n’est pas jovial.

. Quel est le plus petit entier jovial 2

. Déterminer tous les entiers joviaux d’ordre 3.

. Soit p un entier jovial. Montrer que 2p et p(p + 1) sont joviaux.

NS gk W -

. Montrer que le produit de deux entiers joviaux est jovial.

2.2 Deux suites d’entiers

On définit les suites (un) ,en+ €t (Vn) nen+ Par uy = 1 et, pour tout entier n = 1,

vp=14+u, et upi1=u,l+uy

1. Montrer, pour tout n = 3, que u, est un entier jovial d’ordre n.

2. Montrer, pour tout n =1, que v, = V102 Uy + 1.

2.3 Un majorant optimal pour les nombres joviaux d’ordre fixé

Soit n un entier naturel non nul. On note &, la propriété suivante :
Si x1,..., X, sont des entiers strictement positifs et @ un nombre rationnel strictement positif tels
que
1 1 1
— et —4+—=1
X1 Xn, a

X1sxo<-sxpsa et
alorsa+1<vpietxy---xp(a+1)<vi---VyUne1.
On se propose de démontrer par récurrence sur #n que la propriété #, est vraie pour tout entier

n=l1.

1. Démontrer que la propriété /3 est vraie.

Dans les questions suivantes, on considere un entier zn = 2, et on suppose que la propriété ./,
est vraie. On considere des entiers strictement positifs x,..., x, et un nombre rationnel stricte-
ment positif a tels que :

1 1 1
X1Sx<---<xp<a et —+--+—+—=1
X1 Xn a
2. Montrer que x1 =2etque a < xj X2 Xp.
: 1 1 1
3. On suppose dans cette question que 5+ + xn_lzletque Xp > Xp-1.

a. Montrer qu'il existe un unique nombre rationnel g, strictement positif, tel que :

1 1 1
—_— e+ +—=1
X1 Xn-1 (

b. Montrer que x, -1 < g.
c. Endéduire que g+ 1< v, puis que x1 X2+ X, S V1 V2 Up.

1
d. Endéduireque a+1<vyi1etx;--xp(@a+l)<vyi---vuUnel.

4. On suppose dans cette question que x% et x—ll + =1letque x, = Xp—1.
s

xp—17%
a. Montrer que x; = 4.

b. Montrer qu'il existe deux uniques nombres rationnels, strictement positifs, r et ¢ tels que :

1 1 1 1 1 1 1 1
— = +— et —4+--+ + +-=1
Xn Xpn—1 x,—-2 1 X1 Xpn—2 Xp—2 ¢t

c. Montrerque r =x, +1+ A2 puis que (x;, -2)(r+1) = xfl.

x?,—4xn+2
d. Montrer que = r = x.
e. Endéduireque a+1< v, etx;---xp(@a+1) S vy VnUpti.

1

e <l1.

; 1 1
5. On suppose dans cette question que atootzot 1

a. Montrer qu’il existe un unique nombre rationnel, strictement positif, b tel que :

1 1 1 1
— et + +—-=1
X1 Xn-1 Xp—1 b
b. Montrer que (x,—1) (b+1) = x,(a+1).
6. En déduire que la proposition .77, est vraie.
Indication : Dans le cas ol
1 1 1
— et + <1
X1 Xp-1 Xp—

on pourra chercher a remplacer x,, par x, —1 et a par b.

7. Montrer, pour tout entier n = 3, que u,, est le plus grand entier jovial d’ordre n.
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3 Probleme 3 : Plus d’'une chance sur deux pour tout le monde

3.1 Desurnes etdes dés

1. Dans cette question, on suppose que 'on dispose de trois urnes A, B et C qui contiennent

chacune quatre jetons indiscernables au toucher. Les jetons de A portent les numéros 12,
10, 3 et 1, ceux de B portent les numéros 9, 8, 7 et 2, et ceux de C portent les numéros 11, 6,
Set4.

On tire indépendamment un jeton dans chacune des trois urnes, et on note respectivement
X4, Xp et Xc les numéros des jetons tirés dans A, B et C.

Montrer que P (X4 > Xg) = % etqueP (X > Xc¢) = 1—96. Quevaut P (X¢c > X4)?

. Dans cette question, on suppose que 'on dispose de trois dés cubiques et équilibrés D, D;
et Ds. Les faces de D; portent les numéros 6,3,3,3,3,3, celles de D, portent les numéros
5,5,5,2,2,2, et celles de D3 portent les numéros 4,4,4,4,4,1.

a. On lance indépendamment chacun de ces trois dés et on note respectivement X, X» et
X3 les numéros indiqués par la face supérieure des dés Dy, D, et Ds.

Calculer les trois probabilités PP (X7 > X5), P (X, > X3) et P (X3 > X)).

b. Claire et Paul jouent au jeu suivant : I'un d’eux choisit un des trois dés. Puis I'autre joueur
choisit un des deux dés restants. Ils lancent chacun leur dé et celui qui obtient le plus
grand numéro gagne.

Claire a-t-elle intérét a choisir son dé avant Paul ou a le laisser choisir en premier?

c. Finalement, il est décidé que c’est Paul qui choisit en premier. Quel(s) dé(s) a-t-il intérét
a choisir?

d. Claire et Paul décident alors de modifier les régles. L'un d’eux choisit un des trois dés. Puis
l'autre joueur choisit un des deux dés restants. Ils lancent chacun leur dé deux fois de
suite et celui dont la somme des numéros est la plus grande gagne.

Paul choisit en premier et il prend le dé D,. Quel dé Claire a-t-elle intérét a choisir? De
facon générale, avec ces nouvelles régles, Claire a-t-elle intérét a choisir son dé avant Paul
ou a le laisser choisir en premier?

3.2 Lasuite de Fibonacci et des urnes

La suite de Fibonacci (Fp,) ,en €St définie par Fy = 0, F; = 1 et pour tout entier n =0,

Fni2=Fui1+Fp

1. Montrer, pour tout entier n = 3, que V2F, < Fp41 < 2Fy,.

2. Soit k = 4 un entier. Dans cette question, on suppose que 'on dispose de trois urnes A, B et

C ainsi que de 3Fj jetons indiscernables au toucher, numérotés de 1 a 3Fy. On répartit ces
jetons de la facon suivante :

e les Fj_, jetons de plus grands numeéros sont placés dans A;

e les Fj_ jetons de plus grands numéros restants sont placés dans B;
e les Fj jetons de plus grands numéros restants sont placés dans C;

e les Fj_; jetons de plus grands numéros restants sont placés dans A;
e les Fj_, derniers jetons sont placés dans B.

On tire indépendamment un jeton dans chacune des trois urnes, et on note respectivement
Xa, Xp et Xc les numéros des jetons tirés dans A, B et C.

a. Démontrer les trois inégalités :
1 1 1
P(XA>XB)>§ s [FD(XB>X(;)>§ et P(Xc>XA)>§

b. Claire et Paul jouent au jeu suivant : I'un commence par choisir une des trois urnes ci-
dessus et pioche un des jetons qu’elle contient. Puis I'autre joueur choisit une des deux
autres urnes et pioche un des jetons qu’elle contient. Celui des deux qui obtient le jeton
de plus grand numéro gagne.

Claire a-t-elle intérét a choisir son dé avant Paul ou a le laisser choisir en premier?

3.3 Urnes non transitives

Soit n = 3 un entier. On dispose de trois urnes A, B et C et de 3n jetons indiscernables au toucher,
numérotés de 1 a 3n. On répartit alors les jetons dans les trois urnes de sorte que chaque urne
contienne 7 jetons. On tire alors indépendamment un jeton dans chacune des trois urnes, et on
note respectivement X4, Xp et X¢ les numéros des jetons tirés dans A, B et C.

1. On suppose, dans cette question uniquement, que chacune des trois probabilités
P (Xa > Xp), P(Xp > X¢) et P(Xc > X4) est strictement supérieure a % On dispose de trois
autres urnes, D, E et F et de 3n+6 jetons indiscernables au toucher, numérotés de 1 a 3n+6.
Les 37 jetons numérotés de 1 a 3n ont été répartis comme précédemment dans les urnes A,
Bet C.Les urnes D, E et F sont alors remplies de la facon suivante :

e 'urne D recoit le contenu de 'urne A, ainsi que les jetons numérotés 3n+1 et 3n+6;
¢ l'urne E recoit le contenu de 'urne B, ainsi que les jetons numérotés 3n+4 et 3n+5;
¢ l'urne F regoit le contenu de l'urne C, ainsi que les jetons numérotés 3n+2 et 3n+ 3.

Chacune des urnes D, E et F contient ainsi 7 + 2 jetons. On tire alors indépendamment un
jeton dans chacune des urnes D, E et F, et on note respectivement Xp, Xg et Xr les numéros
des jetons tirés dans D, E et F.

a. Exprimer P (Xp > Xg) en fonction de n et P (X4 > Xp).
b. Montrer que chacune des probabilités P (Xp > Xg), P (Xg > XF) et P (Xp > Xp) est stricte-

ment supérieure a %

2. Soit n = 3 un entier. On note %7, la propriété suivante :
11 est possible de répartir 37 jetons indiscernables au toucher, numérotés de 1 a 3n, dans
trois urnes A, B et C de sorte que les deux conditions ci-dessous soient satisfaites.

¢ Chacune des trois urnes contient 7 jetons.

¢ Sil'on tire indépendamment un jeton dans chacune de ces urnes et si 'on note respec-
tivement X4, Xp et Xc les numéros des jetons tirés dans A, B et C, alors chacune des
probabilités PP (X4 > Xp), P (Xp > X¢) et P (X¢c > X4) est strictement supérieure a %
a. Montrer que les propriétés #3 et 4, sont vraies.

b. Montrer, pour tout entier n = 3, que I'affirmation /7, est vraie.
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