PHYLLOTAXIE

Depuis des siècles les scientifiques se sont intéressés à la forme des plantes (Aristote et son disciple Théophrastus, et peut-être même avant eux, les Egyptiens d'après certains hiéroglyphes). 

En effet la forme de nombreux végétaux peut être représentée par des polygones réguliers et apparaissent des outils mathématiques comme les symétries et les rotations pour développer des fleurs à partir d’un point (symétrie centrale) ou à partir d’un axe (symétrie axiale).

Nous allons nous intéresser dans ce TP à la disposition des écailles d’une pomme de pin ou des graines d’un tournesol et découvrir ainsi un des mystères de la phyllotaxie.

Pour la réalisation de ce TP il faudra outre le matériel habituel de l’élève organisé :

· 2 feuilles de papier millimétré

· 2 feuilles à petits carreaux

· quelques feuilles de papier calque

· un compas

· un rapporteur

Le TP sera organisé en plusieurs parties :
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I  Observations
A : LA FLEUR DE TOURNESOL
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Pour chaque fleur de tournesol , compter le nombre de spirales vers la gauche puis le nombre de spirales vers la droite et récapituler les résultats dans le tableau ci-dessous.

	Fleur de tournesol


	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Spirales vers la gauche
	
	
	
	
	
	

	Spirales vers la droite
	
	
	
	
	
	


  B : LA POMME DE PIN

         

Lorsqu’on observe une pomme de pin,

 il est possible de suivre des lignes qui 

la parcourent dans un sens et dans l’autre

 en reliant les écailles les plus proches 

les unes des autres.

Sur l’image ci-contre ces lignes sont formalisées

 par des points de couleur.

Pour chaque pomme de pin, compter le nombre de spirales vers la gauche puis le nombre de spirales vers la droite et récapituler les résultats dans le tableau ci-dessous.

	Pomme de pin
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Spirales vers la gauche
	
	
	
	
	
	

	Spirales vers la droite
	
	
	
	
	
	


C : LA FLEUR DE PENSEE
[image: image2.jpg]



Pour chaque fleur, tracer les axes des pétales. Mesurer les angles entre deux axes successifs et noter les résultats dans ce tableau :

	
	
	
	
	



II CALCULS ET CONJECTURES
A : LA FLEUR DE TOURNESOL

1- Pour chacune des fleurs de tournesol calculer le rapport entre le plus grand nombre de spirales et le plus petit. On l’appelle (
	Fleur de tournesol
	
	
	
	
	
	

	Quotient (
	
	
	
	
	
	


Que remarque-t-on ?

2- En utilisant les listes de la calculatrice, et les calculs précédents sur la fleur de tournesol, compléter le tableau suivant :

	(
	(2
	1+(

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	



B : LA POMME DE PIN


	Pomme de pin
	
	
	
	
	
	

	Quotient 
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Que remarque-t-on ?

2- En utilisant les listes de la calculatrice, et les calculs précédents sur les pommes de pin compléter le tableau suivant :
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	1+
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En regardant , les résultats obtenu dans le tableau ci-dessus , que peut-on supposer ?

C : LA FLEUR DE PENSEE

 Calculer le nombre : 
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 pour chacune des valeurs de (, trouvées précédemment :

	
[image: image9.wmf]F



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


	A


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



Quel lien y a t- il avec les angles mesurés sur les fleurs ?

D : CONFRONTATION DES RESULTATS

Comparer vos résultats avec d’autres groupes.

Proposer une méthode mathématique pour déterminer le nombre 
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III VERIFICATIONS
Le but est de résoudre l'équation : 
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1. Méthode graphique
A l’aide d’Excel, en utilisant l'échelle suivante : 8 cm pour 1 en abscisse et 4 cm pour 1 en ordonnée, tracer la droite d'équation 
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, tracer la courbe d'équation 
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Comment à l'aide de ces deux courbes peut-on trouver les solutions de l'équation qui nous intéresse ?

Combien y a-t-il de solutions ?

En considérant le problème biologique, quel commentaire peut-on faire sur ces solutions ?

Est-on sûr d'avoir trouvé la solution cherchée ? Justifier .

2. Méthode algébrique :
1- a. Vérifier que 
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2- b. En déduire une factorisation de 
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3- c. Résoudre 
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4- d. Donner une valeur approchée de ( à l’aide de la calculatrice.

Commentaire: La valeur positive trouvée précédemment est notée ( ( phi ) et s'appelle le nombre d'or en hommage au sculpteur grec Phidias (né vers 490 et mort vers 430 avant J-C) qui décora le Parthénon à Athènes (intervention du nombre d'or en architecture). C'est Théodore COOK qui introduisit cette notation en 1914.
IV DEVELOPPEMENTS MATHEMATIQUES

a) Exercice n° 1 : Dans une étude sur l'évolution d'une population de lapins, en 1202, Léonard de Pise, dit Fibonacci introduit une suite de nombres entiers où chaque terme est la somme des deux précédents, les deux premiers étant égaux à 1.

a. Ecrire les dix premiers termes de cette suite de nombres.

b. Calculer les quotients ( arrondis au millième) de deux termes consécutifs (le plus grand divisé par le plus petit). Que constatez-vous ?

Exercice n° 2 : Construire une spirale à la règle et au compas 

On commence par dessiner deux carrés mitoyens, dont la longueur du côté est égale à 1(au centre du dessin). Puis, s’appuyant sur ces deux carrés, on construit un troisième carré dont la longueur du côté est égale à 2.L’ensemble des trois carrés constitue un rectangle dont les côtés ont pour longueur 2 (1+1) et 3 (2+1).

On peut maintenant tracer le carré de côté 3, qui s’appuie sur les carrés de côté 1 et 2. D’ou le rectangle de côtés 3 et 5. En continuant suivant la même méthode, on obtient des carrés de côtés 5, 8 puis 13 et des rectangles de côtés 5 et 8, puis 8 et 13.

Pour obtenir la spirale, on tracera un arc de cercle dans chaque carré comme indiqué sur la figure.
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Exercice n° 3 : On note 
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1. a. Vérifier que : 
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.
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b. Montrer que 
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,  en partant de l'égalité 
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 et en utilisant l'égalité précédente.

d) c. Montrer de façon analogue que 
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d. Exprimer de la même façon 
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2. Calculer de même 
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3. Essayez de donner une formule générale pour 
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Exercice n° 4 : « Fractions continues »

Simplifier les quatre premiers termes suivants et trouver les cinq termes suivants :

1. 
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  . Que constatez-vous ?

2. Recommencez avec les nombres de la forme 
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 en commençant avec 
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 , etc. Concluez.
Exercice n° 5 : Montrons que le nombre 
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 est un irrationnel ( c'est-à-dire qu'il ne peut s'écrire sous la forme d'une fraction). Pour cela procédons à un raisonnement par l'absurde : On suppose qu'il s'écrit sous la forme d'une fraction et on montre que c'est impossible.

Supposons que 
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 s'écrive sous forme d'une fraction irréductible 
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 avec p et q entiers .

1.  p et q peuvent-ils être tous les deux pairs ?

2. a. En utilisant l'égalité : 
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, prouver que : 
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b. En déduire que : 
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3. a. Si p et q sont tous les deux impairs, de quelles parités sont : p.q, 
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b. L'égalité 
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 est-elle possible ?

4. Etudier de même le cas où p est pair et q impair, puis le cas où p est impair et q pair.

5. Conclure .

V BILAN

LE NOMBRE D’OR

Que ce soit dans les tournesols, les pommes de pin ou les fleurs de pensées, nos observations et nos calculs nous ont conduit à un même nombre appelé « nombre d’or » et noté 
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Dans les tournesols et les pommes de pin, il apparaît comme le quotient du nombre de spirales dans un sens  et du nombre de spirale dans l’autre sens (en prenant le plus grand nombre comme numérateur), dans les fleurs de pensée il semble intervenir dans l’angle entre les axes des pétales.

Ce nombre est la solution positive de l’équation x2  = 1 + x et sa valeur exacte est
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Pour trouver une valeur de 
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 nous avons utilisé deux méthode de résolution d’équation : une méthode graphique qui consiste à trouver les abscisses des points d’intersection de deux courbes et une méthode algébrique qui met en œuvre les connaissances sur le calcul numériques et littéral.

Nous avons pu confronter ces deux méthodes et réaliser que la méthode graphique ne permet d’obtenir que des valeurs approchées alors que la méthode algébrique mène à la valeur exacte du nombre  
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LA SUITE DE FIBONNACCI

Nous avons aussi fait apparaître la possibilité de construire des suites organisées de nombres ayant des propriétés particulières.

 Ainsi le nombre de spirales vers la gauche et le nombre de spirales vers la droite sur les tournesols ou sur les pommes de pin , sont deux termes consécutifs d’une suite de nombre appelée la « suite de Fibonnacci »

Cette suite nous a aussi permis de construire une spirale à la règle et au compas.

CONCLUSION

Malgré les très nombreuses différences entre végétaux, il semble que la nature s’organise selon des règles que l’on peut exprimer (en partie) grâce au langage mathématique.

Nous avons aussi pu constater que la géométrie et l’algèbre sont intimement liés et très complémentaires en remarquant par exemple qu’une suite de nombres conduit à la construction d’une courbe ou qu’une vérification algébrique permet d’affiner un résultat obtenu graphiquement.

Dans une fleur de tournesol les graines


sont disposées selon des spirales nommées parastiches qui, partant


du centre, s’élancent vers la périphérie comme vous pouvez le voir sur le modèle


ci-contre .Les parastiches sont enroulés dans le sens horaire et dans le sens anti-horaire.





Remarque : Il en est de même pour l'implantation des écailles sur une pomme de pin ou un ananas.





Les pétales des fleurs se présentent d'abord sous la forme d'un petit bourgeon. Les bourgeons se présentent l'un après l'autre sur la tige. 


Chacun essaie de s'éloigner le plus possible du précédent pour avoir le maximum d'espace et de lumière. Ils poussent donc dans des directions particulières.
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